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ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ

Àêòóàëüíîñòü òåìû èññëåäîâàíèÿ

Âî ìíîãèõ ôèçè÷åñêèõ ÿâëåíèÿõ è ïðîöåññàõ åñòåñòâåííûì îáðàçîì ìîæåò
áûòü âûäåëåí ìàëûé èëè áîëüøîé ïàðàìåòð, â ñâÿçè ñ ÷åì ìàòåìàòè÷åñêèå
ìîäåëè ýòèõ ÿâëåíèé è ïðîöåññîâ ìîãóò îêàçàòüñÿ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûìè
äèíàìè÷åñêèìè ñèñòåìàìè. Èññëåäîâàíèå ñâîéñòâ ðåøåíèé óðàâíåíèé òàêî-
ãî òèïà î÷åâèäíûì îáðàçîì ïðåäñòàâëÿåò áîëüøîé èíòåðåñ. Àâòîìîäåëüíûå
öèêëû ÿâëÿþòñÿ âàæíûì êëàññîì ðåøåíèé, ïîñêîëüêó ñ îäíîé ñòîðîíû îíè
èìåþò äîñòàòî÷íî ïðîñòîé âèä, ÷òî ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ñîäåðæàòåëüíûå ðå-
çóëüòàòû îá èõ ñóùåñòâîâàíèè è óñòîé÷èâîñòè, ñ äðóãîé ñòîðîíû îíè ÿâëÿþò-
ñÿ ðåøåíèÿìè îáùåãî âèäà, ÷òî ïîçâîëÿåò îòâåòèòü íà ðÿä âîïðîñîâ î äèíà-
ìèêå óðàâíåíèé. Áîëåå òîãî, ðåøåíèÿ â âèäå àâòîìîäåëüíûõ öèêëîâ âïîëíå
àäåêâàòíî îïèñûâàþò íåêîòîðûå âîëíîâûå ïðîöåññû. Ìîäåëè, ðàññìîòðåí-
íûå â äàííîé ðàáîòå, ïðèìåíÿþòñÿ â çàäà÷àõ îïòîýëåêòðîíèêè, ïîïóëÿöèîí-
íîé äèíàìèêè, ïðè îïèñàíèè ãðóïïîâûõ ñâîéñòâ âîëíîâûõ ïàêåòîâ ðàçëè÷íîé
ïðèðîäû, òóðáóëåíòíûõ ïðîöåññîâ, à òàêæå â òåîðèè ñâåðõïðîâîäèìîñòè è
òåîðèè ñâåðõòåêó÷åñòè. Óðàâíåíèÿ Ãèíçáóðãà-Ëàíäàó è Ñòþàðòà-Ëàíäàó ÿâ-
ëÿþòñÿ áàçîâûìè ìîäåëÿìè äëÿ øèðîêîãî êëàññà ñèñòåì ñ ðàñïðåäåëåííûìè
ïàðàìåòðàìè è ñèñòåì ñ çàïàçäûâàíèåì, ïîýòîìó ïðè âûïîëíåíèè ðÿäà óñëî-
âèé èõ óñòîé÷èâûì ðåøåíèÿì ìîãóò áûòü ñîïîñòàâëåíû óñòîé÷èâûå ðåøåíèÿ
èñõîäíûõ äîñòàòî÷íî ñëîæíûõ çàäà÷.

Öåëü ðàáîòû

Öåëüþ äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå âîïðîñîâ ñóùåñòâîâà-
íèÿ, ïîñòðîåíèå àñèìïòîòèêè è èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè àâòîìîäåëüíûõ
öèêëîâ äëÿ ðÿäà àêòóàëüíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé, îïèñûâàþùèõ áîëü-
øîé êëàññ íåëèíåéíûõ âîëíîâûõ ÿâëåíèé â äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåìàõ ñ ïà-
ðàìåòðàìè, ðàñïðåäåëåííûìè ïî âðåìåíè è ïðîñòðàíñòâó. Ðàññìàòðèâàëèñü
óðàâíåíèå Ãèíçáóðãà-Ëàíäàó, óðàâíåíèå Ñòþàðòà-Ëàíäàó, ìîäåëü FDML ëà-
çåðà, ñèñòåìà óðàâíåíèé Ëýíãà-Êîáàÿøè.

Äëÿ êàæäîé èç ýòèõ ìîäåëåé áûëè âûäåëåíû ñëåäóþùèå çàäà÷è:

1. Íàõîæäåíèå óñëîâèé ñóùåñòâîâàíèÿ ñåìåéñòâ àâòîìîäåëüíûõ öèêëîâ.
Ïîñòðîåíèå àñèìïòîòèêè ðåøåíèé.

2. Ïîëó÷åíèå äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé óñòîé÷èâîñòè è íåóñòîé÷èâîñòè îò-
äåëüíûõ ðåøåíèé äëÿ ïðîèçâîëüíûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ.

3. Âûäåëåíèå îáëàñòåé óñòîé÷èâîñòè íà ìíîæåñòâàõ, çàäàþùèõ óñëîâèå
ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèé.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ

Â ïðåäñòàâëåííîé ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ â îñíîâíîì àíàëèòè÷åñêèå ìå-
òîäû. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ïðèìåíÿþòñÿ ÷èñëåííî-àíàëèòè÷åñêèå ìåòîäû.
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Ñðåäè àíàëèòè÷åñêèõ ìåòîäîâ êëþ÷åâîå çíà÷åíèå èìåþò ìåòîäû ìàëîãî ïà-
ðàìåòðà è ìåòîä àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà

Íàó÷íàÿ íîâèçíà ðàáîòû ïðîÿâëÿåòñÿ â ñëåäóþùåì:

1. Îïèñàíû îäíîïàðàìåòðè÷åñêèå ñåìåéñòâà áåãóùèõ âîëí è íàéäåíû äî-
ñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè è íåóñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé äàííîãî âè-
äà â óðàâíåíèè Ãèíçáóðãà-Ëàíäàó ñ ìàëîé äèôôóçèåé è ïåðèîäè÷åñêè-
ìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè. Ïîêàçàíî, ÷òî ìîæåò ñîñóùåñòâîâàòü àñèìï-
òîòè÷åñêè áîëüøîå ÷èñëî óñòîé÷èâûõ áåãóùèõ âîëí.

2. Ïðè èññëåäîâàíèè çàäà÷è ñóùåñòâîâàíèÿ àâòîìîäåëüíûõ ðåøåíèé äëÿ
óðàâíåíèé ñ çàïàçäûâàíèåì âûÿñíèëîñü, ÷òî èçó÷àåìûå ðåøåíèÿ ðàç-
ðûâíî çàâèñÿò îò áèôóðêàöèîííîãî ïàðàìåòðà. Â àñèìïòîòèêó ïî ìà-
ëîìó ïàðàìåòðó âõîäÿò êîýôôèöèåíòû, çàâèñÿùèå îò ôàçîâîãî ñäâèãà,
êîòîðûé ïðè óìåíüøåíèè ïàðàìåòðà áåñêîíå÷íî ìíîãî ðàç èçìåíÿåòñÿ
íà ïðîìåæóòêå ïåðèîäà. Äàííûé âèä ðåøåíèé ïîçâîëÿåò îïèñàòü ñåìåé-
ñòâî èç àñèìïòîòè÷åñêè áîëüøîãî ÷èñëà ñîñóùåñòâóþùèõ àâòîìîäåëü-
íûõ ðåøåíèé. Íà äâóìåðíîé ïëîñêîñòè ïîñòðîåíû ñïåöèàëüíûå êðèâûå,
îïðåäåëÿþùèå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèé èñêîìîãî âèäà.

3. Èçó÷åíà óñòîé÷èâîñòü àâòîìîäåëüíûõ öèêëîâ äëÿ óðàâíåíèé ñ áîëüøèì
çàïàçäûâàíèåì. Íàéäåíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè è íåóñòîé-
÷èâîñòè äàííûõ ðåøåíèé. Íà ïîñòðîåííûõ êðèâûõ âûäåëåíû îáëàñòè
óñòîé÷èâîñòè. Ïîêàçàíî, ÷òî õàðàêòåðíûì ÿâëÿåòñÿ ñâîéñòâî ãèïåð-
ìóëüòèñòàáèëüíîñòè (òî åñòü ñîñóùåñòâîâàíèÿ ñêîëü óãîäíî áîëüøîãî
êîíå÷íîãî ÷èñëà óñòîé÷èâûõ ðåøåíèé ïðè ñòðåìëåíèè ìàëîãî ïàðàìåò-
ðà ê íóëþ).

Ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó

1. Ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè è íåóñòîé÷èâîñòè ñïåöè-
àëüíûõ ñåìåéñòâ áåãóùèõ âîëí â óðàâíåíèè Ãèíçáóðãà�Ëàíäàó ñ ìàëîé
äèôôóçèåé è ïåðèîäè÷åñêèìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè.

2. Äëÿ óðàâíåíèÿ Ñòþàðòà-Ëàíäàó ñ áîëüøèì çàïàçäûâàíèåì â îáëà-
ñòè ïàðàìåòðîâ ïîñòðîåíû ñïåöèàëüíûå êðèâûå, çàäàþùèå óñëîâèÿ ñó-
ùåñòâîâàíèÿ ñåìåéñòâà ïðîñòåéøèõ ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé. Íà ýòèõ
êðèâûõ âûäåëåíû îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè è íåóñòîé÷èâîñòè. Íàéäåíî
àñèìïòîòè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå äàííûõ ðåøåíèé. Ïîëó÷åíû äîñòàòî÷-
íûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè è íåóñòîé÷èâîñòè ïðîñòåéøèõ ïåðèîäè÷åñêèõ
ðåøåíèé.
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3. Ñôîðìóëèðîâàíà è äîêàçàíà òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ ñåìåéñòâà íåïðå-
ðûâíûõ âîëí äëÿ ìîäåëè ëàçåðà ñ

”
ñèíõðîíèçàöèåé ìîä â ÷àñòîòíîì

äèàïàçîíå“ ñ áîëüøèì âðåìåíåì îáõîäà ðåçîíàòîðà. Íàéäåíû äîñòà-
òî÷íûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè è íåóñòîé÷èâîñòè àâòîìîäåëüíûõ öèêëîâ
óðàâíåíèÿ, ïîëó÷àþùåãîñÿ èç äàííîé ìîäåëè.

4. Íàéäåíû óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ñåìåéñòâà íåïðåðûâíûõ âîëí äëÿ ìî-
äåëè ïîëóïðîâîäíèêîâîãî ëàçåðà ñ áîëüøèì âðåìåíåì îáõîäà ðåçîíà-
òîðà. Ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè è íåóñòîé÷èâîñòè
àâòîìîäåëüíûõ öèêëîâ óðàâíåíèÿ, ïîëó÷àþùåãîñÿ èç äàííîé ìîäåëè.

5. Ïîêàçàíî, ÷òî âî âñåõ èçó÷àåìûõ ìîäåëÿõ ìîæåò âñòðå÷àòüñÿ ÿâëåíèå
ãèïåðìóëüòèñòàáèëüíîñòè.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ðàáîòû

Äèññåðòàöèÿ â ñâîåé îñíîâå íîñèò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð, íî äëÿ ðÿäà
ïðåäëîæåííûõ â íåé ìîäåëåé, íàïðèìåð, óðàâíåíèÿ Ãèíçáóðãà-Ëàíäàó, ìîäå-
ëè FDML ëàçåðà, ñèñòåìû Ëýíãà-Êîáàÿøè, ðåçóëüòàòû èìåþò âàæíîå ïðè-
êëàäíîå çíà÷åíèå. Ïîñòðîåííûå â ðàáîòå ñåìåéñòâà ðåøåíèé ïîçâîëÿþò èñ-
ïîëüçîâàòü èõ ñâîéñòâà ïðè àíàëèçå øèðîêîãî êëàññà äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì
èç ðàçëè÷íûõ ïðèëîæåíèé. Èçëîæåííàÿ â äèññåðòàöèè ñõåìà èññëåäîâàíèÿ
ðàñïîëîæåíèÿ êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ êâàçèïîëèíîìîâ ìîæåò áûòü èñ-
ïîëüçîâàíà äëÿ ðåøåíèÿ äðóãèõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷. Ðåçóëüòàòû, îòíîñÿùèåñÿ
ê ìîäåëÿì ëàçåðíîé äèíàìèêè, ìîãóò ïðèìåíÿòüñÿ äëÿ èññëåäîâàíèÿ ðàçëè÷-
íûõ ðåæèìîâ ðàáîòû îïòîýëåêòðîííûõ ñèñòåì.

Ëè÷íûé âêëàä ñîèñêàòåëÿ

Âñå ðåçóëüòàòû, ïðåäñòàâëåííûå â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå, ïîëó÷åíû àâ-
òîðîì ñàìîñòîÿòåëüíî. Ïîñòàíîâêà çàäà÷ âûïîëíÿëàñü ñîâìåñòíî ñ íàó÷íûì
ðóêîâîäèòåëåì.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû áûëè ïðåäñòàâëåíû íà ñëåäóþùèõ íà-
ó÷íûõ êîíôåðåíöèÿõ è ñåìèíàðàõ: âñåðîññèéñêàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Äèôôå-
ðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è èõ ïðèëîæåíèÿ¿ (Ñàìàðà, 2011 ã.), XVI ìåæ-
äóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ-øêîëà ¾Foundations and Advances in Nonlinear
Science¿ (Ìèíñê, 2012 ã.), ìåæäóíàðîäíàÿ ñòóäåí÷åñêàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Science
and Progress¿ (Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, 2012 ã.), ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ
¾Dynamics, Bifurcations and Strange Attractors¿, ïîñâÿùåííàÿ ïàìÿòè Ë.Ï.
Øèëüíèêîâà (Íèæíèé Íîâãîðîä, 2013 ã.), ìåæäóíàðîäíàÿ ìîëîäåæíàÿ
íàó÷íî-ïðàêòè÷åñêàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Ïóòü â íàóêó¿ (ßðîñëàâëü, 2013 ã.),
ìåæäóíàðîäíàÿ ñòóäåí÷åñêàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Science and Progress¿ (Ñàíêò-
Ïåòåðáóðã, 2013 ã.), ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Íåëèíåéíàÿ äèíàìèêà è
åå ïðèëîæåíèÿ¿, ïîñâÿùåííàÿ 150-ëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ Ïîëÿ Ïåíëåâå
(ßðîñëàâëü, 2013 ã.), X ìåæäóíàðîäíàÿ øêîëà-êîíôåðåíöèÿ ¾Õàîòè÷åñêèå
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àâòîêîëåáàíèÿ è îáðàçîâàíèå ñòðóêòóð¿ (Ñàðàòîâ, 2013 ã.), ìåæäóíàðîäíàÿ
êîíôåðåíöèÿ ¾Íåëèíåéíûå ÿâëåíèÿ â çàäà÷àõ ñîâðåìåííîé ìàòåìàòèêè è ôè-
çèêè¿, ïîñâÿùåííàÿ 210-ëåòèþ Äåìèäîâñêîãî óíèâåðñèòåòà (ßðîñëàâëü, 2013
ã.), ìåæäóíàðîäíûé íàó÷íûé ñåìèíàð ¾Àêòóàëüíûå ïðîáëåìû ìàòåìàòè÷å-
ñêîé ôèçèêè¿ (Ìîñêâà, 2014 ã.), íàó÷íàÿ ñåññèÿ ÍÈßÓ ÌÈÔÈ-2015 (Ìîñêâà,
2015 ã.), ìåæäóíàðîäíûé ñåìèíàð ¾Nonlinear Photonics: Theory, Materials,
Applications¿ (Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, 2015 ã.).

×àñòè÷íî ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ïîëó÷åíû â ïðîöåññå âû-
ïîëíåíèÿ ðàáîò ïî ïðîåêòó 1875 ãîñçàäàíèÿ íà ÍÈÐ �2014/258 è ïî ïðîåêòó
984 â ðàìêàõ áàçîâîé ÷àñòè ãîñóäàðñòâåííîãî çàäàíèÿ íà ÍÈÐ ßðÃÓ.

Ïðåäñòàâëåííûå ðåçóëüòàòû íåîäíîêðàòíî äîêëàäûâàëèñü íà ñåìèíàðå
¾Íåëèíåéíàÿ äèíàìèêà è ñèíåðãåòèêà¿ êàôåäðû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëè-
ðîâàíèÿ ßðîñëàâñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà èì. Ï. Ã. Äåìèäîâà.

Ïóáëèêàöèè
Ïî òåìå äèññåðòàöèè àâòîðîì îïóáëèêîâàíî 9 ñòàòåé è 11 òåçèñîâ äîêëà-

äîâ, â òîì ÷èñëå 6 ñòàòåé â ðåöåíçèðóåìûõ æóðíàëàõ, ðåêîìåíäîâàííûõ ÂÀÊ.
Ñïèñîê ïóáëèêàöèé ïðèâåäåí â êîíöå àâòîðåôåðàòà.

Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû
Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, äâóõ ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ è ñïèñêà ëèòå-

ðàòóðû, ñîäåðæàùåãî 84 íàèìåíîâàíèÿ. Äèññåðòàöèÿ ñîäåðæèò 16 ðèñóíêîâ.
Îáùèé îáúåì äèññåðòàöèè ñîñòàâëÿåò 92 ñòðàíèöû.

ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÄÈÑÑÅÐÒÀÖÈÈ

Âî ââåäåíèè ïðèâîäèòñÿ îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû, îáîñíîâûâàåò-
ñÿ àêòóàëüíîñòü âûáðàííîãî íàïðàâëåíèÿ èññëåäîâàíèÿ, ïðîâîäèòñÿ êðàòêèé
îáçîð ëèòåðàòóðû ïî ðàññìàòðèâàåìîé òåìàòèêå, îòìå÷àþòñÿ èñõîäíûå ïîëî-
æåíèÿ, îïèñûâàþòñÿ öåëè è ïîñòàíîâêà îñíîâíûõ çàäà÷ ðàáîòû, îòìå÷àþòñÿ
íàó÷íàÿ íîâèçíà è çíà÷èìîñòü ðåçóëüòàòîâ, à òàêæå âûíîñèìûå íà çàùèòó
ïîëîæåíèÿ.

Â ïåðâîé ãëàâå äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ðàññìàòðèâàþòñÿ âîïðîñû ñó-
ùåñòâîâàíèÿ è óñòîé÷èâîñòè àâòîìîäåëüíûõ öèêëîâ äëÿ äâóõ ðàñïðåäåëåí-
íûõ ìîäåëåé, ïîëó÷àþùèõñÿ èç îäíîãî è òîãî æå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâ-
íåíèÿ

u̇ = (1− (1 + ib)|u|2)u.
Â ïåðâîì ñëó÷àå u çàâèñèò åùå è îò ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé x. Òî-
ãäà ê ïðàâîé ÷àñòè äàííîãî óðàâíåíèÿ äîáàâëÿåòñÿ ñëàãàåìîå ε2(1 + id)∂

2u
∂x2 ,

â ðåçóëüòàòå ÷åãî ïîëó÷àåòñÿ ðàñïðåäåëåííîå ïî ïðîñòðàíñòâó óðàâíåíèå ñ
êðàåâûìè óñëîâèÿìè

u(t, x) ≡ u(t, x+ 2π).

Âî âòîðîì ñëó÷àå ðàññìàòðèâàåòñÿ ðàñïðåäåëåíèå ïî âðåìåíè, êîòîðîå ïðåä-
ñòàâëåíî â âèäå ñëàãàåìîãî γeiϕ(u(t− T )− u).
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Â ïàðàãðàôå 1.1 ðàññìàòðèâàåòñÿ óðàâíåíèå Ãèíçáóðãà-Ëàíäàó1 ñ ìàëîé
äèôôóçèåé

∂u

∂t
= (1− (1 + ib)|u|2)u+ ε2(1 + id)

∂2u

∂x2
(1)

è ïåðèîäè÷åñêèìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè

u(t, x+ 2π) ≡ u(t, x). (2)

Çäåñü u � êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ, ε � ìàëûé ïîëîæèòåëüíûé ïàðà-
ìåòð, ïàðàìåòðû b è d � äåéñòâèòåëüíûå.

Óðàâíåíèå Ãèíçáóðãà�Ëàíäàó âîçíèêàåò ïðè îïèñàíèè áîëüøîãî êëàññà
íåëèíåéíûõ âîëíîâûõ ÿâëåíèé â ïðîñòðàíñòâåííî ðàñïðåäåëåííûõ ñèñòåìàõ2

è ïðè èññëåäîâàíèè ëîêàëüíîé äèíàìèêè øèðîêîãî êëàññà óðàâíåíèé ñ ðàñ-
ïðåäåëåííûìè ïàðàìåòðàìè3 è ñ çàïàçäûâàíèåì4.

Â äàííîé ðàáîòå íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé íàõîäèòñÿ, ÷òî êðàåâàÿ çà-
äà÷à (1), (2) ïðè ε2k2 < 1 èìååò ñåìåéñòâî ðåøåíèé âèäà áåãóùèõ âîëí:
uk = ρke

iωkt+ikx, ãäå

ρk =
√

1− ε2k2, ωk = −b(1− ε2k2)− ε2dk2,

k � öåëîå. Â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå W 2
2 (0, 2π) èññëåäóåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíàÿ

îðáèòàëüíàÿ óñòîé÷èâîñòü áåãóùèõ âîëí êðàåâîé çàäà÷è (1), (2) ïðè äîñòà-
òî÷íî ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà ε.

Îòíîñèòåëüíî óñòîé÷èâîñòè áåãóùèõ âîëí êðàåâîé çàäà÷è (1), (2) âûïîë-
íåíû ïðèâåäåííûå íèæå ðåçóëüòàòû.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî bd + 1 < 0. Ôèêñèðóåì íåêîòî-

ðóþ äîñòàòî÷íî ìàëóþ ïîëîæèòåëüíóþ âåëè÷èíó δ, êîòîðàÿ íå çàâèñèò

îò ïàðàìåòðà ε. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå ε0 > 0, ÷òî ïðè âñåõ ε ∈ (0, ε0)
âñå áåãóùèå âîëíû uk ñ íîìåðàìè èç äèàïàçîíà k ∈ (−ε−1+δ, ε−1−δ) íåóñòîé-
÷èâû.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáúåäèíåíèå ðåçóëüòàòîâ
òåîðåì 2 è 3 äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû.

Òåîðåìà 2-3. Ïóñòü âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî bd + 1 > 0. Ôèêñèðóåì íåêî-

òîðóþ äîñòàòî÷íî ìàëóþ ïîëîæèòåëüíóþ âåëè÷èíó δ, êîòîðàÿ íå çàâèñèò
îò ïàðàìåòðà ε. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå ε0 > 0, ÷òî ïðè âñåõ ε ∈ (0, ε0)

1Ãèíçáóðã, Â.È. Ê òåîðèè ñâåðõïðîâîäèìîñòè / Â.È. Ãèíçáóðã, Ë.Ä. Ëàíäàó // ÆÝÒÔ. � 1950. � Ò.
20. � Ñ. 1064.

2Aranson, I. The world of cubic Ginzburg-Landau equation / I. Aranson, L. Kramer // Rev. Mod. Phys.
� 2002. � V. 74. � P. 99�143.

3Âàñèëüåâà, À.Á. Áèôóðêàöèÿ àâòîêîëåáàíèé íåëèíåéíûõ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ ìàëîé äèô-
ôóçèåé / À.Á. Âàñèëüåâà, Ñ.À. Êàùåíêî, Þ.Ñ. Êîëåñîâ, Í.Õ. Ðîçîâ // Ìàòåì. ñá. � 1986. � Ò. 130(172),
� 4(8). � Ñ. 488�499.

4Êàùåíêî, Ñ.À. Óðàâíåíèå Ãèíçáóðãà�Ëàíäàó � íîðìàëüíàÿ ôîðìà äëÿ äèôôåðåíöèàëüíî-
ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà ñ áîëüøèì çàïàçäûâàíèåì / Ñ.À. Êàùåíêî // Æ. âû÷èñë. ìàòåì.
è ìàòåì. ôèç. � 1998. � Ò. 38, � 3, Ñ. 457�465.
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âñå áåãóùèå âîëíû uk ñ íîìåðàìè èç äèàïàçîíà k ∈ (−zminε−1 +δ, zminε
−1−δ)

óñòîé÷èâû, à âñå âîëíû ñ íîìåðàìè èç äèàïàçîíà k ∈ (−ε−1 + δ,−z2ε
−1 −

δ) ∪ (z2ε
−1 + δ, ε−1 − δ) íåóñòîé÷èâû.

Çäåñü zmin = min{z2, z4, z6}, à âåëè÷èíû z2, z4 è z6 îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîð-
ìóëàì

z2 =

√
bd+ 1

2b2 + bd+ 3
, z4 =

√
5 + 4bd+ d2

13 + 12bd+ d2
, z6 =

√
2 + bd+ d2

4 + bd+ 3d2
.

Ïðè âûïîëíåíèè ñèñòåìû íåðàâåíñòâ bd + 1 > 0, |b| > |d| âûðàæåíèå
zmin = z2. Îòñþäà ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà bd + 1 > 0 è |b| > |d|. Ôèêñè-
ðóåì íåêîòîðóþ äîñòàòî÷íî ìàëóþ ïîëîæèòåëüíóþ âåëè÷èíó δ, êîòîðàÿ
íå çàâèñèò îò ïàðàìåòðà ε. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå ε0 > 0, ÷òî ïðè âñåõ

ε ∈ (0, ε0) áåãóùàÿ âîëíà uk óñòîé÷èâà, åñëè |k| < z2ε
−1− δ, è íåóñòîé÷èâà,

åñëè z2ε
−1 + δ < |k| < ε−1 − δ.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè óñëîâèè bd + 1 > 0 ñîñóùåñòâóþò íåñêîëüêî óñòîé-
÷èâûõ âîëí. Áîëåå òîãî, ñ óìåíüøåíèåì ïîëîæèòåëüíîãî ïàðàìåòðà ε êî-
ëè÷åñòâî ñîñóùåñòâóþùèõ óñòîé÷èâûõ âîëí ðàñòåò. Êîëè÷åñòâî óñòîé÷èâûõ
áåãóùèõ âîëí èìååò ïîðÿäîê O(ε−1) ïðè ε→ 0.

Â ïàðàãðàôå 1.2 ðàññìàòðèâàåòñÿ óðàâíåíèå Ñòþàðòà-Ëàíäàó ñ çàïàç-
äûâàíèåì:

u̇ = (1 + (−1 + ic)|u|2)u+ γeiϕ(u(t− T )− u).

Çäåñü ïàðàìåòð c äåéñòâèòåëüíûé, âåëè÷èíû γ è T ïîëîæèòåëüíûå, ϕ ∈
[0, 2π).

Ýòî óðàâíåíèå ìîäåëèðóåò ïðîñòåéøèé îñöèëëÿòîð ñ çàïàçäûâàþùåé îá-
ðàòíîé ñâÿçüþ5. Â ÷àñòíîñòè, íà ïðèìåðå äàííîé ìîäåëè èçó÷àëîñü óïðàâëå-
íèå óñòîé÷èâîñòüþ ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò óðàâíåíèÿ u̇ = (1 − (1 − ic)|u|2)u
ñ ïîìîùüþ äîáàâëåíèÿ â óðàâíåíèå ëèíåéíîé îáðàòíîé ñâÿçè c âåëè÷èíîé
çàïàçäûâàíèÿ T , ïðîïîðöèîíàëüíîé âåëè÷èíå ïåðèîäà ðåøåíèÿ6.

Íèæå çàïàçäûâàíèå ñ÷èòàåòñÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèì: T � 1. Ïîñëå çà-
ìåíû âðåìåíè t → Tt è îáîçíà÷åíèÿ ε = 1/T óðàâíåíèå Ñòþàðòà-Ëàíäàó
ïðèíèìàåò âèä

εu̇ = (1 + (−1 + ic)|u|2)u+ γeiϕ(u(t− 1)− u). (3)

Ñòàâèòñÿ çàäà÷à èçó÷èòü óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ñåìåéñòâà ïðîñòåéøèõ
ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé, òî åñòü ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (3) âèäà

uR,Λ = R exp(iΛt), (4)

5Reddy, D.V.R. Dynamics of a limit cycle oscillator under time delayed linear and nonlinear feedbacks /
D.V.R. Reddy, A. Sen, G.L. Johnston // Physica D. � 2000. � V. 144. � P. 335�357.

6Fiedler, B. Beyond the odd number limitation of time-delayed feedback control / B. Fiedler, V. Flunkert,
M. Georgi, P. H�ovel, E. Sch�oll // Handbook of chaos control. � 2008. � P. 73�84.
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ãäå R,Λ � äåéñòâèòåëüíûå êîíñòàíòû, R > 0; è ýêñïîíåíöèàëüíóþ îðáèòàëü-
íóþ óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèé (4) â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå C[−1, 0] ïðè âñåõ
äîñòàòî÷íî ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ïîëîæèòåëüíîãî ïàðàìåòðà ε.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü ñåìåéñòâî ðåøåíèé âèäà (4), R è Λ îòûñêèâà-
ëèñü â ñïåöèàëüíîì âèäå:

R = Rn(ε) = ρ+ εv(ε), Λ = Λn(ε) = ωε−1 + θ + Ω + 2πn+ εd(ε).

Çäåñü ρ � ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà, ω � äåéñòâèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, Ω �
ïîñòîÿííàÿ èç ïîëóèíòåðâàëà [0, 2π), n � öåëîå ÷èñëî, a v(ε) è d(ε) � íåêîòî-
ðûå äåéñòâèòåëüíûå ôóíêöèè, îãðàíè÷åííûå ïðè ε→ 0. Ôóíêöèÿ θ = θ(ω, ε)
ïðèíèìàåò òàêîå çíà÷åíèå èç ïîëóèíòåðâàëà [0, 2π), äëÿ êîòîðîãî âåëè÷èíà
ω/ε+ θ íàöåëî äåëèòñÿ íà 2π.

Óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ñåìåéñòâà ðåøåíèé äàííîãî âèäà ñîñòîèò â òîì,
÷òî íà ïëîñêîñòè ωOρ2 òî÷êè (ω, ρ2) äîëæíû ïðèíàäëåæàòü ìíîæåñòâó
L(c, γ, ϕ). Çäåñü L(c, γ, ϕ) � ìíîæåñòâî òî÷åê, ïðèíàäëåæàùèõ êðèâîé

(ρ2 − 1 + γ cosϕ)2 + (ω − cρ2 + γ sinϕ)2 = γ2.

Âåëè÷èíà Ω äëÿ êàæäîé òî÷êè ìíîæåñòâà L(c, γ, ϕ) îïðåäåëÿåòñÿ êàê êîðåíü
óðàâíåíèÿ

(iω − 1 + (1− ic)ρ2 + γeiϕ)γ−1e−iϕ = e−iΩ,

ïðèíàäëåæàùèé ïîëóèíòåðâàëó [0, 2π).
Äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ.

Òåîðåìà 5. Äëÿ êàæäîé òî÷êè (ω0, ρ
2
0), ïðèíàäëåæàùåé L(c, γ, ϕ), êðîìå,

âîçìîæíî, äâóõ è äëÿ ëþáîãî öåëîãî ÷èñëà n ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε >
0 óðàâíåíèå (3) èìååò öèêë âèäà (4). Âåùåñòâåííûå âåëè÷èíû R = Rn(ε) è
Λ = Λn(ε) òàêîâû, ÷òî Rn(ε) = ρ0 +εv(ε), Λn(ε) = ω0/ε+θ+Ω+2πn+εd(ε),
ãäå ôóíêöèè v(ε) è d(ε) îãðàíè÷åíû ïðè ε→ 0.

Ïðè èçó÷åíèè óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî âûðàæåíèå
cos(ϕ − Ω) − c sin(ϕ − Ω) 6= 0. Ýòî äîñòàòî÷íî îáùåå ïðåäïîëîæåíèå, ïî-
ñêîëüêó îíî íàðóøàåòñÿ íå áîëåå, ÷åì â äâóõ òî÷êàõ ìíîæåñòâà L(c, γ, ϕ).

Äëÿ ôîðìóëèðîâêè ðåçóëüòàòîâ îá óñòîé÷èâîñòè ââåäåì íåêîòîðûå îáî-
çíà÷åíèÿ. Ïóñòü ρ2

up = γ − γ cosϕ+ 1, ωup = cρ2
up − γ sinϕ, ψ = ϕ− Ω,

H(z) = γ3z3 − γ2(γ + 4ρ2 cosψ + 2γ cos2 ψ − 2cρ2 sinψ)z2 + γ(c2ρ4 sin2 ψ+

+ 4γρ2 cosψ + 4γ2 cos2 ψ + 3ρ4 cos2 ψ + 4γρ2 cos3 ψ − γ2 − 4cρ4 cosψ sinψ−
− 4cγρ2 cos2 ψ sinψ + 2ρ4)z + γ3 − 2ρ6 cosψ − 2γ3 cos2 ψ − 5γρ4 cos2 ψ−

− 4γ2ρ2 cos3 ψ − 2cγ2ρ2 sinψ + 2cρ6 sinψ + 4cγρ4 cosψ sinψ+

+ 4cγ2ρ2 cos2 ψ sinψ + c2γρ4 sin2 ψ,
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
ρ2 − γ(1 + c2) sin2(ϕ− Ω)

cos(ϕ− Ω)− c sin(ϕ− Ω)
> 0,

cos(ϕ− Ω)− c sin(ϕ− Ω) > 0,
ρ2 + 2γ cos(ϕ− Ω) > 0,

(5)

 ρ2 − γ(1 + c2) sin2(ϕ− Ω)

cos(ϕ− Ω)− c sin(ϕ− Ω)
< 0,

cos(ϕ− Ω)− c sin(ϕ− Ω) < 0,
ρ2 + γ cos(ϕ− Ω) < 0.

(6)

Ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû îá óñòîé÷èâîñòè.

Òåîðåìà 8. Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîé òî÷êè (ω0, ρ
2
0) ìíîæåñòâà L(c, γ, ϕ) âû-

ïîëíåíà ñèñòåìà íåðàâåíñòâ (5), à óðàâíåíèå H(z) = 0 íå èìååò êîðíåé íè

ïðè êàêîì z ∈ [−1, 1] äëÿ âñåõ òî÷åê êðàò÷àéøåé äóãè L(c, γ, ϕ), ñîåäèíÿ-
þùåé òî÷êè (ωup, ρ

2
up) è (ω0, ρ

2
0). Òîãäà äëÿ êàæäîãî öåëîãî n ñóùåñòâóåò

òàêîå ε0 > 0, ÷òî ïðè âñåõ ε ∈ (0, ε0) ðåøåíèå (4) óðàâíåíèÿ (3) ñ ω = ω0 è

ρ2 = ρ2
0 óñòîé÷èâî.

Òåîðåìà 9. Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîé òî÷êè (ω0, ρ
2
0) ìíîæåñòâà L(c, γ, ϕ) âû-

ïîëíåíà ñîâîêóïíîñòü íåðàâåíñòâ (6). Òîãäà äëÿ êàæäîãî öåëîãî n ñóùå-

ñòâóåò òàêîå ε0 > 0, ÷òî ïðè âñåõ ε ∈ (0, ε0) ðåøåíèå (4) óðàâíåíèÿ (3) ñ
ω = ω0 è ρ

2 = ρ2
0 íåóñòîé÷èâî.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî òî÷êà (ω0, ρ
2
0) ìíîæåñòâà L(c, γ, ϕ) ïðèíàäëåæèò îá-

ëàñòè óñòîé÷èâîñòè, åñëè âñå ðåøåíèÿ (4) óðàâíåíèÿ (3) c ρ2 = ρ2
0 è ω = ω0

óñòîé÷èâû ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε > 0.
Îòíîñèòåëüíî ðàñïîëîæåíèÿ îáëàñòåé óñòîé÷èâîñòè íà ìíîæåñòâå

L(c, γ, ϕ) ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû:
1. Äîêàçàíî, ÷òî ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ c, γ, ϕ íà ìíîæåñòâå L(c, γ, ϕ) åñòü

õîòÿ áû îäíà òî÷êà ñ óñòîé÷èâûìè ðåøåíèÿìè è õîòÿ áû îäíà ñ íåóñòîé÷è-
âûìè.

2. Äîêàçàíî, ÷òî íà ìíîæåñòâå L(0, γ, ϕ) ðàñïîëîæåíà îäíîñâÿçíàÿ îá-
ëàñòü óñòîé÷èâîñòè è îäíà èëè äâå îáëàñòè íåóñòîé÷èâîñòè.

Âî âòîðîé ãëàâå èçó÷àþòñÿ âîïðîñû ñóùåñòâîâàíèÿ è óñòîé÷èâîñòè
íåïðåðûâíûõ âîëí äëÿ äâóõ ìîäåëåé ëàçåðíîé äèíàìèêè.

Â ïàðàãðàôå 2.1 ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäåëü ëàçåðà ñ ñèíõðîíèçàöèåé ìîä
â ÷àñòîòíîì äèàïàçîíå (â àíãëîÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå ïðèíÿòà àááðåâèàòóðà
FDML7), ïðåäëîæåííàÿ À. Ã. Âëàäèìèðîâûì ñ ñîàâòîðàìè8,

Ȧ+ A− i∆A =
√
κe(1−iα)G(t−T )/2A(t− T ),

Ġ = γ(g0 −G−G|A|2).
7Huber, R. Fourier Domain Mode Locking (FDML): A new laser operating regime and applications for

optical coherence tomography / R. Huber, M. Wojtkowski, J.G. Fujimoto // Opt. Express. � 2006. � V. 14. �
P. 3225�3237.

8Slepneva, S. Dynamics of Fourier domain mode-locked lasers / S. Slepneva, B. Kelleher, B. O'Shaughnessy,
S.P. Hegarty, A.G. Vladimirov, G. Huyet // Opt. Express. � 2013. � V. 21. � P. 19240�19251.
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Çäåñü âñå ïàðàìåòðû ∆, α, κ, T , γ, g0 ïðèíèìàþò äåéñòâèòåëüíûå çíà÷åíèÿ,
ïðè÷åì ïàðàìåòðû γ è g0 ïîëîæèòåëüíûå, 0 < κ < 1, à âðåìÿ çàïàçäûâàíèÿ
ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèì: T � 1.

Ïîñëå ïåðåíîðìèðîâêè âðåìåíè t → Tt, îáîçíà÷åíèÿ ε = 1/T è çàìåíû
A(t) = ei∆t/εa(t), äàííàÿ ìîäåëü ïðèíèìàåò âèä

εȧ+ a =
√
κe(1−iα)G(t−1)/2a(t− 1)e−i∆/ε,

εĠ = γ(g0 −G−G|a|2).
(7)

Èçó÷àåòñÿ çàäà÷à î ñóùåñòâîâàíèè ñåìåéñòâà íåïðåðûâíûõ âîëí, òî åñòü
ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (7) âèäà

a = ReiΦt, G = G0, (8)

ãäå R, Φ è G0 äåéñòâèòåëüíûå è íå çàâèñÿò îò âðåìåíè, R > 0 è G0 > 0.
Êàê è â ïàðàãðàôå 1.2, âåëè÷èíû R è Φ èñêàëèñü â âèäå

R = Rn = ρ+ εv(ε), Φ = Φn = δ/ε+ θ + Ω + 2πn+ εd(ε).

Çäåñü ρ � ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, δ � äåéñòâèòåëüíàÿ êîíñòàíòà, Ω �
ïîñòîÿííàÿ èç ïîëóèíòåðâàëà [0, 2π), n � öåëîå ÷èñëî, à v = v(ε) è d =
d(ε) íåêîòîðûå äåéñòâèòåëüíûå ôóíêöèè, îãðàíè÷åííûå ïðè ε → 0. Ôóíê-
öèÿ θ = θ(∆, δ, ε) ïðèíèìàåò òàêîå çíà÷åíèå èç ïîëóèíòåðâàëà [0, 2π), ÷òî
(∆ + δ)/ε+ θ íàöåëî äåëèòñÿ íà 2π.

Óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ñåìåéñòâà ðåøåíèé äàííîãî âèäà çàêëþ÷àåòñÿ â
òîì, ÷òî òî÷êè (δ, ρ2) äîëæíû ïðèíàäëåæàòü ìíîæåñòâó Γ(κ, g0) òàêèõ òî÷åê,
äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

δ2 = κ exp(g0(1 + ρ2)−1)− 1.

Íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì íåïóñòîòû ìíîæåñòâà Γ(κ, g0) ÿâëÿ-
åòñÿ âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà

κeg0 − 1 > 0. (9)

Âåëè÷èíà Ω äëÿ êàæäîé òî÷êè (δ, ρ2) ìíîæåñòâà Γ(κ, g0) îïðåäåëÿåòñÿ êàê
êîðåíü óðàâíåíèÿ

iδ + 1 =
√
κ exp

(
g0/2(1− iα)(1 + ρ2)−1 − iΩ

)
èç ïîëóèíòåðâàëà [0, 2π).

Âûïîëíåíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ.

Òåîðåìà 11. Ïóñòü âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (9). Òîãäà äëÿ êàæäîé òî÷êè

(δ0, ρ
2
0) ìíîæåñòâà Γ(κ, g0) è äëÿ êàæäîãî öåëîãî n ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî

ìàëûõ ε > 0 ñóùåñòâóåò ðåøåíèå (8) ñèñòåìû (7), ãäå R = Rn = ρ0 +εv(ε),
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Φ = Φn = δ0/ε+ θ+ Ω + 2πn+ εd(ε), G0 = g0(1 + (ρ0 + εv(ε))2)−1, à ôóíêöèè

v(ε) è d(ε) îãðàíè÷åíû ïðè ε→ 0.

Äëÿ èçó÷åíèÿ óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé áûë îñóùåñòâëåí ïåðåõîä ê áîëåå
ïðîñòîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è. Ðåøåíèå G = G0 âòîðîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (7)
áûëî ïðåäñòàâëåíî êàê ôóíêöèÿ îò |a|2:

G = g0(1 + |a|2)−1.

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè äàííîãî âûðàæåíèÿ â ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (7) ïî-
ëó÷èëîñü ñëåäóþùåå óðàâíåíèå íà ôóíêöèþ a:

εȧ+ a =
√
κ exp

(
g0(1− iα)

2(1 + |a(t− 1)|2)

)
a(t− 1)e−i∆/ε. (10)

Äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî öåëîãî n è òî÷êè (δ, ρ2) èç ìíîæåñòâà Γ(κ, g0)
ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε > 0 ó óðàâíåíèÿ (10) åñòü ðåøåíèå

a = (ρ+ εv(ε)) exp[i(δ/ε+ θ + Ω + 2πn+ εd(ε))t]. (11)

Áûëà ïîñòàâëåíà çàäà÷à íàéòè òàêèå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè (íåóñòîé÷èâîñòè),
÷òî äëÿ êàæäîãî öåëîãî n ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà
ε > 0 ðåøåíèÿ âèäà (11) óðàâíåíèÿ (10) ýêñïîíåíöèàëüíî îðáèòàëüíî óñòîé-
÷èâû (íåóñòîé÷èâû) â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå C[−1, 0].

Äëÿ ôîðìóëèðîâêè ðåçóëüòàòîâ îá óñòîé÷èâîñòè ââåäåì íåêîòîðûå îáî-
çíà÷åíèÿ. Ïóñòü ρ2

max = g0 ln−1(κ−1) − 1, w = κ exp(g0(1 + ρ2)−1), y =
g0ρ

2(1 + ρ2)−2,

q(z) =
(
16−8(2+αδ)y+2(2+3αδ+α2δ2)y2−(1+αδ)2y3+w(−4+8y−3y2)

)
z+

+4(1−y)(−2−w+(1+αδ)y)z2 +w(−2+y)2−2(4−2(1+αδ)y+(1+αδ)y2)+

+ 4w(−1 + y)2z3, 2(1 + ρ2)2δ2(1 + α2)− g0ρ
2(1 + αδ)2 < 0,

g0ρ
2(1 + ρ2)−2 < 2,

−1 < αδ < 4(1 + ρ2)2g−1
0 ρ−2 − 1,

(12)

[
2(1 + ρ2)2δ2(1 + α2)− g0ρ

2(1 + αδ)2 > 0,
g0ρ

2(1 + ρ2)−2 > 2.
(13)

Ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ îá óñòîé÷èâîñòè àâòîìîäåëüíûõ öèê-
ëîâ (11) óðàâíåíèÿ (10).

Òåîðåìà 12. Ïóñòü â òî÷êå (0, ρ2
max) êðèâîé Γ(κ, g0) âûïîëíåíî âòîðîå

íåðàâåíñòâî ñèñòåìû (12). Ïóñòü â òî÷êå (δ0, ρ
2
0) êðèâîé Γ(κ, g0) âûïîëíåíà

ñèñòåìà (12), à óðàâíåíèå q(z) = 0 íå èìååò êîðíåé íà îòðåçêå [−1, 1] äëÿ
âñåõ òî÷åê äóãè êðèâîé Γ(κ, g0), ñîåäèíÿþùåé òî÷êè (0, ρ2

max) è (δ0, ρ
2
0). Òî-

ãäà äëÿ êàæäîãî öåëîãî n ñóùåñòâóåò òàêîå ε0 > 0, ÷òî äëÿ âñåõ ε ∈ (0, ε0)
ðåøåíèå (11) óðàâíåíèÿ (10) ñ δ = δ0 è ρ

2 = ρ2
0 óñòîé÷èâî.
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Òåîðåìà 13. Ïóñòü â òî÷êå (δ0, ρ
2
0) êðèâîé Γ(κ, g0) âûïîëíåíà ñîâîêóïíîñòü

(13). Òîãäà äëÿ êàæäîãî öåëîãî n ñóùåñòâóåò òàêîå ε0 > 0, ÷òî äëÿ âñåõ

ε ∈ (0, ε0) ðåøåíèå (11) óðàâíåíèÿ (10) ñ δ = δ0 è ρ
2 = ρ2

0 íåóñòîé÷èâî.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî òî÷êà (δ0, ρ
2
0) ìíîæåñòâà Γ(κ, g0) ïðèíàäëåæèò îáëà-

ñòè óñòîé÷èâîñòè, åñëè âñå ðåøåíèÿ (11) óðàâíåíèÿ (10) c ρ2 = ρ2
0 è δ = δ0

óñòîé÷èâû ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε > 0.
Îòíîñèòåëüíî ðàñïîëîæåíèÿ îáëàñòåé óñòîé÷èâîñòè íà ìíîæåñòâå Γ(κ, g0)

ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû:
1. Äîêàçàíî, ÷òî ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ κ, α, g0 âñÿ êðèâàÿ

Γ(κ, g0) ïîëíîñòüþ óñòîé÷èâîé áûòü íå ìîæåò, íàéäåíû ïðèìåðû ïîëíîñòüþ
íåóñòîé÷èâûõ êðèâûõ Γ(κ, g0).

2. Â ñëó÷àå α = 0 ïîêàçàíî, ÷òî îáëàñòåé óñòîé÷èâîñòè íà êðèâîé Γ(κ, g0)
ìîæåò áûòü îò íóëÿ äî òðåõ âêëþ÷èòåëüíî. Àíàëèòè÷åñêè íàéäåíû ãðàíèöû
ïîäîáëàñòåé â îáëàñòè ïàðàìåòðîâ (g0, κ), â êàæäîé èç êîòîðûõ ñâîå ÷èñëî
îáëàñòåé óñòîé÷èâîñòè. Áîëåå òîãî, â êàæäîé èç äàííûõ ïîäîáëàñòåé íàéäåíû
êîîðäèíàòû (δ, ρ2) ãðàíèö îáëàñòåé óñòîé÷èâîñòè.

Â ïàðàãðàôå 2.2 ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé, ïðåäëîæåííàÿ
Ëýíãîì è Êîáàÿøè9

Ė = 1
2v(1 + iα)(y − 1)E + γ exp(iϕ)E(t− T ),

ẏ = q − y − y|E|2.

Çäåñü ïàðàìåòðû v, γ, q ïîëîæèòåëüíû, âåëè÷èíà α äåéñòâèòåëüíàÿ, ïàðà-
ìåòð ϕ ïðèíàäëåæèò ïîëóèíòåðâàëó [0, 2π).

Âî ìíîãèõ ðàáîòàõ èññëåäîâàëàñü äèíàìèêà ìîäåëè Ëýíãà-Êîáàÿøè äëÿ
ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà çàïàçäûâàíèÿ. Â ÷àñòíîñòè, áûëè îá-
íàðóæåíû ðàçëè÷íûå ñöåíàðèè ïåðåõîäà ê õàîñó10,11,12, íàéäåí ÷èñëåííûé
ïðèìåð ñîñóùåñòâîâàíèÿ áîëåå äåñÿòè àòòðàêòîðîâ (öèêëîâ è òîðîâ)13.

Íèæå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïàðàìåòð T ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèì:
T � 1. Ïîñëå ïåðåíîðìèðîâêè âðåìåíè t → Tt è çàìåíû ε = 1/T , ñèñòå-
ìà óðàâíåíèé Ëýíãà-Êîáàÿøè ïðèíèìàåò âèä

εĖ = 1
2v(1 + iα)(y − 1)E + γ exp(iϕ)E(t− 1),

εẏ = q − y − y|E|2. (14)

9Lang, R. External optical feedback e�ects on semiconductor injection laser properties / R. Lang, K.

Kobayashi // Quantum Electronics. � 1980. � V. 16, No. 3. � P. 347�355.
10Mork, J. Chaos in semiconductor lasers with optical feedback: theory and experiment / J. Mork, B.

Tromborg, J. Mark // J. Quant. Electr. � 1992. � V. 28. � P. 93�108.
11Ye, J. Period-doubling route to chaos in a semiconductor laser with weak optical feedback / J. Ye, H. Li,

J.G. McInerney // Physical Review A. � 1993. � V. 47, No. 3. � P. 2249�2252.
12Fischer, I. High-dimensional chaotic dynamics of an external cavity semiconductor laser / I. Fischer, O.

Hess, W. Els�asser, E. G�obel // Phys. Rev. Lett. � 1994. � V. 73. � P. 2188�2191.
13Masoller, C. Stability and dynamical properties of the coexisting attractors of an external-cavity

semiconductor laser / C. Masoller, N.B. Abraham // Phys. Rev. A. � 1998. � V. 57. � P. 1313�1322.
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Ðåøàåòñÿ çàäà÷à î ñóùåñòâîâàíèè ñåìåéñòâà íåïðåðûâíûõ âîëí, òî åñòü
ðåøåíèé âèäà

E = R exp(i∆t), y = Y. (15)

Çäåñü ïîëîæèòåëüíûå ïàðàìåòðû R è Y íå çàâèñÿò îò âðåìåíè, à ∆ � äåé-
ñòâèòåëüíàÿ êîíñòàíòà.

Êàê è â ïàðàãðàôàõ 1.2 è 2.1, âåëè÷èíû R è ∆ èñêàëèñü â âèäå

R = Rn = ρ+ εw(ε), ∆ = ∆n = δ/ε+ θ + Ω + 2πn+ εd(ε).

Çäåñü ρ � ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà, δ � äåéñòâèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, Ω �
ïîñòîÿííàÿ èç ïîëóèíòåðâàëà [0, 2π), n � öåëîå ÷èñëî, à w = w(ε) è d = d(ε)
äåéñòâèòåëüíûå, îãðàíè÷åííûå ïðè ε → 0 ôóíêöèè. Ôóíêöèÿ θ = θ(ε, δ)
ïðèíèìàåò òàêîå çíà÷åíèå èç ïîëóèíòåðâàëà [0, 2π), ÷òî âûðàæåíèå δ/ε + θ
äåëèòñÿ íàöåëî íà 2π.

Óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ñåìåéñòâà íåïðåðûâíûõ âîëí ñîñòîèò â òîì, ÷òî
òî÷êè (δ, (1 + ρ2)−1) äîëæíû ïðèíàäëåæàòü ìíîæåñòâó I(v, α, q, γ). Çäåñü
I(v, α, q, γ) � ìíîæåñòâî òî÷åê (δ, (1 + ρ2)−1), òàêèõ, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ðà-
âåíñòâî

(δ − 1/2vα(q(1 + ρ2)−1 − 1))2 + 1/4v2(q(1 + ρ2)−1 − 1)2 = γ2.

Íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì íåïóñòîòû äàííîãî ìíîæåñòâà ÿâëÿ-
åòñÿ âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà

v − 2γ < qv. (16)

Âåëè÷èíà Ω äëÿ êàæäîé òî÷êè ìíîæåñòâà I(v, α, q, γ) îïðåäåëÿåòñÿ êàê êî-
ðåíü óðàâíåíèÿ

i(δ − 1/2vα(q(1 + ρ2)−1 − 1))− 1/2v(q(1 + ρ2)−1 − 1) = γ exp(i(ϕ− Ω))

èç ïîëóèíòåðâàëà [0, 2π).
Âûïîëíåíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ.

Òåîðåìà 15. Ïóñòü âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (16). Òîãäà äëÿ êàæäîãî öå-

ëîãî çíà÷åíèÿ n è êàæäîé òî÷êè (δ0, (1 + ρ2
0)
−1), ïðèíàäëåæàùåé êðèâîé

I(v, α, q, γ), êðîìå, âîçìîæíî, äâóõ äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε > 0 ñó-

ùåñòâóåò ðåøåíèå (15) ñèñòåìû (14), ãäå R = Rn = ρ0 + εw(ε), ∆ = ∆n =
δ0/ε+ θ+ Ω + 2πn+ εd(ε), Y = q(1 + (ρ0 + εw(ε))2)−1, à ôóíêöèè w(ε) è d(ε)
îãðàíè÷åíû ïðè ε→ 0.

Ïðè èçó÷åíèè óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî âûðàæåíèå
cos(ϕ − Ω) + α sin(ϕ − Ω) 6= 0. Ýòî äîñòàòî÷íî îáùåå ïðåäïîëîæåíèå, ïî-
ñêîëüêó îíî íàðóøàåòñÿ íå áîëåå, ÷åì â äâóõ òî÷êàõ ìíîæåñòâà I(v, α, q, γ).
Áûë îñóùåñòâëåí ïåðåõîä ê áîëåå ïðîñòîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è. Ðåøåíèå y = Y
âòîðîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (14) áûëî ïðåäñòàâëåíî êàê ôóíêöèÿ îò |E|:

y = q(1 + |E|2)−1
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è ïîäñòàâëåíî â ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (14). Ïîëó÷èëîñü ñëåäóþùåå óðàâ-
íåíèå íà ôóíêöèþ E:

εĖ = 1/2v(1 + iα)(q(1 + |E|2)−1 − 1)E + γ exp(iϕ)E(t− 1). (17)

Äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî öåëîãî n è êàæäîé òî÷êè (δ, (1 + ρ2)−1), ïðè-
íàäëåæàùåé êðèâîé I(v, α, q, γ), êðîìå, âîçìîæíî, äâóõ ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî
ìàëûõ ε > 0 ó óðàâíåíèÿ (17) åñòü ðåøåíèå

E = (ρ+ εw(ε)) exp[i(δ/ε+ θ + Ω + 2πn+ εd(ε))t]. (18)

Áûëà ïîñòàâëåíà çàäà÷à íàéòè òàêèå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè (íåóñòîé÷èâîñòè),
÷òîáû äëÿ êàæäîãî öåëîãî n ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε > 0 ðåøåíèå (18)
óðàâíåíèÿ (17) áûëî ýêñïîíåíöèàëüíî îðáèòàëüíî óñòîé÷èâûì (íåóñòîé÷è-
âûì) â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå C[−1, 0].

Äëÿ ôîðìóëèðîâêè ðåçóëüòàòîâ îá óñòîé÷èâîñòè ââåäåì íåêîòîðûå îáî-
çíà÷åíèÿ. Ïóñòü (1 + ρ2

low)−1 = (v − 2γ)/(vq), δlow = 1/2vα(q(1 + ρ2
low)−1 − 1),

ψ = ϕ− Ω,

H(x) = γ3x3 − γ2(γ + 4u cosψ + 2γ cos2 ψ + 2αu sinψ)x2 + γ(−γ2 + 2u2+

+ 4γu cosψ + 4γ2 cos2 ψ + 3u2 cos2 ψ + 4γu cos3 ψ + 4αu2 cosψ sinψ+

+ 4αγu cos2 ψ sinψ + α2u2 sin2 ψ)x+ 2αγ2u sinψ − 2u3 cosψ − 2γ3 cos2 ψ−
− 5γu2 cos2 ψ − 4γ2u cos3 ψ + γ3 − 2αu3 sinψ − 4αγu2 cosψ sinψ−

− 4αγ2u cos2 ψ sinψ + α2γu2 sin2 ψ,
cos(ϕ− Ω) + α sin(ϕ− Ω) > 0,
1/2vqρ2(1 + ρ2)−2 + 2γ cos(ϕ− Ω) > 0,
qvρ2

2(1 + ρ2)2
− γ(1 + α2) sin2(ϕ− Ω)

cos(ϕ− Ω) + α sin(ϕ− Ω)
> 0,

(19)


cos(ϕ− Ω) + α sin(ϕ− Ω) < 0,
1/2vqρ2(1 + ρ2)−2 + γ cos(ϕ− Ω) < 0,
vqρ2

2(1 + ρ2)2
− γ(1 + α2) sin2(ϕ− Ω)

cos(ϕ− Ω) + α sin(ϕ− Ω)
< 0.

(20)

Îòíîñèòåëüíî óñòîé÷èâîñòè àâòîìîäåëüíûõ öèêëîâ (18) óðàâíåíèÿ (17)
ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû.

Òåîðåìà 16. Ïóñòü 0 < v − 2γ < qv. Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîé òî÷êè

(δ0, (1+ρ2
0)
−1) ìíîæåñòâà I(v, α, q, γ) âûïîëíåíà ñèñòåìà íåðàâåíñòâ (19), à

óðàâíåíèå H(x) = 0 íå èìååò êîðíåé íè ïðè êàêîì çíà÷åíèè x èç [−1, 1] äëÿ
âñåõ òî÷åê êðàò÷àéøåé äóãè I(v, α, q, γ), ñîåäèíÿþùåé òî÷êè (δ0, (1+ρ2

0)
−1)

è (δlow, (1 + ρ2
low)−1). Òîãäà äëÿ êàæäîãî öåëîãî n ñóùåñòâóåò òàêîå ε0 > 0,

÷òî ïðè âñåõ ε ∈ (0, ε0) ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (17) âèäà (18) ñ δ = δ0 è ρ
2 = ρ2

0

óñòîé÷èâî.
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Òåîðåìà 17. Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîé òî÷êè (δ0, (1 + ρ2
0)
−1) ìíîæåñòâà

I(v, α, q, γ) âûïîëíÿåòñÿ ñîâîêóïíîñòü (20). Òîãäà äëÿ êàæäîãî öåëîãî n ñó-

ùåñòâóåò òàêîå ε0 > 0, ÷òî ïðè âñåõ ε ∈ (0, ε0) ðåøåíèå (18) óðàâíåíèÿ
(17) ñ δ = δ0 è ρ

2 = ρ2
0 íåóñòîé÷èâî.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî òî÷êà (δ0, (1 + ρ2
0)
−1) ìíîæåñòâà I(v, α, q, γ) ïðèíàä-

ëåæèò îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè, åñëè âñå ðåøåíèÿ (18) óðàâíåíèÿ (17) c ρ2 = ρ2
0

è δ = δ0 óñòîé÷èâû ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε > 0.

Òåîðåìà 18. Ïóñòü v < 2γ. Òîãäà ðåøåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå ëþáîé

òî÷êå ìíîæåñòâà I(v, 0, q, γ), ÿâëÿþòñÿ íåóñòîé÷èâûìè. Ïóñòü 0 < v −
2γ < qv. Òîãäà íà ìíîæåñòâå I(v, 0, q, γ) ðàñïîëîæåíà îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü

óñòîé÷èâîñòè è îäíà èëè äâå îáëàñòè íåóñòîé÷èâîñòè. Ïóñòü v−2γ > qv.
Òîãäà ìíîæåñòâî I(v, 0, q, γ) ïóñòî.

Â çàêëþ÷åíèè ôîðìóëèðóþòñÿ âûâîäû, ïðåäëàãàþòñÿ íàïðàâëåíèÿ äëÿ
äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé.
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