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Введение

§ 0.1. Основные определения и обозначения

В диссертации рассматриваются комбинаторные структуры в q-ичных гиперкубах с

метрикой Хэмминга. Под комбинаторной структурой мы понимаем такое подмноже-

ство гиперкуба или дискретную функцию, на которой достигается максимум неко-

торой характеристики, такой как, например, мощность подмножества при сохра-

нении метрической однородности. Хорошим примером такой структуры служат 1-

совершенные коды, которые достигают границы Хэмминга плотной упаковки шаров

и вследствие этого метрически однородно заполняют гиперкуб. Программа исследо-

ваний комбинаторных объектов как правило состоит из следующих этапов: определе-

ние множества параметров, при которых возможно существование конкретной ком-

бинаторной структуры; оценка количества различных структур при фиксированных

параметрах; нахождение свойств, всегда присущих комбинаторным объектам это-

го типа; построение комбинаторных конфигураций с некоторыми дополнительными

свойствами; конструктивное описание множества структур при некоторых парамет-

рах. Перейдём к определению основных объектов исследования.

Пусть Qq — конечное множество из q элементов. Без ограничения общности будем

полагать, что Qq = {0, 1, . . . , q − 1}. Множество Qn
q , состоящее из наборов длины
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n, называется q-ичным n-мерным гиперкубом. Множество позиций в наборах или

номеров координат в гиперкубе будем обозначать через [n] = {1, . . . , n}.
Расстоянием Хэмминга d(x, y) между наборами x, y ∈ Qn

q называется число по-

зиций, в которых наборы x и y различаются.

Графом минимальных расстояний дискретного метрического пространства (X, d)

называется граф ΓX, вершинами которого являются точки множества X и каждая

пара точек на минимальном ненулевом расстоянии соединена ребром. В частности, в

графе ΓQn
k ребром соединены вершины, находящиеся на расстоянии Хэмминга рав-

ном 1. Граф ΓQn
k нередко называют графом Хэмминга. Через ΓB будем обозначать

подграф порождённый множеством B ⊆ Qn
q . Множество B ⊆ Qn

q будем называть

двудольным, связным или гамильтоновым, если таков граф ΓB.

Шаром радиуса ρ с центром в вершине x ∈ Qn
q называется множество Bρ(x) =

{y ∈ Qn
q | d(x, y) ≤ ρ}.

Кодом называется произвольное подмножество C ⊆ Qn
q , кодовым расстоянием

минимальное расстояние между двумя различными вершинами кода.

t-Совершенным (исправляющим t ошибок) кодом в гиперкубе Qn
q называется та-

кое множество C ⊂ Qn
q , что для любого x ∈ Qn

q найдётся ровно один y ∈ C такой, что

d(x, y) ≤ t, т.е. шары радиуса t центрами в кодовых вершинах образуют разбиение

гиперкуба Qn
q . Очевидно кодовое расстояние t-совершенного кода равняется 2t + 1.

Гранью размерности m называется подмножество гиперкуба Qn
q , состоящее из

вершин с одинаковыми фиксированными значениями в некоторых n−m координатах.

Например, множество

{(x1, . . . , xi1−1, a1, xi1+1, . . . , an−m, xim+1, . . . , xn) | x1, . . . , xn ∈ Qq},

где значения a1, . . . , an−m ∈ Qq фиксированы, является гранью размерности m. Пусть

Qq∗ = Qq ∪ {∗}. Множество граней гиперкуба Qn
q взаимно однозначно соответствует

словам из Qn
q∗. А именно, каждой m-мерной грани соответствует слово, содержащее m

символов ∗ на тех позициях, которые не зафиксированы у наборов, лежащих в этой

грани. Одномерные грани гиперкуба будем называть линиями , а (n − 1)-мерные

слоями.
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Паросочетанием в графе называется набор непересекащихся по вершинам рё-

бер графа. Рёбрам графа ΓQn
2 соответствуют (линии ) в Qn

2 , т. е. паросочетанием в

булевом (двоичном) гиперкубе является набором непересекающихся линий. Линии

в q-ичном гиперкубе оказываются максимальными кликами в графе ΓQn
q , поэтому

набор непересекающихся линий в q-ичном гиперкубе называется кликосочетанием.

Паросочетание или кликосочетание называются совершенными, если покрывают все

вершины гиперкуба.

Гамильтоновым циклом в графе называется путь, однократно проходящий через

все вершины графа.

Ретрактом (сечением) множества M ⊂ Qn
q называется множество

M(a1, . . . , am, i1, . . . , im), полученное фиксацией одной или нескольких координат

M(a1, . . . , am, i1, . . . , im) = {(x1, . . . , xn−m) |
(x1, . . . , xi1−1, a1, xi1 , . . . , am, xim , . . . , xn−m) ∈ M}.

Проекцией множества M ⊂ Qn
q называется множество M ′(i1, . . . , im) наборов, по-

лученных вычёркиванием координат из наборов, принадлежащих множеству M

M ′(i1, . . . , im) = {(x1, . . . , xn−m) |
∃(a1, . . . , am), (x1, . . . , xi1−1, a1, xi1 , . . . , am, xim , . . . , xn−m) ∈ M}.

Множество C ⊂ Qn
q называется МДР-кодом с (кодовым) расстоянием ρ, если

|C ∩ Γ| = 1 для каждой грани Γ размерности ρ− 1.

Подмножество M ⊆ Qn
q называется t-кратным МДР-кодом с расстоянием ρ, если

оно пересекается с каждой гранью гиперкуба размерности ρ−1 ровно по t элементам

(|M∩Γ| = t). Двукратные МДР-коды с расстоянием 2 будем называть 2-МДР-кодами.

Функция f : Qn
q → {0, . . . , k − 1} называется корреляционно-иммунной поряд-

ка n − m, если для любого a ∈ {0, . . . , k − 1} величина |f−1(a) ∩ Γ| не зависит от

выбора m-мерной грани Γ. Обозначим через cor(f) максимальный порядок иммун-

ности функции f . Если C есть МДР-код (возможно кратный) с расстоянием ρ, то

cor(χC) = n− ρ + 1, где χC — характеристическая функция множества C.

Функция f : Qn
q → Qq называется n-арной квазигруппой порядка q (мультиарной

квазигруппой), если она обратима по каждой своей переменной, т. е. отображение,

полученное из f произвольной фиксацией всех переменных кроме одной (одномер-
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ный ретракт) является биекцией. Для мультиарных квазигрупп конечного порядка

условие обратимости эквивалентно следующему: для любых x, y ∈ Qn
q из d(x, y) = 1

следует, что f(x) 6= f(y).

Таблица значений n-арной квазигруппы называется латинским n-кубом (гипер-

кубом), при n = 2 — латинским квадратом. Например,

0 1 2 3

1 0 3 2

2 3 1 0

3 2 0 1

Нетрудно видеть, что функция f : Qn
q → Qq является n-арной квазигруппой тогда

и только тогда, когда её график M〈f〉 = {(x, f(x)) | x ∈ Qn
q } является МДР-кодом с

расстоянием 2.

Ретрактом функции f : Qn
q → Qq называется функция f ′ : Qm

q → Qq, полученная

из f фиксацией нескольких переменных1.

Совершенной раскраской гиперкуба Qn
q в k цветов называется отображение Col :

Qn
q → {0, 1, . . . , k−1}, удовлетворяющее следующему условию: мощность пересечения

|Col−1(i) ∩B1(x)| зависит только от цветов i и Col(x), но не от вершины x ∈ Qn
q .

Каждой совершенной раскраске соответствует матрица параметров P = {pij}, где
pij — число вершин цвета j в сфере радиуса 1 с центром в вершине цвета i.

В дальнейшем рассматриваются только раскраски в два цвета (2-раскраски). В

двуцветном {0, 1} случае функция Col является булевозначной и Col = χC , где C —

множество вершин цвета 1.

В частности, характеристические функции 1-совершенного кода и МДР-кода с

расстоянием 2 в гиперкубе Qn
q являются совершенными раскрасками c матрицами

параметров P1 =


 0 (q − 1)n

1 (q − 1)n− 1


 и P2 =


 0 (q − 1)n

n (q − 2)n


 соответственно.

Изотопией гиперкуба называется преобразование x 7→ τx, где x = (x1, . . . , xn) ∈
Qn

q , τx = (τ1x1, . . . , τnxn), τi ∈ Sq — перестановки на множестве Qq, i ∈ [n]. Парастро-

фией гиперкуба называется преобразование x 7→ xε, где xε = (xε1, . . . , xεn), ε ∈ Sn —

1 Ретрактом n-арной квазигруппы f принято называть мультиарные квазигруппы, графики ко-

торых являются ретрактами множества M〈f〉.
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перестановка координат. Введём обозначения Aε = {xε | x ∈ A},
τA = {τx | x ∈ A}. Определим группу автотопий Ist(A) = {τ | τA = A} и груп-

пу парастрофий Prs(A) = {ε | Aε = A}, переводящих множество A ⊆ Qn
q в себя.

Известно (см. [41]), что группа изометрий гиперкуба Qn
q представима в виде полу-

прямого произведения Ist(Qn
q ) i Prs(Qn

q ). Подгруппу группы изометрий гиперкуба,

переводящую множество A ⊆ Qn
q в себя обозначим Aut(A).

Множества A,B ⊆ Qn
q называются изотопными, если они переводятся друг в

друга изотопией, и эквивалентными, если они переводятся друг в друга изометрией

гиперкуба Qn
q . Мультиарные квазигруппы называются изотопными (эквивалентны-

ми), если изотопны (эквивалентны) их графики.

Множество A ⊆ Qn
q называется транзитивным, если группа изометрий Aut(A)

действует транзитивно на A, т. е. для любых двух вершин x, y из A найдутся парас-

трофия ε ∈ Prs(Qn
q ) и изотопия τ ∈ Ist(Qn

q ) такие, что τy = xε и τA = Aε. Множество

A ⊆ Qn
q называется изотопно транзитивным, если группа Ist(A) действует транзи-

тивно на A.

§ 0.2. Цели исследования

Основной целью исследований, в рамках которых подготовлена диссертация, явля-

ется конструктивное описание известных комбинаторных объектов: латинских ги-

перкубов, совершенных кодов, корреляционно-иммунных функций, гамильтоновых

циклов в булевом кубе.

Конструктивная классификация должна обеспечивать не только перечисление

объектов классифицируемого типа, но и возможность проверки наличия естествен-

ным образом определённых свойств для конкретной комбинаторной конфигурации.

Исследования по классификации перечисленых выше комбинаторных объектов дале-

ки от завершения, но на основе уже полученных результатов (конструктивное описа-

ние n-арных квазигрупп порядка 4) удалось доказать некоторые свойства латинских

гиперкубов и совершенных кодов, а также построить серии этих объектов с допол-

нительными свойствами, в частности, транзитивных.
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Обнаружение комбинаторных объектов с трудносочетаемыми свойствами всегда

являлось одной из приоритетных задач комбинаторики. Построение комбинаторных

объектов новых типов, как правило удовлетворяющих некоторому набору экстре-

мальных свойств, которые ранее не удавалось совместить, также может рассматри-

ваться как цель данной диссертации. Полученные здесь результаты ограничивают-

ся конструкциями блок-схем (дизайнов) с новыми параметрами и нерасщепляемых

МДР-кодов.

§ 0.3. Исторический обзор

С точки зрения теории дискретных функций n-арные квазигруппы конечного по-

рядка представляют собой замкнутый (относительно операций суперпозиции и взя-

тия ретракта) класс дискретных функций, с точки зрения алгебры — класс алгеб-

раических систем с n-арной операцией, содержащий при n = 2 конечные группы.

В комбинаторике начало изучению эквивалентных n-арным квазигруппам объек-

тов — латинских квадратов и гиперкубов было положено Л.Эйлером. Дифференци-

руемые n-арные квазигруппы (n-ткани) над полями вещественных и комплексных

чисел рассматриваются в непрерывной математике как класс отображений, состо-

ящий из функций n переменных, обратимых по каждой переменной (см., напри-

мер, [17]). Важность специального изучения такого естественного комбинаторно-

алгебраического объекта как n-арные квазигруппы подчёркивалась А.Г.Курошем в

сборнике лекций по общей алгебре [37]. Значительный вклад в изучение n-арных

квазигрупп в 70–80 годах прошлого столетия внесла научная школа В.Д.Белоусова

[4].

В настоящее время возрождению интереса к n-арным квазигруппам способствует

их связь с помехоустойчивыми кодами и корреляционно-имунными функциями, что

обеспечивает возможность приложения результатов исследований в теории кодиро-

вания [171], [31], [26], [127] и криптографии [14], [15], [66], [177].

В настоящей работе n-арные квазигруппы конечного порядка рассматриваются

преимущественно с комбинаторной точки зрения. Это означает, что преимуществен-
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но рассматриваются те свойства n-арных квазигрупп, которые инвариантны отно-

сительно естественных преобразований изотопии (перестановка в области задания

аргумента функции) и парастрофии (перестановки аргументов). Эти преобразова-

ния сохраняют комбинаторные свойства функций, но могут изменить алгебраические

(например, ассоциативность).

Мультиарные квазигруппы, представимые в виде бесповторной суперпозиции муль-

тиарных квазигрупп от меньшего числа аргументов, называются разделимыми (при-

водимыми). Вопрос о представимости функции суперпозицией функций от меньшего

числа переменных имеет важное значение как в непрерывной (13-я проблема Гиль-

берта), так и в дискретной (классы Поста) математике. Естественный вопрос о суще-

ствовании неразделимых n-арных квазигрупп известен как одна из проблем В.Д. Бе-

лоусова [4]. Частичное решение (для некоторых порядков или для более узкого опре-

деления понятия суперпозиции) этой проблемы содержится в работах В.Д.Белоусова

и М.Д.Сандика [5], Б.Р.Френкина [70], В.В.Борисенко [6], М.М.Глухова [12], [13],

М.А.Акивиса и В.В.Гольдберга [78]. В [148] проблема Белоусова была решена пол-

ностью, а именно, были построены неразделимые n-арные квазигруппы для любого

порядка q > 3 и n > 2.

Другим важным направлением в изучении мультиарных квазигрупп является об-

наружение связей между разделимостью n-арной квазигруппы и её ретрактов. По-

дробное исследование этого вопроса имеется в статьях [36], [145], [147], [154]. Ис-

следование связей между приводимостью (представимостью в виде суперпозиции

с учётом порядка переменных) n-арных квазигрупп и их ретрактов опубликовал

Т.Заславски [192], [191]. В целом, при рассмотрении представимости n-арных ква-

зигрупп в виде бесповторной суперпозиции крайне полезным фактом является ка-

ноническое разложения мультиарной квазигруппы в суперпозицию. Существование

и единственность (в определенном смысле, см. § 1.2) такого представления было до-

казано А.В.Черёмушкиным [73]. Стоит отметить, что подобные представления воз-

можны для значительно более широкого класса функций, чем n-арные квазигруппы

(см. [184], [74]).

Представимость функций из некоторого класса в виде суперпозиции функций
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от меньшего числа переменных позволяет рекуррентно описывать этот класс функ-

ций, на каждом шаге увеличивая на единицу число переменных. Как указано выше,

начиная с порядка 4, такое описание класса мультиарных квазигрупп невозможно.

Имеется множество исследований по классификации n-арных квазигрупп порядка q

(латинских гиперкубов) для малых n и q с помощью компьютера [165], [133], [27],

[29] [131], [183], [161], [162], [130]. В частности, в работе Б.Мак-Кэя и Я.Уонлеса [163]

найдено число латинских n-мерных кубов порядка 5 до n = 4 и порядка 6 до n = 3,

причем подсчитано также число классов эквивалентности латинских гиперкубов при

тех же параметрах. Продвинуться в существенно большие размерности при помощи

переборных алгоритмов не представляется возможным, так как число объектов рас-

тет дважды экспоненциально по n. При фиксированной размерности и растущем

порядке верхняя асимптотическая оценка числа мультиарных квазигрупп получена

Л.Линиалом и З.Лурией [160]. При фиксированном порядке и растущей размерности

верхняя и нижняя асимптотические оценки числа мультиарных квазигрупп имеют-

ся в [55]. Наиболее важным результатом в области теоретического описания муль-

тиарных квазигрупп является конструктивная классификация n-арных квазигрупп

порядка 4 [150] и нахождение рекурретной формулы для их числа [55].

Из классической теоремы Кёнига — Холла [72], [141], [121] следует, что любой

латинский прямоугольник n×m можно продолжить до латинского квадрата n× n.

Однако были обнаружены латинские параллелепипеды, которые невозможно про-

должить до латинских кубов [115], [129], [138]. К настоящему времени построены

примеры непродолжаемых латинских параллелепипедов всех порядков, начиная с

порядка 5. Наиболее широкое множество параметров непродолжаемых латинских

параллелепипедов найдено в работах Д.Брайанта с соавторами [93] и М.Кохола [140].

С другой стороны, доказано, что латинские параллелепипеды вида 4 × · · · × 4 ×m

всегда продолжаемы до латинского гиперкуба порядка 4 (см. [51]).

Как было указано выше, график мультиарной квазигруппы является МДР-кодом

с кодовым расстоянием 2. Теория разделимых кодов с максимальным расстояни-

ем (МДР-коды) в классической монографии Ф.Дж.Мак-Вильямс и Н.Дж.А.Слоэна

«Теория кодов, исправляющих ошибки» [40] названа "одним из самых удивительных
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разделов во всей теории кодирования". Линейные МДР-коды, в частности, класс

циклических МДР-кодов, известных как коды Рида — Соломона, широко применя-

ются для передачи сообщений по каналам связи с помехами. Центральной матема-

тической задачей при исследовании классов кодов является определение возможных

параметров: длины кода, мощности кода и кодового расстояния. С.Болом [84], [85]

доказано, что за исключением расстояний 2 и n линейный q-ичный МДР-код не мо-

жет иметь длину, большую чем q + 1 (или q + 2, если q - степень двойки). Линейные

МДР-коды, достигающие этой границы, были известны ранее (см. [40]). Построение

нелинейных МДР-кодов представляет значительный интерес, например, в связи с

возможными приложениями в криптографии. Здесь следует отметить работы по ре-

курсивным МДР-кодам А.А.Нечаева с соавторами [18], [19], в которых предлагается

оригинальный подход к построению нелинейных МДР-кодов с большими расстояни-

ями, и обзор М.М.Глухова [15], в котором описаны методы построения МДР-кодов

на основе теории групп.

Нелинейные МДР-коды с любыми кодовыми расстояниями могут бы представ-

лены системой ортогональных мультиарных квазигрупп (ортогональных латинских

гиперкубов). Впервые ортогональные латинские квадраты (греко-латинские квадра-

ты) были рассмотрены Л.Эйлером. Проблема существования систем ортогональных

латинских квадратов (порядков, не равных степени простого числа) является одной

из центральных в комбинаторике (см. монографии [105], [126]). В [108] представлен

обзор результатов по ортогональным системам функций. Связи теории систем орто-

гональных квадратов с такими комбинаторными объектами как ортогональные мас-

сивы и конечные геометрии рассмотрены, например, в учебнике Ю.В.Таранникова

[64]. Системы ортогональных латинских кубов применяются в теории оптимизации,

например, при рассмотрении многоиндексной задачи выбора (см. [23]).

Другим направлением применения n-арных квазигрупп в теории кодирования

являются совершенные раскраски гиперкубов и, в частности, 1-совершенные коды.

Понятие совершенной раскраски графа неоднократно возникало в комбинаторике

под разными названиями. Эквивалентные совершенной раскраске понятия (partition

design, equitable partition, дистрибутивная раскраска) определяются в работах клас-
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сиков комбинаторики: П.Дельсарта с соавторами [99], С.Д.Годсила [117], В.Г.Визинга

[10]. B [63] совершенные 2-раскраски в булевом гиперкубе называются (c0, c1)-регу-

лярными функциями. Наиболее полное описание множеств параметров, при которых

существуют или не существуют раскраски булева гиперкуба в два цвета, получено

Д.Г.Фон-Дер-Флаасcом ([68], [69], [113]). Известным частным случаем совершенных

раскрасок в несколько цветов являются полностью регулярные коды, определённые

П.Дельсартом [104], серия работ на эту тему опубликована В.А.Зиновьевым с соав-

торами (см., например, [28]). В свою очередь частным случаем полностью регуляр-

ных кодов являются совершенные коды. Характеристическая функция совершенно-

го кода, исправляющего одну ошибку (1-совершенного кода или совершенного кода

с расстоянием 3), является совершенной 2-раскраской q-ичного гиперкуба. Известны

конструкции В.А.Зиновьева [25], К.Т.Фелпса [171], О.Хедена и Д.С.Кротова [127],

позволяющие строить 1-совершенные коды из МДР-кодов с расстоянием 2 (графи-

ков мультиарных квазигрупп). В [50] конструкция Зиновьева — Фелпса обобщена для

построения совершенных раскрасок в булевом кубе с другими параметрами. Число

совершенных раскрасок булева гиперкуба в два цвета оценивается в [11] и [50].

В 1973 году В.А.Зиновьев, В.К.Леонтьев [24] и А.Тиетвайнен [188] полностью

описали все возможные параметры совершенных кодов в q-ичных гиперкубах, если

q = ps — степень простого. Оказалось, что за исключением кодов Голея2 [118] d-

совершенные коды в Qn
q (0 < d < n) существуют только при d = 1 и все эти коды

имеют параметры линейных кодов Хэмминга. В 1962 году Ю.Л.Васильев [8] пред-

ложил плодовитую конструкцию нелинейных 1-совершенных кодов. Возникла про-

блема классификации таких кодов. В последние годы получено несколько важных

результатов в направлении описания 1-совершенных кодов. В частности, перечисле-

ны все совершенные коды длины 15 ([167], [168]), что обеспечивает достаточную базу

для контрпримеров к старым гипотезам и формулировки новых предположений о 1-

совершенных кодах произвольной длины. Д.С.Кротов ([151], [155], [153]) продолжил

эти исследования и, используя методы развитые для описания совершенных раскра-

2Коды Голея являются линейными кодами с параметрами q = 3, d = 2, n = 11; q = 2, d = 2,

n = 23.
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сок, получил перечисление оптимальных кодов (с расстоянием 3) длины меньшей чем

15. Наилучшие на сегодня асимптотические нижние оценки числа 1-совершенных

двоичных и q-ичных кодов получены в работах С.В.Августиновича и Д.С.Кротова

([149]) и, соответственно, О.Хедена и Д.С.Кротова [127]. Обе оценки получены кон-

структивно, причём во втором случае конструкция явным образом основывается на

МДР-кодах и нижних оценках числа МДР-кодов из [55]. Имеющиеся нижние оценки

числа совершенных кодов весьма далеки от верхних (см. [1], [59]), что свидетельству-

ет о том, что описание всех 1-совершенных кодов ещё далеко до завершения. В связи с

этим представляется весьма актуальным описание некоторых классов совершенных

кодов, в частности, в работе С.В.Августиновича, О.Хедена и Ф.И.Соловьёвой [80],

предложено описание совершенных кодов малого (не более чем на 2 превышающе-

го ранг линейного 1-совершенного кода той же длины) ранга посредством 4-ичных

МДР-кодов. Этот результат в объединении с конструктивным описанием 4-ичных

МДР-кодов [150] позволяет получить характеризацию таких 1-совершенных кодов.

Что в свою очередь позволяет решить вопросы о принадлежности этих кодов свит-

чинговому классу кода Хэмминга ([35]) и о транзитивности кодов из этого класса

([48]).

Транзитивные коды так же как и линейные коды обладают свойством алгебраиче-

ской однородности, что позволяет строить эффективные алгоритмы их кодирования

и декодирования. При исследовании симметрий (групп автоморфизмов) мультиар-

ных квазигрупп удобнее рассматривать представление мультиарной квазигруппы в

виде её графика — МДР-кода, как более симметричное (без выделенной координаты

— значения функции). Среди транзитивных кодов наиболее известны Z4-линейные.

Особенно интересна возможность построения транзитивных кодов с параметрами,

для которых не существует линейных кодов. Интерес к Z4-линейным кодам был вы-

зван пионерскими работами [124], [43] и сохраняется до настоящего времени. Пол-

ное описание всех Z4-линейных кодов Адамара ([144]) и 1-совершенных кодов ([32])

было сделано Д.С.Кротовым. Транзитивные коды, на множестве вершин которых

возможно задание групповой операции, являющейся изометрией гиперкуба, называ-

ются предлинейными (properlinear). Транзитивные и предлинейные 1-совершенные
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коды исследованы в цикле работ Ф.И.Соловьёвой с соавторами ([61], [88], [89], [120]).

Коды, на которых транзитивно действует группа автотопий, называются изотопно

транзитивными. При q = 2 понятие изотопной тразитивности совпадает с понятием

аффинности множества. Для луп изотопная транзитивность эквивалентна свойству

быть G-лупой (см. [156]). В [189] показано, что при простом порядке q любая G-лупа

является группой (циклической), в [158] аналогичный результат был получен для

q = 3p, где p > 3 — простое. С другой стороны в [119] показано, что для любого

непростого порядка q, за возможным исключением случая, когда в разложении чис-

ла q на простые отсутствует 2 и кратные сомножители, имеются G-лупы порядка q,

не эквивалентные группам. Семейство изотопно транзитивных МДР-кодов порядка

4 почти экспоненциальной мощности (при растущей длине кода) построено в [48].

В [156] изотопно транзитивные МДР-коды порядка 4 конструктивно описаны и по-

строены семейства изотопно транзитивных МДР-кодов сверхэкспоненциальной мощ-

ности для порядков, делящихся на квадрат простого числа. В [?] утверждается, что

МДР-коды порядка 4 любой размерности имеют нетривиальную группу автотопий,

в то время как латинские квадраты порядка q (МДР-коды размерности 3) почти все

имеют тривиальную группу автоморфизмов при q →∞.

Равномерность распределения по граням (корреляционная иммунность) — одна

из важнейших характеристик булевозначной функции в криптографии. Максималь-

ной корреляционной иммунностью среди не постоянных функций обладают харак-

теристические функции МДР-кодов (возможно кратных) с расстоянием 2, однако в

булевом и троичном гиперкубах имеется всего лишь один с точностью до эквива-

лентности МДР-код с расстоянием 2. Таким образом, построение достаточно боль-

ших семейств булевых функций с высокой корреляционной иммунностью является

отдельной задачей. Для этого требуются как плодовитые конструкции, так и точные

верхние оценки возможного значения иммунности. Сводка результатов по этой тема-

тике имеется в обзоре Ю.В.Таранникова [63]. Оценку корреляционной иммунности

булевой функции через её плотность (долю единиц) даёт неравенство Бирбрауэра

— Фридмана ([87], [114]). В работе [53] данное неравенство удалось усилить. Оценка

числа корреляционно-иммунных функций с высокой иммунностью имеется в упомя-
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нутой выше работе Ю.В.Таранникова, асимптотические оценки числа булевых функ-

ций с малой и средней иммунностью имеются в работах О.В.Денисова [20], К.Карле

[95] и Б.Маккея с соавторами [94]. Важнейший результат в области корреляционно-

иммунных функций был получен Д.Г.Фон-Дер-Флаассом [113]. Он доказал, что по-

рядок корреляционной иммунности неуравновешенных (с плотностью единиц менее

1/2) неконстантных булевых функций в n-мерном булевом кубе не превышает 2n
3
− 1

(ранее функции достигающие этой границы были построены Ю.В.Таранниковым

[63]). Кроме того, им доказано, что неуравновешенная функция, достигающая мак-

симальной корреляционной иммунности, является совершенной 2-раскраской. В ра-

ботах [50], [53] удалось получить аналогичный результат для функций, достигающих

границы Бирбрауэра — Фридмана. Аналогичный результат для совершенных кодов

имеется в [168]. Для раскраски гиперкуба в два цвета 0 и 1 совершенность означа-

ет, что единицы функции раскраски регулярным образом распределены по шарам

(в метрике Хэмминга). Таким образом, в случае максимальной корреляционной им-

мунности для данной плотности из равномерной распределённости единиц функции

по граням n-мерного куба следует регулярная распределённость единиц функции

по шарам. Обратное: из регулярной распределённости единиц булевозначной функ-

ции по шарам следует равномерная распределённость по граням, тоже верно и было

известно ранее (см. [63]).

Одним из основных методов исследований экстремальных комбинаторных объек-

тов в q-ичных гиперкубах является метод свитчинга компонент. Этот метод со-

стоит в многократном применении таких локальных преобразований, которые не

выводят комбинаторный объект из рассматриваемого класса. Решающий вклад в

разработку метода свитчинга компонент принадлежит новосибирским математикам

Ю.Л.Васильеву, С.В.Августиновичу, Ф.И.Соловьёвой, С.А.Малюгину и Д.С.Кротову.

В настоящее время метод свитчинга получил широкое признание, свидетельством

которому является обзорная статья П.Остергарда [166]. Компонентой дискретной

функции (в частности характеристической функции кода) называется множество

вершин, на котором функция отличается от другой функции с теми же параметрами.

Нередко рассматриваются специальные типы компонент, например, i-компоненты со-
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вершенных кодов и {a, b}-компоненты мультиарных квазигрупп. Коды или функции,

получаемые друг из друга многократным свитчингом (заменой) компонент специ-

ального вида, называют свитчингово связными. Компонента связности множества,

на котором n-арная квазигруппа принимает два различных значения a, b ∈ Qk, на-

зывается {a, b}-компонентой n-арной квазигруппы. Ясно, что перемена мест двух

значений в некоторой компоненте приводит к новой n-арной квазигруппе. Нетрудно

видеть, что компоненте n-арной квазигруппы соответствует подмножество гипер-

куба, мощность пересечения которого с любой линией гиперкуба равна двум или

нулю. Это свойство было взято за определение унитрейда (см. [56]). В трёхмерном

кубе двудольным унитрейдам соответствуют латинские битрейды. Обзор результа-

тов, полученных при изучении латинских битрейдов, имеется в [98]. Все возможные

унитрейды мощности не более 2n+1 в n-мерном гиперкубе произвольного порядка

перечислены в [56].

Нетрудно видеть, что компоненты корреляционно-иммунных функций в гиперку-

бе должны содержать чётное число точек в любых гранях фиксированной (опреде-

лённой порядком иммунности) размерности. В булевом гиперкубе это свойство пря-

мо соответствует алгебраической степени характеристической функции компоненты

(см., например, [38]). Как известно, вектора значений булевых функций ограничен-

ной алгебраической степени в n-мерном булевом кубе являются точками кода Рида

— Маллера в 2n-мерном кубе. Таким образом, вопрос о существовании компонент

заданной мощности оказывается тесно связан с исследованием весовых спектров ко-

дов Рида — Маллера. Наибольшие продвижения в этом вопросе были достигнуты в

работах Т.Касами и Н.Токуры [134], [135].

Мощность минимальной компоненты функции является минимальным расстоя-

нием от неё до другой функции с теми же параметрами. Следовательно, изучение

компонент дискретных функций некоторого типа тесно связано с вопросом о чис-

ле таких функции и об их конструктивном перечислении. Исследование вопроса о

мощностях пересечений 1-совершенных кодов (или о мощностях компонент кодов)

начато Т.Этционом и А.Варди [110] и продолжено в работах С.В.Августиновича и

Ф.И.Соловьёвой с соавторами ([9], [62], [81], [82], [79], [128]). Известны минималь-
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ные мощности компонент 1-совершенного кода, бент-функции (см. [30]), совершен-

ной 2-раскраски (см. [50]). В [51], основываясь на результатах Т.Касами и Н.Токуры,

показано, что мощности компонент совершенных кодов и раскрасок, корреляционно-

иммунных и бент-функций в промежутке между 2k и 2k+1 может принимать только

значения вида 2k+1−2p, где p ∈ {0, . . . , k} и 2k — минимальная мощность компоненты

для комбинаторного объекта с теми же параметрами. Для бент-функций доказано

существование компонент любой мощности из данного спектра. Для совершенных

раскрасок с некоторыми параметрами и корреляционно-иммунных функций найде-

ны компоненты некоторых из указанных выше мощностей.

Комбинаторные H-схемы (H-дизайны) были предложены Х.Ханани в [125] как

обобщение систем Штейнера. Определение H-схемы сформулированное ниже было

дано У.Милсом в [164]. Путь X множество точек и C = {C1, . . . , Cn} есть разбиение

множества X на n не пересекающихся множеств мощности q. Трансверсалью разбие-

ния C называется подмножество в X, пересекающиеся с каждым из множеств Ci не

более чем по одному элементу. Множество w-элементных трансверсалей C называ-

ется блок-схемой (дизайном) типа H(n, q, w, t) (кратко, H-схемой), если каждая t-

элементная трансверсаль в C содержится точно в одной трансверсали H-схемы. Дру-

гим обобщением систем Штейнера являются А-схемы (A-дизайны), идея специаль-

ного рассмотрения этих комбинаторных объектов принадлежит С.В.Августиновичу.

Множество t-элементных трансверсалей разбиения C называется блок-схемой (ди-

зайном) типа A(n, q, w, t) (кратко, A-схемой) если каждая w-элементная трансвер-

саль разбиения C содержит точно одну трансверсаль из A-схемы. Здесь и далее

подразумевается, что n ≥ w ≥ t ≥ 1,то q ≥ 1 и все эти числа целые.

Напомним, что Qq = {0, 1, . . . , q − 1} и Qq∗ = Qq ∪ {∗}. Ясно, что каждая w-

трансверсаль разбиения C соответствует слову u = (a1, . . . , ∗, . . . , ai, . . . , ∗, . . . , an) ∈
Qn

q∗, где ai — номер элемента множества Ci, который принадлежит w-трансверсали.

На позиции j в слове u находится символ ∗ тогда и только тогда, когда w-трансверсаль

не пересекается с Cj. Определим вес слова u из Qn
q∗ как n минус число символов ∗ в

слове u. Тогда множество H, состоящее из слов x ∈ Qn
q∗ веса w, является комбина-

торной схемой типа H(n, q, w, t), если каждое слово y ∈ Qn
q∗ веса t покрывается точно
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одним словом x ∈ H. Аналогично множество A, состоящее из слов y ∈ Qn
q∗ веса t,

является комбинаторной схемой типа A(n, q, w, t) если каждое слово x ∈ Qn
q∗ веса w

покрывает точно одно слово y ∈ A. Поскольку каждой k-мерной грани гиперкуба Qn
q

соответствует слово, содержащее k символов ∗, схема типа H(n, q, w, t) является од-

нократным протыканием всех (n− t)-мерных граней Qn
q гиперкуба (n−w)-мерными

гранями, соответствующими словам из H-схеме. Аналогичным образом схема типа

A(n, q, w, t) является покрытием (n−t)-мерными гранями всех (n−w)-мерных граней

гиперкуба Qn
q .

Если q = 1, то комбинаторная схема типа H(n, 1, w, t) является в точности си-

стемой Штейнера S(t, w, n) (где символы ∗ заменены на 0 и 0 заменены на 1). В то

же время схемы типа A(n, 1, w, t) является системой Штейнера S(n−w, n− t, n) (где

символы ∗ заменены на 1). В [28] H-схемы названы q-арными системами Штейнера.

Множество T , состоящее из слов y ∈ Qn
1∗ веса t называется (n,w, t)-системой Турана,

если каждое слово x ∈ Qn
1∗ веса w покрывает как минимум один из элементов y ∈ T .

Следовательно схема типа A(n, 1, w, t) является частным случаем (n,w, t)-системы

Турана.

В случае w = n комбинаторные схемы типа H(n, q, w, t) являются в точности

МДР-кодами в гиперкубе Qn
q с кодовым расстоянием d = n − t + 1. Если w = n и

t = n − 1, то схема типа A(n, q, w, t) является замощением гиперкуба одномерными

гранями. Если, кроме того q = 2, то замощение оказывается совершенным паросо-

четанием3 в Qn
2 . Если q > 2, то схема типа A(n, q, n, n− 1) называется совершенным

кликосочетанием, поскольку 1-мерные грани гиперкуба, соответствуют максималь-

ным кликам в гиперкубе, снабжённым метрикой Хэмминга.

Нетрудно видеть, что схемы типа H(n, q, n, n − 1) и A(n, q, n, t) существуют для

любых q ≥ 2 and n ≥ 2. У.Миллс в [164] показал, что при n > 3 (n 6= 5) схемы

типа H(n, q, 4, 3) существуют тогда и только тогда, когда число nq чётно и число

q(n − 1)(n − 2) делится на 3. Л.Джи в [132] доказал, что схема типа H(5, q, 4, 3)

существуют, если число q чётно, причём q 6= 2 и q 6≡ 10, 26(mod48). Множество линий

называется точным кликосочетанием, если оно одновременно является схемой типа

3Предполагается, что гиперкуб снабжён метрикой Хэмминга.
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H(n, q, n− 1, n− 2) и типа A(n, q, n, n− 1). Точные кликосочетания (и разбиения на

точные кликосочетания) при n = 2t+1 и q = 2t построены в [52].

Рассмотрим схемы типа H(n, q, w, t) как код постоянного веса. Расстояние Хэм-

минга4 между двумя словами H-схемы всегда больше чем w − t, с другой стороны

кодовое расстояние схемы типа H(n, q, w, t) не превышает 2(w− t+1). Дизайны типа

H(n, q, w, t), являющиеся кодами с расстоянием 2(w − t + 1) называются обобщён-

ными системами Штейнера (см. [109]). Отметим, что система Штейнера (схема типа

H(n, 1, w, t)) всегда является кодом с расстоянием равным 2(w − t + 1).

Т.Этцион в [109] построил ряд конструкций обобщённых систем Штейнера, кото-

рые являются комбинаторными схемами типов H(n, q, 3, 2) и H(n, 2, 4, 3). Он доказал,

что обобщённые системы Штейнера типа H(n, 2, 3, 2) существуют тогда и только то-

гда, когда n ≡ 0 или 1(mod 3), n ≥ 4, n 6= 6.

Подобным образом можно рассмотреть схемы типа A(n, q, w, t) с максимальным

кодовым расстоянием. Кодовое расстояние A-схемы не превосходит 1+2(w−t) (одна-

ко может равняться 1). Комбинаторные схемы типа A(n, 2, n, n− 1) с расстоянием 2

были впервые построены в [122] для любого n ≥ 4. Д.С.Кротов [33] и М.А.Сванстрём

[186] доказали (в терминологии совершенных паросочетаний и кодов постоянного

веса), что схемы типа A(n, 2, n, n − 1) с кодовым расстоянием 3 существуют тогда

и только тогда, когда n = 2t. Это прямо следует из того, что каждая схема типа

A(n, 2, n, t) с кодовым расстоянием 1 + 2(n − t) является совершенных тернарным

кодом постоянного веса.

Известно, что число совершенных паросочетаний в двудольном графе равняет-

ся перманенту матрицы смежности графа и отлично от нуля для любого регуляр-

ного графа (теорема Кёнига). Л.М.Брэгман [7] доказал верхнюю оценку для пер-

манента квадратной (0, 1)-матрицы, из которой непосредственно следует верхняя

оценка (n!)
N
n для числа различных совершенных паросочетаний в n-регулярном (n-

однородном) двудольном графе с 2N -вершинами.

Квадратная матрица, состоящая из неотрицательных элементов, называется два-

жды стохастической, если суммы элементов в каждой строке и в каждом столбце

4 Элементы схемы рассматриваются как слова в алфавите {∗, 0, . . . , q − 1}.
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этой матрицы равны 1. В 1980 году Г.П.Егорычев [22] и Д.И.Фаликман [67] доказали

гипотезу Ван дер Вардена о том, что перманент произвольной дважды стохасти-

ческой матрицы порядка N , содержащей хотя бы два различных элемента, больше

перманента дважды стохастической матрицы порядка N с одинаковыми элемента-

ми. Отсюда получается следующая нижняя оценка (N !)
(

n
N

)N для числа различных

совершенных паросочетаний в n-регулярном двудольном графе с 2N -вершинами. В

[179] А.Шривер доказал, что если граф является n-регулярным двудольным графом

c 2N вершинами, N ≥ n, то в нём имеется не менее
(

(n−1)n−1

nn−2

)N

различных совершен-

ных паросочетаний. В случае булева n-мерного куба (N = 2n−1) последняя оценка

сильнее полученной из гипотезы Ван дер Вардена.

С.В.Августинович [3] предложил выражать число комбинаторных объектов, по-

добных совершенным паросочетаниям или замощениям, через многомерные перма-

ненты. В частности, он доказал, что число совершенных кодов может быть представ-

лено как многомерный перманент некоторого массива. В [52] показано, что число

совершенных кликосочетаний в q-ичном n-мерном кубе выражается как q-мерный

перманент массива смежности некоторого гиперграфа и получены асимптотические

оценки для числа совершенных кликосочетаний в q-ичном n-мерном кубе. А имен-

но, вычислен порядок логарифма числа совершенных кликосочетаний в q-ичном n-

мерном кубе при любом натуральном q и n →∞.

Произвольная совокупность простых попарно не пересекающихся циклов в гра-

фе, покрывающая все вершины графа, называется 2-фактором. Ясно, что два не

пересекающихся совершенных паросочетания в графе порождают 2-фактор. Гамиль-

тоновым циклом в графе называется 2-фактор, состоящий из одного цикла. Спек-

тром гамильтонова цикла (кода Грея) в булевом n-мерном кубе называется набор

(a1, . . . , an), где ai — число рёбер i-го направления в цикле.

В 4-м томе "Искусства программирования" [137] в разделе где рассмотрены коды

Грея (гамильтоновы циклы в булевом n-мерном кубе) Д.Кнут указал на три нере-

шённые на момент издания книги задачи. Первая из них состоит в оценке числа

различных кодов Грея в булевом n-кубе. Исследование этого вопроса имеет длитель-

ную историю (см. [77], [106], [107], [116]). Порядок логарифма числа гамильтоновых
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циклов был найден в [44] и асимптотика логарифма этого числа (при n → ∞) была

определена Т.Федером и К.Суби [111]. Во второй задаче было предложено ответить

на вопрос ранее поставленный Г.Креверасом в [142]: каждое ли совершенное паросо-

четание в булевом гиперкубе можно дополнить до гамильтонова цикла? Положитель-

ный ответ на этот вопрос получен И.Финком в [112]. В случае, когда паросочетание

содержит рёбра малого числа направлений дополняемость совершенного паросочета-

ния до гамильтонова цикла была ранее доказана в [44]. В третьей задаче требовалось

выяснить являются ли необходимые условия существования кода Грея со спектром

a = (a1, . . . , an): числа ai чётные и для любого k = 1, . . . , n сумма k произвольных

компонент набора a не меньше чем 2k; достаточными для существования кода Грея

с таким спектром? В [53] предложено асимптотическое решение последней задачи. А

именно, если необходимые условия являются достаточными в булевом n-мерном кубе

для некоторого достаточно большого n, то они являются достаточными для любого

n. Отметим, что известно несколько способов построения кодов Грея с различны-

ми свойствами, в частности, в [86] и [187] были построены гамильтоновы циклы с

максимально равномерным (для фиксированной размерности) спектром.

§ 0.4. Основные результаты

В диссертации предпринята попытка связного изложения тех разделов комбинато-

рики и теории кодирования, к которым относятся результаты автора. Для создания

полной картины современного состояния этих областей математики в работе форму-

лируются не только результаты выносимые на защиту, но и теоремы других исследо-

вателей работающих в данных областях. Особенно часто в диссертации цитируются

результаты С.В.Августиновича и Д.С.Кротова. Совместные с ними исследования и

обсуждения привели к написанию этой диссертационной работы. Все упоминаемые

в диссертации утверждения, за исключением простых общеизвестных фактов и име-

ющих лишь техническое или методическое значение предложений автора, снабжены

ссылками на источник. Утверждения, содержащие выносимые на защиту результаты

автора, подчёркнуты. Диссертация состоит из введения, трёх глав и списка литера-
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туры.

В первой главе изложены результаты относящиеся к теории мультиарных ква-

зигрупп, латинских гиперкубов и МДР-кодов. Основные результаты автора в этой

области состоят в следующем.

- Перечислены все возможные n-мерные унитрейды мощности, не более чем вдвое

превышающей минимальную.

- Для троичного n-мерного куба определено число различных унитрейдов и полу-

чена экспоненциальная нижняя оценка числа неэвивалентных латинских битрейдов.

- Доказано, что при любых натуральных k > 3 и n > 2 имеются неразделимые

n-арные квазигруппы порядка k.

- Доказано, что множество n-арных квазигрупп порядка 4 является свитчингово

связным для любого n.

- Получена рекуррентная формула и асимптотика для числа n-арных квазигрупп

порядка 4

- Усилены асимптотические оценки для числа n-арных квазигрупп порядка k > 4.

- Доказано, что любой латинский параллелепипед размера 4× 4× · · · × 4× k, где

k = 1, 2, 3, дополняется до латинского гиперкуба.

- Построены кратные МДР-коды чётного порядка q > 2 длины n > 2, которые не

содержат однократных подкодов.

- Получены слабо экспонециальные относительно длины кода нижние оценки чис-

ла транзитивных МДР-кодов чётного порядка q > 2.

- Доказано, что все бесконечномерные квазигруппы порядка 4 полулинейны или

разделимы.

В второй главе изложены результаты относящиеся к теории совершенных раскра-

сок, совершенных кодов и корреляционно-иммунных функций. Основные результаты

автора в этой области состоят в следующем.

- Построены кратные двоичные 1-совершенные коды длины n = 2t − 1 ≥ 31,

которые не содержат однократных подкодов.

- Получены слабо экспонециальные относительно длины кода нижние оценки чис-

ла транзитивных 1-совершенных кодов.

24



- Доказано, что множество 1-совершенных двоичных кодов ранга, не более чем

на два превосходящего ранг линейного кода той же длины, является свитчингово

связным.

- Усилено неравенство Бирбрауэра — Фридмана, оценивающее корреляционую

иммунность булевозначных функций через их плотность.

- Доказано, что достижение равенства в усиленном неравенстве является крите-

рием совершенности раскраски n-мерного куба в два цвета.

- Получены верхние и нижние асимптотические оценки числа совершенных 2-

раскрасок булева n-мерного куба для некоторого семейства параметров раскрасок.

- Определён спектр возможных мощностей компонент 1-совершенных кодов и 2-

раскрасок, корреляционно-иммунных и бент-функций в промежутке между мощно-

стью минимальной компоненты и удвоенной мощностью минимальной компоненты.

- Показано, что существуют бент-функции с компонентами всех мощностей из

данного спектра. Для корреляционно-иммунных функций и совершенных 2-раскрасок

доказана реализация части спектра.

В третьей главе изложены результаты относящиеся к теории блок-схем, совершен-

ных кликосочетаний и гамильтоновых циклов в булевом кубе. Основные результаты

автора в этой области состоят в следующем.

- Найдена асимптотика логарифма числа совершенных кликосочетаний в q-ичном

n-мерном кубе при любом натуральном q и растущем n.

- Построены точные кликосочетания в q-ичных n-мерных кубах при n = 2q = 2t

и блок-схемы с неизвестными ранее параметрами.

- Доказано, что если известное необходимое условие существования гамильтонова

цикла в булевом n-мерном кубе с заданным спектром является достаточным услови-

ем при n, меньших некоторого N , то это условие является достаточным для любых

натуральных n.
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Глава 1

Латинские гиперкубы, МДР-коды и

n-арные квазигруппы

§ 1.1. Латинские битрейды и двукратные МДР-коды

§ 1.1.1. Унитрейды

Как было сказано во введении, множество B ⊂ Qn
k называется унитрейдом1, если

мощности его пересечений с линиями гиперкуба принимают только два значения 0

и 2. Унитрейд B ⊂ Qn
k называется двудольным (расщепляемым), если подграф ΓB

графа ΓQn
k , порождённый множеством вершин B, является двудольным. Унитрейд

называется простым, если не содержит унитрейдов в качестве собственного подмно-

жества.

Латинским битрейдом называют пару частичных латинских квадратов (см.[98]),

объединение графиков которых является двудольным унитрейдом. Мы распростра-

няем название "латинский битрейд" на многомерный случай. Кроме того, в тех слу-

чаях, когда двудольный унитрейд однозначно разделяется на доли (состоит из одной

компоненты связности) будем называть латинским битрейдом не только пару долей,

но и сам унитрейд.

Непосредственно из определений вытекают следующие свойства унитрейдов и

1 В [146] использовался термин 2-код.
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МДР-кодов.

Предложение 1.

(a) Симметрическая разность двух МДР-кодов есть двудольный унитрейд.

(b) Симметрическая разность (объединение) двух не пересекающихся МДР-кодов

есть двудольный 2-МДР-код.

(c) 2-МДР-код — двудольный тогда и только тогда, когда он расщепляемый, т. е.

является объединением двух не пересекающихся МДР-кодов.

Предложение 2.

Любой ретракт унитрейда (двудольного унитрейда, 2-МДР-кода) является унит-

рейдом (двудольным унитрейдом, 2-МДР-кодом) в гиперкубе меньшей размерности.

Следующее предложение дает естественную характеризацию подмножеств унит-

рейда, которые в свою очередь являются унитрейдами.

Предложение 3. Пусть S есть унитрейд и S0 — его произвольное подмножество.

Тогда

(a) S0 является унитрейдом если и только если ΓS0 есть объединение некоторых ком-

понент связности графа ΓS;

(b) S0 является простым унитрейдом если и только если ΓS0 есть компонента связ-

ности графа ΓS.

Поскольку любой граф разделяется на компоненты связности имеем

Следствие 1. Любой унитрейд однозначно представляется в виде объединения на-

бора попарно не пересекающихся простых унитрейдов.

Следствие 2. Если простые унитрейды C и C ′ содержатся в одном и том же унит-

рейде, то они либо совпадают, либо не пересекаются.

Из следствия 2 нетрудно получить следующее простое утверждение, которое бу-

дет использовано при доказательстве леммы 7.

Предложение 4 ([146]). Пусть S есть 2-МДР-код и γ есть число простых унитрей-

дов, лежащих в S. Тогда

(a) если 2-МДР-код S — двудольный, то S содержит ровно 2γ различных МДР-кодов;
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(b) в противном случае S не содержит ни одного МДР-кода.

Граф унитрейда в Q2
k разбивается на простые циклы чётной длины, поэтому спра-

ведливо

Предложение 5. Любой унитрейд B ⊂ Q2
k является двудольным.

Следующее предложение нетрудно доказать по индукции.

Предложение 6. Любой унитрейд B ⊂ Qn
3 является простым.

Замечание 1. При k ≥ 4, n ≥ 2 в гиперкубе Qn
k имеются непростые унитрейды (см.

рис. 1.1).

Унитрейд B называется пополняемым, если найдётся такой 2-МДР-код M , что

B ⊆ M .

Замечание 2. При k ≥ 3, n ≥ 2 в гиперкубе Qn
k имеются непополняемые унитрейды

(см. рис. 1.1).

Унитрейд B будем называть полученным из МДР-кода M1 (возможно кратного),

если найдётся такой МДР-код M2 (той же кратности), что B = M14M2. В этом

случае множество B ∩ M1 будем называть свитчинговой компонентой МДР-кода

M1 в соответствии с общим представлением о свитчинговой компоненте кода как о

подможестве кода, замена которого на равномощное сохраняет кодовое расстояние.

Свитчинговым компонентам МДР-кодов M1 и M2 соответствуют доли компонент

связности графа ΓB, они же — компоненты латинского битрейда, соответствующего

унитрейду B.

Пример 1. На рисунке показаны все унитрейды в Q2
4, с точностью до перестановок

строк и столбцов.

a) b)
• •
• •

c)

• •
• •

• •
• •

d)

• •
• •

• •
• •

e) • •
• •
• •

Рис. 1.1: • — элементы унитрейдов в Q2
4.

Унитрейды a)-d) пополняемые, e) — непополняемый. Унитрейды c) и d) являются
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2-МДР-кодами. Унитрейды b), d) и e) простые.

§ 1.1.2. Мощности унитрейдов

Предложение 7.

(a) Декартово произведение двух унитрейдов является унитрейдом.

(b) Декартово произведение двух двудольных унитрейдов является двудольным

унитрейдом.

Доказательство пункта (a) непосредственно вытекает из определений, при доказа-

тельстве пункта (b) пользуемся тем, что декартово произведение двудольных графов

является двудольным графом.

Следующие два утверждения доказаны в [146].

Предложение 8. Пусть B ⊂ Qn
k — непустой унитрейд, тогда |B| ≥ 2n.

Предложение 9. Пусть B ⊂ Qn
k — унитрейд. Следующие условия эквивалентны:

(a) |B| = 2n,

(b) для любой m-мерной грани мощность её пересечения с B равняется 0 или 2m,

(c) унитрейд B пересекается только с двумя гипергранями каждого направления,

(d) граф ΓB изоморфен булеву кубу ΓQn
2 .

Из предложения 8 непосредственно вытекает, что в Qn
2 существует единственный

унитрейд, совпадающий со всем множеством Qn
2 .

Рассмотрим вопрос о спектре мощностей унитрейдов.

Предложение 10 ([57]). Пусть B ⊂ Qn
k — унитрейд и 2n+1 > |B| ≥ 2n. Тогда

|B| = 2n+1 − 2s+1, где s ∈ {0, . . . , n− 1}.
Дока зат ельст во . Будем доказывать утверждение методом индукции по

n. При n = 1 утверждение очевидно, предположим оно верно при n−1. Если унитрейд

B ⊂ Qn
k содержится в объединении двух гиперграней каждого направления, то |B| =

2n по предложению 9.

Если унитрейд B пересекается с четырьмя гипергранями одного направления,

то по предложению 9 его мощность больше или равна 2n+1. Пусть унитрейд B пе-

29



ресекается с тремя гипергранями одного направления. Если пересечение хотя бы

с одной из них имеет мощность большую либо равную 2n, то по предложению 8

имеем |B| ≥ 2n+1. В противном случае по предположению индукции имеем |B| =

3 · 2n − 2s1 − 2s2 − 2s3 . Поскольку неравенство 2s1 + 2s2 + 2s3 > 2n выполнено только

когда как минимум два из трёх si равняются n− 1, имеем |B| = 2n+1 − 2s. N

Как видно из доказательства предложения 10 унитрейд B ⊂ Qn
k мощности мень-

шей чем 2n+1 пересекается не более чем с тремя гипергранями любого направления,

следовательно, может быть вложен в троичный гиперкуб.

Предложение 11.

(a) Симметрическая разность двух унитрейдов в гиперкубе Qn
3 является унитрей-

дом.

(b) Если симметрическая разность двух двудольных унитрейдов в гиперкубе Qn
k

является унитрейдом, а их пересечение порождает связный подграф в Qn
k , то сим-

метрическая разность является латинским битрейдом.

Доказательство пункта (a) непосредственно вытекает из определений, при дока-

зательстве пункта (b) пользуемся тем, что связный двудольный граф однозначно

разделяется на доли.

Предложение 12 ([57]). Для любого s ∈ {0, . . . , n − 1} существует единственный

(с точностью до эквивалентности) унитрейд Bs ⊂ Qn
3 мощности |Bs| = 2n+1 − 2s+1.

Унитрейды Bs являются латинскими битрейдами.

Дока зат ельст во . Из предложения 11 следует, что множество

Bs = ({0, 1}n−s4{1, 2}n−s)×{0, 1}s является латинским битрейдом. Очевидно |B| =
2s(2n−s + 2n−s − 2).

Перейдём к доказательству единственности. Рассмотрим унитрейд B ⊂ Qn
3 , |B| <

2n+1. Аналогично доказательству предложения 10 получаем, что пересечения множе-

ства B с гипергранями некоторого направления имеют мощности 2n−1, 2n−1, 2n − 2s.

По предположению 9 два пересечения эквивалентны булевым кубам, тогда из опре-

деления унитрейда следует, что третье пересечение является симметрической разно-

стью двух булевых кубов. N
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§ 1.1.3. Компоненты n-арных квазигрупп

Исследования унитрейдов и латинских битрейдов в значительной степени иницииро-

ваны связью этих объектов с латинскими гиперкубами и n-арными квазигруппами.

В частности, они используются при исследовании свитчинговой связности n-арных

квазигрупп (определение дано ниже) и дополняемости частичных n-арных квазиг-

рупп.

Для n-арных квазигрупп определим понятия свитчинговых компонент и свитчин-

говой эквивалентности. {a, b}-Компонентой n-арной квазигруппы f будем называть

такое непустое подмножество S ⊂ Qn
k , что f(S) = {a, b} (a 6= b) и для любых x из S

и i ∈ [n] найдётся ровно один набор y из S, отличающийся от x только в i-й коорди-

нате. Тривиальным примером {a, b}-компоненты является весь прообраз f−1({a, b}),
который будем обозначать через Sa,b(f); иногда его можно разбить на более мелкие

{a, b}-компоненты.

Предложение 13. Любая {a, b}-компонента n-арной квазигруппы является дву-

дольным унитрейдом.

Рис. 1.2: Свитчинг {0, 1}-компоненты.

Будем говорить, что функция g получается из n-арной квазигруппы f свитчин-

гом {a, b}-компоненты S, если

g(x) =





f(x) при x /∈ S;

a при x ∈ S, f(x) = b;

b при x ∈ S, f(x) = a.

Из определения {a, b}-компоненты следует, что функция g является n-арной квази-
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группой.

Очевидно, что свитчинг непересекающихся компонент можно производить неза-

висимо.

Предложение 14. Пусть S и S ′ —непересекающиеся {a, b}- и {c, d}- (соответствен-
но) компоненты n-арной квазигруппы f и n-арная квазигруппа g получена из f свит-

чингом компоненты S. Тогда S ′ также является {c, d}-компонентой квазигруппы g.

Следующее предложение нетрудно получить из определения {a, b}-компоненты,
аналогичное утверждение имеется в [148].

Предложение 15 ([35]). Пусть множество C = {c1, d1} × {c2, d2} является {a, b}-
компонентой 2-квазигруппы g. Пусть множество Ci является {ci, di}-компонентой
ni-арной квазигруппы qi при i = 1, 2. Тогда множество C1 × C2 является {a, b}-
компонентой (n1 + n2)-арной квазигруппы f , где f(x̄1, x̄2) ≡ g(q1(x̄1), q2(x̄2)).

n-Арные квазигруппы f и g называют свитчингово эквивалентными (для крат-

кости, c.-эквивалентными), если одна получается из другой конечным числом после-

довательных свитчингов {a, b}-компонент, где пары элементов a, b ∈ Qk могут быть

различными для разных свитчингов.

Перейдём к подробному рассмотрению латинских битрейдов в Qn
k при k = 3, 4.

§ 1.1.4. Число унитрейдов в Qn
3

Предложение 16.

a) В гиперкубе Qn
3 имеется только один (с точностью до эквивалентности) МДР-

код, который может быть задан равенством = {x ∈ Qn
3 | x1 + · · ·+ xn = 0 mod 3}.

b) В гиперкубе Qn
3 имеется только один (с точностью до эквивалентности) 2-

МДР-код B, который может быть задан равенством B = {x ∈ Qn
3 | x1 + · · ·+ xn 6= 0

mod 3}.
Утверждение пункта (a) хорошо известно (см., например, [159], Exercise 13.15),

(b) следует из (a).

Рассмотрим множество функций g : Qn
3 → {0, 1} как векторное пространство

V(n) над полем GF (2). Характеристические функции унитрейдов образуют в V(n)
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линейное подпространство B(n), в котором в качестве базиса можно выбрать характе-

ристические функции χB гиперкубов вида B = {α1, 2}× · · · × {αn, 2}, где αi ∈ {0, 1}.
Набор коэффициентов в разложении функции g по базису {χB} является булевой

функцией от набора (α1, . . . , αn). Далее в явной форме определим преобразование,

которое каждой булевой функции ставит в соответствие элемент из B(n).

Определим частичный порядок на Q3: 0 < 2, 1 < 2, а символы 0 и 1 несравнимы.

Пусть (x1, . . . , xn), (y1, . . . , yn) ∈ Qn
3 . Будем писать (x1, . . . , xn) ≤ (y1, . . . , yn), если

для любого i ∈ {1, . . . , n} верно, что xi < yi или xi = yi. Отметим, что множество

{x ∈ {0, 1}n | x ≤ y} является гранью булева n-мерного гиперкуба размерности wt(y)

равной числу символов 2 в наборе y. Более того, множество граней находится во

взаимно однозначном соответствии с множеством наборов y ∈ Qn
3 .

Пусть f — некоторая булева функция. Определим функцию U [f ] : Qn
3 → {0, 1}

равенством U [f ](y) =
⊕
x≤y

f(x). Заметим, что булева функция U [f ]|{0,2}n является

преобразованием Мёбиуса от функции f .

Предложение 17. (a) Пусть A ⊆ {0, 1}n, тогда U [χA] ∈ B(n).

(b) Пусть g ∈ B(n), тогда U [g|{0,1}n ] = g.

Дока зат ельст во . (a) Пусть f = χA. Из определения преобразования U

имеем равенство

U [f ](a1, . . . , ai−1, 2, ai+1, . . . , an) =

= U [f ](a1, . . . , ai−1, 0, ai+1, . . . , an)⊕ U [f ](a1, . . . , ai−1, 1, ai+1, . . . , an)

для любых aj ∈ Q3. Следовательно функция U [f ] имеет чётное число единиц в каж-

дой одномерной грани гиперкуба Qn
3 и U [f ] ∈ B(n).

(b) Равенство U [g|{0,1}n ](y) = g(y) для любого y ∈ Qn
3 нетрудно показать методом

индукции по числу символов 2 в наборе y. N

Из предложения 17 вытекает, что подпространство B(n) имеет размерность 2n.

Следовательно, справедливо следующее

Предложение 18 ([57]). В гиперкубе Qn
3 имеется ровно 22n различных унитрейдов.

Рассмотрим множество функций g : Qn
3 → R как векторное пространство VR(n)

над полем R вещественных чисел. Рассмотрим линейное подпространство BR(n), со-
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стоящее из функций, сумма значений которых по любой одномерной грани равняется

0. Пусть B ⊂ Qn
3 — двудольный унитрейд. Определим функцию hB : Qn

3 → {−1, 0, 1},
которая принимает значение 1 на первой доле унитрейда, −1 — на второй и 0 — в

остальных вершинах гиперкуба. Ясно, что hB ∈ BR(n). Определим оператор UR для

вещественнозначных функций аналогично оператору U . Пусть f : Qn
2 → R, тогда

UR[f ](y) = (−1)wt(y)
∑
x≤y

f(x). (1.1)

Следующее предложение аналогично предложению 17.

Предложение 19. (a) Для любой функции f : Qn
2 → R имеем UR[f ] ∈ BR(n).

(b) Пусть g ∈ BR(n), тогда UR[g|{0,1}n ] = g.

Пусть множество F(n) состоит из функций f : Qn
2 → {−1, 0, 1}, сумма значений

которых в любой грани равна одному из трёх чисел −1, 0, 1. Счётчиком чётно-

сти называется булева функция δ(x1, x2, . . . , xn) =
⊕n

i=1 xi. Нетрудно видеть, что

(−1)δ(x) ∈ F(n).

Справедливо следующее

Предложение 20. (a) Пусть B — двудольный унитрейд, тогда hB|{0,1}n ∈ F(n).

(b) Если f ∈ F(n), то UR[f ] = hB для некоторого двудольного унитрейда B ⊂ Qn
3 .

Дока зат ельст во .

(a) По предложению 19 (b) имеем UR[|hB|{0,1}n ] = hB. Тогда для любой грани

{x ∈ {0, 1}n|x ≤ y} имеем
∑
x≤y

hB|{0,1}n(x) = (−1)wt(y)hB(y) ∈ {−1, 0, 1}.
(b) По предложению 19 (a) имеем UR[f ] ∈ BR(n). Из условия f ∈ F(n) и опреде-

ления оператора UR следует, что UR[f ](Qn
3 ) ⊆ {−1, 0, 1}. Тогда в каждой одномерной

грани функция UR[f ] либо трижды принимает значение 0, либо по одному разу при-

нимает значения −1, 0, 1. N

Рассмотрим некоторые конструкции функций из F(n).

Предложение 21. (a) Пусть f ∈ F(n), тогда f · χγ ∈ F(n) для любой грани γ.

(b) Пусть γ1, γ2 — грани в Qn
2 и γ1 ∩ γ2 6= ∅. Определим функцию f равенством

f(x1, . . . , xn, xn+1) =





χγ1(−1)δ(x1,...,xn) при xn+1 = 0

χγ2(−1)δ(x1,...,xn)⊕1 при xn+1 = 1.
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Тогда f ∈ F(n + 1).

Предложение 22. Пусть f ∈ F(n), g ∈ F(m) и F (x, y) = f(x)g(y). Тогда F ∈
F(n + m).

Доказательства предложений 21 и 22 нетрудно получить непосредственной про-

веркой.

Заметим, что все унитрейды в Qn
3 состоят из одной компоненты связности, поэто-

му двудольные унитрейды являются латинскими битрейдами.

Далее получим нижнюю оценку числа неэквивалентных латинских битрейдов.

Две определённые на гиперкубе функции называются эквивалентными, если они пе-

реходят друг в друга посредством изометрий гиперкуба. Рассмотрим гиперкуб Qn
2

как векторное пространство над полем GF (2). Будем называть носителем вектора

x ∈ Qn
2 множество позиций, на которых в векторе x находятся единицы. Рассмотрим

набор векторов z1, . . . , zk с попарно непересекающимися носителями. Пусть V ⊂ Qn
2

— подпространство натянутое на вектора z1, . . . , zk, V = {⊕ αiz
i |α ∈ Qk

2}. Пусть

f : Qk
2 → {−1, 0, 1}. Определим функцию GV [f ] : Qn

2 → {−1, 0, 1} равенствами

GV [f ](x) =





f(α) при x =
⊕

αiz
i

0 при x 6∈ V.

Теорема 1 ([57]).

(a) Множество F(n) содержит не менее eΩ(
√

n) неэквивалентных функций2.

(b) В гиперкубе Qn
3 имеется не менее eΩ(

√
n) неэквивалентных латинских битрей-

дов.

Дока зат ельст во .

Если f ∈ F(k), то GV [f ] ∈ F(n). Действительно, поскольку носители векторов

z1, . . . , zk попарно не пересекаются, сумма значений функции GV [f ] по грани гипер-

куба Qn
2 совпадает с суммой значений функции f по некоторой грани гиперкуба Qk

2.

Тогда GV [f ](Qn
3 ) ⊆ {−1, 0, 1}.

(a) Известно (см., например, [76]), что имеется eΩ(
√

n) различных разбиений числа

2 Равенство f(n) = Ω(g(n)) означает, что f(n) ≥ cg(n) для некоторого c > 0 при n →∞.
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n на целые неотрицательные слагаемые. Каждое такое разбиение порождает неко-

торый набор векторов z1, . . . , zk с попарно не пересекающимися носителями и соот-

ветствующее набору подпространство V . Функции GV [δ] неэквивалентны для раз-

личных разбиений, поскольку расстояния Хэмминга между базисными векторами не

меняются при изометриях гиперкуба.

(b) По предложению 20 (b) каждая функция UR[GV [δ]] порождает латинский бит-

рейд B. Рассмотрим случай, когда все носители векторов z1, . . . , zk имеют мощность

не менее трёх и сумма этих мощностей равна n. Покажем, что пересечения битрейда

B c гипергранями вида γ = {x ∈ Qn
3 |xi = 2} обладают некоторым инвариантным от-

носительно изометрии свойством (*), которым не обладают пересечения битрейда B c

гипергранями вида {x ∈ Qn
3 |xi = 0} и {x ∈ Qn

3 |xi = 1}. Тогда для любой изометрии ϕ

по битрейду ϕ(B) можно определить множество ϕ(B∩{0, 1}n). Следовательно, неэк-

вивалентность битрейдов UR[GV [δ]] при различных V является следствием пункта

(a).

(*) Пусть γ = {x ∈ Qn
3 |xi = a}. Неравенство a 6= 2 справедливо тогда и только

тогда, когда найдётся такая гипергрань γ′ = {x ∈ Qn
3 |xj = b}, b ∈ Q3, j 6= i, что

пересечение γ ∩ γ′ ∩B пусто.

Без ограничения общности полагаем, что i = 1 и носитель вектора z1 содержит 1

и 2. Тогда

{x ∈ Qn
3 |x1 = 0} ∩ {x ∈ Qn

3 |x2 = 1} ∩ B = ∅,

{x ∈ Qn
3 |x1 = 1} ∩ {x ∈ Qn

3 |x2 = 0} ∩ B = ∅.

В то время как из формулы (2.1) имеем

y = (2, 0, . . . , 0) ∈ {x ∈ Qn
3 |x1 = 2} ∩ {x ∈ Qn

3 |xj = 0} ∩B,

y′ = (2, 0, . . . , 0, 2, 0 . . . ) ∈ {x ∈ Qn
3 |x1 = 2} ∩ {x ∈ Qn

3 |xj = 2} ∩B,

поскольку {0} = {x ∈ {0, 1}n|x ≤ y} ∩ {x ∈ {0, 1}n|GV [δ](x) 6= 0} =

{x ∈ {0, 1}n|x ≤ y′} ∩ {x ∈ {0, 1}n|GV [δ](x) 6= 0}.
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Кроме того,

y′′ = (2, 0, . . . , 0, 1, . . . , 1, 0 . . . ) ∈ {x ∈ Qn
3 |x1 = 2} ∩ {x ∈ Qn

3 |xj = 1} ∩B,

поскольку

{x ∈ {0, 1}n |x ≤ y′′}∩ {x ∈ {0, 1}n | GV [δ](x) 6= 0} = {(0, . . . , 0, 1, . . . , 1, 0 . . . )} = {zk},
где носитель вектора zk содержит позицию j. N

Отметим, что латинский битрейд Bs (см. предложение 12) можно задать также

функцией hBs = UR[GV [δ]], где базис подпространства V состоит из одного вектора

z с носителем мощности n− s.

§ 1.1.5. Получение унитрейдов из МДР-кодов и n-арных квази-

групп

Функция g : B → Qk, B ⊆ Qn
k , называется частичной n-арной квазигруппой, если

g(x) 6= g(y) при любых x, y ∈ B, d(x, y) = 1. Таблица значений частичной квазигруп-

пы называется частичным латинским n-кубом, если B = Qn−1
k × Qk′ , 1 < k′ < k, —

латинским гиперкубоидом. Из определений непосредственно следует

Предложение 23. (a) Сужение n-арной квазигруппы на любое подмножество ги-

перкуба является частичной квазигруппой.

(b) При B = Qn
k частичная n-арная квазигруппа является n-арной квазигруппой.

Если частичная квазигруппа является сужением всюду определённой n-арной

квазигруппы, то она называется дополняемой.

Для произвольной функции f : Qn
k → Qk определим множестваM〈f〉 def

= {(x̄, f(x̄)) :

x̄ ∈ Qn
k} — график функции и Ma〈f〉 def

= {x̄ ∈ Qn
k : f(x̄) = a}, a ∈ Qk — поверх-

ность уровня a. Пусть M ⊂ Qn+1
k — МДР-код с расстоянием 2. Определим функ-

цию Fi〈M〉 равенством Fi〈M〉(x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn+1) = xi, если и только если

(x1, . . . , xn+1) ∈ M . Из определений вытекает

Предложение 24. (a) Отображение M〈·〉 есть взаимно однозначное соответствие

между множеством n-арных квазигрупп и множеством МДР-кодов длины n + 1.
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(b) Для любого a ∈ Qk отображение Ma〈·〉 отображает n-арные квазигруппы в

множество МДР-кодов длины n для любого i, 1 ≤ i ≤ n.

(c) Отображение Fi〈·〉 есть взаимно однозначное соответствие между множеством

МДР-кодов длины n + 1 и множеством n-арных квазигрупп.

Рис. 1.3: Отображение M〈·〉.

В [101] доказано, что любая частичная n-арная квазигруппа конечного порядка

есть сужение n-арной квазигруппы некоторого большего порядка. Отсюда следует

Предложение 25. Любой латинский битрейд B ⊂ Qn
k может быть получен из неко-

торого МДР-кода M ⊂ Qn
m, где m ≥ k.

Предложение 26. Латинский битрейд B ⊂ Qn
k такой, что 2n+1 > |B| > 2n, не может

быть получен из МДР-кода M ⊂ Qn
k при k ∈ {3, 4}.

Дока зат ельст во . Поскольку все МДР-коды в Qn
3 эквивалентны при лю-

бом n (см. предложение 16), достаточно рассмотреть произвольный МДР-код в Qn
3 ,

например, M = {x ∈ Qn
3 | x1 + · · · + xn = 0 mod 3}. Нетрудно видеть, что любой

полученный из M унитрейд содержит весь МДР-код M и имеет мощность 2 · 3n−1.

Пусть k = 4. Если латинский битрейд получен из МДР-кода M ⊂ Qn
4 , то по

определению он является подмножеством 2-МДР-кода M ∪M ′. Тогда по следствию

3 (см. ниже) его мощность делится на 2n. N

Рассмотрим возможность получения латинских битрейдов малой мощности из

двукратных МДР-кодов.

Предложение 27 ([57]). Любой n-мерный латинский битрейд мощности меньше

2n+1 может быть получен из двукратных МДР-кодов в Qn
4 .
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Дока зат ельст во . Вначале покажем, что битрейд Bk
0 = {0, 1}k 4 {1, 2}k

может быть получен из некоторого двукратного МДР-кода в Qk
4. Пусть функция

g : Qn
k → {0, 1} определена равенством g(a1, . . . , ak) =

k∑
i=1

ai mod 2. Нетрудно видеть,

что функции g, g1 = g ⊕ χ{1,2}k и g2 = g ⊕ χ{0,1}k являются характеристическими

функциями некоторых двукратных МДР-кодов M0, M1 и M2. Поскольку g1 ⊕ g2 =

χ{1,2}k ⊕ χ{0,1}k , имеем Bk
0 = M1 4M2.

Рассмотрим булевозначные функции

f1(a1, . . . , ak, y) =





g1(a1, . . . , ak) при y = 0,

g2(a1, . . . , ak) при y = 1,

g1(a1, . . . , ak)⊕ 1 при y = 2,

g2(a1, . . . , ak)⊕ 1 при y = 3;

(1.2)

и

f2(a1, . . . , ak, y) =





g2(a1, . . . , ak) при y = 0,

g1(a1, . . . , ak) при y = 1,

g1(a1, . . . , ak)⊕ 1 при y = 2,

g2(a1, . . . , ak)⊕ 1 при y = 3.

(1.3)

Легко видеть, что f1 и f2 являются характеристическими функциями двукратных

МДР-кодов, причём f1 ⊕ f2 = χBk
0×{0,1}.

Подставляя в формулы (1.2–1.3) функции f1 и f2 вместо g1 и g2, обнаружим, что

латинский битрейд Bk
0 × {0, 1}2 также может быть получен из некоторого двукрат-

ного МДР-кода в Qk+2
4 и т. д. Для окончания доказательства остаётся сослаться на

предложения 10 и 12. N

Приведём таблицы функций g, g1, g2 при n = 2:


0 1 0 1

1 0 1 0

0 1 0 1

1 0 1 0




,




0 1 0 1

1 1 0 0

0 0 1 1

1 0 1 0




,




1 0 0 1

0 1 1 0

0 1 0 1

1 0 1 0




.
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Можно показать, что построенные в предложении 27 двукратные МДР-коды не

двудольные при n ≥ 3 (см.также § 1.6.2).

§ 1.1.6. 2-МДР коды в Qn
4

В этом разделе рассмотрена некоторая характеризация 2-МДР кодов в Qn
4 . Ниже

показано, что не простые 2-МДР могут быть представлены через простые 2-МДР-

коды меньшей размерности.

Предложение 28. Множество S ⊂ Qn
4 является 2-МДР-кодом тогда и только тогда,

когда множество Qn
4 \ S является 2-МДР-кодом.

Сформулированное в предложении 28 свойство является специфическим для 4-

ичного гиперкуба. Это объясняет гораздо более богатую теорию 2-МДР-кодов в Qn
4

по сравнению с другими размерностями.

Предложение 29 ([146]). Пусть

• χj : Q
nj

4 → {0, 1}— характеристическая функция 2-МДР-кода Sj ⊂ Q
nj

4 , j ∈ [m],

• x̃1, . . . , x̃m — непересекающиеся наборы переменных из x̄, x̃j
def
= (xij,1

, . . . , xij,nj
),

• δ ∈ {0, 1}.

Тогда множество S, заданное характеристической функцией

χS(x̄) =
m⊕

j=1

χSj
(x̃j)⊕ δ, (1.4)

является 2-МДР-кодом.

Теорема 2 ([146]). Характеристическая функция χS 2-МДР-кода S имеет един-

ственное представление в виде (1.4), где для каждого j ∈ [m] множество Sj ⊂ Q
nj

4

есть простой 2-МДР-код и 0̄ ∈ Sj. При этом

(a) S и Q4
n\S — объединения 2m−1 равномощных простых унитрейдов,

(b) если m ≥ 2 и 2-МДР-код S двудольный, то для любого j ∈ [m] 2-МДР-коды Sj и

(Q
nj

4 \Sj) также двудольные.
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Следствие 3. Если простой унитрейд содержится в 2-МДР-коде, лежащем в гипер-

кубе Qn
4 , то его мощность равна 2t, для некоторого натурального t, t ≥ n.

Замечание 3. Теорема 2 обобщается на t-кратные МДР-коды в гиперкубе Qn
2t.

Предложение 30. ([146])Пусть S, S ′, S ′′ ⊂ Q4
n есть 2-МДР-коды и S0 есть унитрейд.

Тогда

(a) если S0 ⊆ S ∩ S ′, то S = S ′;

(b) если S0 ⊆ S\S ′′, то S = Q4
n\S ′′.

Таким образом, 2-МДР-код в гиперкубе Qn
4 однозначно определяется любым со-

держащимся в нём непустым унитрейдом. Для гиперкубов большего порядка это

неверно.

Для характеризации n-арных квазигрупп порядка 4 и исследования вопроса о

дополняемости частичных n-арных квазигрупп порядка 4 были использованы следу-

ющие утверждения о 2-МДР-кодах в 4-ичном гиперкубе.

Предложение 31. (теорема 4.1(c) [146]). Пусть 2-МДР-код S ⊂ Qn
4 удовлетворяет

равенству χS = χS1 ⊕ χS2 , где S1 и S2 — 2-МДР-коды меньших размерностей. То-

гда 2-МДР-код S двудольный, если и только если каждый из 2-МДР-кодов S1 и S2

двудольный.

Предложение 32 ([51]). Пусть 2-МДР-код S ⊂ Qn
4 двудольный и справедливо

равенство χS = χS1 ⊕ χS2 , где S1 и S2 — 2-МДР-коды меньших размерностей. Тогда

2-МДР-код S ′ = Qn
4 \ S двудольный.

Пусть S ⊆ Qn
4 , k ∈ [n] и y ∈ Q4. Введём обозначение

Lk;yS
def
= {(x1, . . . , xk−1, xk+1, . . . , xn) | (x1, . . . , xk−1, y, xk+1, . . . , xn) ∈ S}

для ретрактов размерности n−1, для краткости будем называть такой ретракт слоем

множества S по k-му направлению.

Из определения следуют простые свойства

Предложение 33 ([49]). Пусть S, S ′ ⊆ Qn
4 – некоторые множества, k ∈ [n] и

{a, b, c, d} = Q4.

(a) Если S есть унитрейд (двудольный унитрейд, 2-МДР-код), то Lk;aS также явля-
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ется унитрейдом (двудольным унитрейдом, 2-МДР-кодом) в Qn−1
4 .

(b) Если k < k′ ∈ [n], то Lk;b(Lk′;aS) = Lk′−1;a(Lk;bS).

(c) Lk;a(S ∩ S ′) = Lk;aS ∩ Lk;aS
′.

(d) Если S и S ′ есть унитрейды и Lk;aS = Lk;aS
′, Lk;bS = Lk;bS

′, Lk;cS = Lk;cS
′, то

Lk;dS = Lk;dS
′.

(e) Если S есть 2-МДР-код и Lk;aS = Lk;bS, то Lk;cS = Lk;dS = Qn−1
4 \Lk;aS.

§ 1.1.7. Линейные 2-МДР коды

Если в равенстве (1.4) имеем nj = 1 для любого j ∈ [m], то 2-МДР-код S называется

линейным, т. е. справедливо равенство

Рис. 1.4: Линейный 2-МДР-код.

χS(x1, . . . , xn) ≡ χS1(x1)⊕ χS2(x2)⊕ · · · ⊕ χSn(xn), (1.5)

где Si (i ∈ [n]) есть двухэлементные подмножества в Q4. Линейный 2-МДР-код в Q2
4

изображён на рис.1c, линейный 2-МДР-код в Q3
4 на рис. 1.4.

В следующих двух предложениях сформулированы элементарные свойства ли-

нейных 2-МДР-кодов.

Предложение 34. ([49])

(a) Линейные 2-МДР-коды образуют класс эквивалентности.

(b) Линейный 2-МДР-код является расщепляемым 2-МДР-кодом.

(c) Дополнение линейного 2-МДР-кода есть линейный 2-МДР-код.

(d) 2-МДР-код S является линейным если и только если найдётся простой 2-МДР-
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код S0 ⊂ S мощности 2n.

(e) Линейный 2-МДР-код однозначно определяется подмножеством всех своих набо-

ров, содержащих не более одного ненулевого элемента.

(f) Число линейных 2-МДР-кодов в Qn
4 равно 2 · 3n.

Дока зат ельст во . (a), (b) и (c) следуют непосредственно из определений.

(d) Необходимость. Согласно п. (a), без потери общности можно считать, что

χS(x1, . . . , xn) ≡ ⊕n
i=1 χ{2,3}(xi). В этом случае S0

def
= {2, 3}×{0, 1}n−1 есть подмноже-

ство S.

Достаточность. По предложению 9, не теряя общности, положим S0 = {2, 3} ×
{0, 1}n−1. Тогда S0 есть подмножество линейного 2-МДР-кода S ′, где χS′(x1, ..., xn) ≡
⊕n

i=1 χ{2,3}(xi). По предложению 30(a) имеем S = S ′.

(e) Действительно, пусть 2-МДР-код S представим в виде (1.5). Обозначив χ0 def
=

χS(0̄) и χi(y)
def
= χS(0, . . . , 0, y, 0 . . . , 0), i ∈ [n], имеем

χS(x1, . . . , xn) ≡ χ0 ⊕
n⊕

i=1

(χi(xi)⊕ χ0), (1.6)

что легко проверить, расписав χS по формуле (1.5).

(f) следует из представления (1.6). Действительно, χ0 можно выбрать двумя спо-

собами, после чего каждую из функций χi, i ∈ [n] – тремя способами, учитывая что

она есть характеристическая функция 2-МДР-кода в Q4 и χi(0̄) = χ0.N

Из представления (1.5) нетрудно видеть, что справедливо

Предложение 35.

(a) Если S ⊂ Qn
4 – линейный 2-МДР-код, то Lk;yS – линейный 2-МДР-код.

(b) Пусть S ⊂ Qn
4 есть 2-МДР-код. Если по какому-либо направлению два слоя S

линейны и совпадают, то S — линейный 2-МДР-код.

Основным результатом данного раздела является следующая лемма, которая пред-

ставляет собой частичное обращение п. (a) и частичное усиление п. (b) предложения

35. В лемме показано, что наличие линейного слоя в расщепляемом 2-МДР-коде

влечёт наличие по тому же направлению слоя, который является дополнением к

первому, “антислоя”.
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Лемма 1. (лемма об антислое [49]) Пусть S ⊂ Qn
4 — двудольный 2-МДР-код и

L = Lk;aS – линейный 2-МДР-код для некоторых k ∈ [n] и a ∈ Q4. Тогда

(a) найдётся такое b ∈ Q4, что Lk;bS = Qn−1
4 \L;

(b) Qn
4\S — двудольный 2-МДР-код.

Перед тем, как приступить к доказательству леммы 1, введём обозначение

¬(α1, α2, . . . , αn) = (α1 ⊕ 1, α2 ⊕ 1, . . . , αn ⊕ 1), где αi ∈ {0, 1} и докажем два вспомо-

гательных предложения.

Предложение 36. Пусть {P1, P2, P3} – разбиение булевого n-мерного куба, n ≥ 4,

на три непустых множества: P1 ∪ P2 ∪ P3 = {0, 1}n. Причём выполнено условие

(*) для каждого k ∈ [n] и каждого b ∈ {0, 1} хотя бы одно множество (слой) из

Lk;bP1, Lk;bP2, Lk;bP3 пустое.

Тогда {P1, P2, P3} = {{ᾱ}, {¬ᾱ}, {0, 1}n\{ᾱ,¬ᾱ}}, где ᾱ ∈ {0, 1}n.

Дока зат ельст во . Обозначим через Ni ⊆ [n] множество координат k, зна-

чения которых не фиксированы в Pi, то есть Lk;0Pi 6= ∅ и Lk;1Pi 6= ∅. Легко видеть,

что, множества N1, N2, N3 попарно не пересекаются (если, к примеру, k ∈ N1 ∩ N2,

то из условия (*) следует Lk;0P3 = ∅ и Lk;1P3 = ∅, что противоречит непусто-

те P3). Тогда из очевидного соотношения 2n =
∑

i |Pi| ≤
∑

i 2
|Ni| вытекает, что

{N1, N2, N3} = {∅,∅, [n]} и {P1, P2, P3} = {{ᾱ}, {β̄}, {0, 1}n\{ᾱ, β̄}}. Из (*) прямо

следует, что β̄ = ¬ᾱ. N

Предложение 37. Пусть S есть 2-МДР-код в Qn
4 , где n ≥ 3, и k ∈ [n]. Пусть P0,

P1, P2, P3 – пересечения четырёх слоёв множества S по k-му направлению с булевым

(n − 1)-кубом, то есть Pi
def
= Lk;iS ∩ {0, 1}n−1. Предположим, что верно одно из двух

утверждений:

(a) n = 3, Pi = {0, 1}2 для некоторого i и Pi 6= ∅ для всех i ∈ {0, 1, 2, 3};
(b) {P0, P1, P2, P3} = {{0, 1}n−1, {ᾱ}, {β̄}, {0, 1}n−1\{ᾱ, β̄}}, где ᾱ ∈ {0, 1}n−1 и β̄ = ¬ᾱ.

Тогда 2-МДР-коды S и Qn
4\S недвудольные.

Дока зат ельст во . (a) Имеется два неэквивалентных случая выбора мно-

жеств Pi. Нетрудно убедиться, что в каждом из случаев любая попытка восстановить
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Рис. 1.5: Иллюстрация к предложению 37

2-МДР-код S приводит к недвудольному 2-МДР-коду с недвудольным дополнением.

(b) Без потери общности можно считать, что k = n, ᾱ = 0n−1, β̄ = 1n−1,

P0 = {0, 1}n−1, P1 = {ᾱ}, P2 = {β̄} и P3 = {0, 1}n−1\{ᾱ, β̄}

(в противном случае, подобрав подходящие перестановку координат и изотопию,

можно рассмотреть эквивалентный 2-МДР-код, удовлетворяющий этим условиям).

Рассуждения будем проводить индукцией по n. База индукции – случай n = 3 – рас-

смотрен в п. (a). Предположим, что предложение верно при n = m−1. Покажем, что

оно выполняется и при n = m. Рассмотрим пересечения слоёв Lk;0S, Lk;1S, Lk;2S,

Lk;3S с “соседним” булевому (n − 1)-мерному кубу {0, 1}n−1 и эквивалентным ему

множеством E
def
= {2, 3} × {0, 1}n−2:

Ri
def
= {2, 3} × {0, 1}n−2 ∩ L1;iS.

Иллюстрации приведены на рис. 1.5.

(*) Мы утверждаем, что множества R0, R1, R2, R3 определены с точностью

до четырёх элементов. Точнее,

R0 = ∅, R1 = E\{ᾱ′}, R2 = E\{β̄′} и R3 = {ᾱ′′, β̄′′}, (1.7)

где ᾱ′, ᾱ′′ ∈ {(2, 0, ..., 0), (3, 0, ..., 0)} и β̄′, β̄′′ ∈ {(2, 1, ..., 1), (3, 1, ..., 1)}. Действительно,

множество {0, 1}n−1∪E разбивается на линии направления 1, проходящие через вер-

шины x̄ ∈ {0}× {0, 1}n−2. Из того, что S есть 2-МДР-код, следует, что каждое такая
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линия содержит две вершины из Pi ∪Ri для любого i ∈ {0, 1, 2, 3}. В частности,

• если такая линия содержит две вершины из Pi, то она не содержит вершин из Ri;

• если она не содержит вершин из Pi, то содержит две вершины из Ri.

В согласии с (1.7) эти два правила определяют все вершины множеств Ri, i = 0, 1, 2, 3,

за исключением четырёх случаев (рис. 1.5a, жирные горизонтальные линии):

• линия, проходящая через (0, 0, ..., 0), содержит ровно одну вершину (0, 0, ..., 0) из

P1,

• линия, проходящая через (0, 0, ..., 0), — ровно одну вершину (1, 0, ..., 0) из P3,

• линия, проходящая через (0, 1, ..., 1) — ровно одну вершину (1, 1, ..., 1) из P2,

• линия, проходящая через (0, 1, ..., 1) – ровно одну вершину (0, 1, ..., 1) из P3.

В каждом из этих случаев есть возможность выбора вершины из Ri для соответству-

ющего i. Этому выбору соответствует выбор вершин α′, α′′, β′, β′′. Утверждение (*)

доказано.

Так как S есть 2-МДР-код, то каждая вершина из E принадлежит ровно двум

множествам Ri. Таким образом, из (1.7) сразу следует, что ᾱ′ = ᾱ′′ и β̄′ = β̄′′. Без

потери общности можно считать, что ᾱ′ = ᾱ′′ = (2, 0, ..., 0). Таким образом, доста-

точно рассмотреть два случая: β̄′ = β̄′′ = (2, 1, ..., 1) (рис. 1.5a) и β̄′ = β̄′′ = (3, 1, ..., 1)

(рис. 1.5b).

1) Случай β̄′ = β̄′′ = (2, 1, ..., 1) (рис. 1.5a). В этом случае мы можем использовать

предположение индукции. Действительно, рассмотрим множество Qn−1
4 \L1;2S. Слои

этого множества по последнему направлению в пересечении с булевым (n−2)-мерным

кубом совпадают с {0, 1}n−2, {(0, ..., 0)}, {(1, ..., 1)} и {0, 1}n−1\{(0, ..., 0), (1, ..., 1)} (см.
рис. 1.5a, пунктир). По предположению индукции 2-МДР-коды Qn−1

4 \L1;2S и L1;2S

недвудольные. Следовательно, Qn
4\S и S также недвудольные.

2) Случай β̄′ = β̄′′ = (3, 1, ..., 1) (рис. 1.5b). В этом случае в графе Γ(S) можно

указать цикл нечётной длины 2n + 3:

(0000...00, 1000...00, 1100...00, 1110...00, · · · , 1111...10︸ ︷︷ ︸
n−1

, 1111...12,

2111...12, 2011...12, 2001...12, · · · , 2000...02︸ ︷︷ ︸
n−1

, 3000...02, 3000...01, 0000...01)

(рис. 1.5b, пунктир), – откуда следует, что этот граф не является двудольным и
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2-МДР-код S недвудольный по определению. Аналогично, нечётный цикл

(2000...00, 3000...00, 3100...00, 3110...00, · · · , 3111...10︸ ︷︷ ︸
n−1

, 3111...12,

0111...12, 0011...12, 0001...12, · · · , 0000...02︸ ︷︷ ︸
n−1

, 1000...02, 1000...01, 2000...01)

в графе Γ(Qn
4\S) доказывает недвудольность 2-МДР-кода Qn

4\S. N

Дока зат ельст во леммы 1. (a) Покажем утверждение по индукции.

Базис индукции – случай n = 2 – тривиален. Пусть утверждение леммы верно для

n = m− 1. Покажем, что оно выполняется при n = m ≥ 3.

Учитывая сохранение свойств расщепляемости и линейности 2-МДР-кода при

изотопии и перестановке переменных, а также предложение 34(d), без потери общ-

ности можно считать, что k = n, a = 0 и линейный 2-МДР-код L содержит {0, 1}n−1.

Пусть множества P0, P1, P2 и P3 определяются как в предложении 37: Pi
def
= {0, 1}n−1∩

Ln;iS.

Нам достаточно показать, что хотя бы одно из множеств P1, P2, P3 пустое, тогда

по предложению 30(b) соответствующий слой 2-МДР-кода S будет дополнением L.

(*) Предположим противное, что ни одно из множеств P1, P2 и P3 непустое.

(**) Мы утверждаем, что тогда множества P1, P2 и P3 удовлетворяют усло-

виям предложения 36. Поскольку S есть 2-МДР-код, его слои по данному направ-

лению составляют двукратное покрытие множества Qn−1
4 , а множества P0, P1, P2 и

P3 – двукратное покрытие множества {0, 1}n−1. Поскольку P0 = {0, 1}n−1, получа-

ем, что P1, P2 и P3 попарно не пересекаются и P1 ∪ P2 ∪ P3 = {0, 1}n−1. Осталось

показать, что для любых r ∈ [n − 1] и b ∈ {0, 1} хотя бы одно множество из Lr;bP1,

Lr;bP2, Lr;bP3 пустое. Это следует из индукционного предположения. Действительно,

2-МДР-код Lr;bS удовлетворяет всем условиям леммы и по предположению индук-

ции найдётся его слой Ln−1;iLr;bS, i ∈ {1, 2, 3}, являющийся дополнением “линейного”

слоя Ln−1;0Lr;bS. Используя предложение 33(b,d) и Ln−1;0Lr;bS ⊃ {0, 1}n−2, получаем

Lr;bPi = Lr;b({0, 1}n−1 ∩ Ln;iS) = {0, 1}n−2 ∩ Lr;bLn;iS = {0, 1}n−2 ∩ Ln−1;iLr;bS = ∅.

Утверждение (**) доказано.
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По предложению 36 множество S удовлетворяет условиям предложения 37. Из

последнего следует, что 2-МДР-код S не двудольный, что противоречит условиям

леммы. Таким образом, предположение (*) неверно и одно из множеств P1, P2 и P3

пустое.

Пусть Pj = ∅. Тогда b = j, {0, 1}n−1 ⊂ L\Ln;bS, откуда Ln;bS = Qn−1
4 \L по

предложению 30(b). Утверждение (a) леммы доказано.

(b) Как было показано в п. (a), по направлению k два слоя 2-МДР-кода S явля-

ются дополнениями друг друга (до Qn−1
4 ). Из определения 2-МДР-кода следует, что

оставшиеся два слоя также есть дополнения друг друга. Таким образом, соответ-

ствующая перестановка слоёв переводит S в его дополнение Qn
4\S, и из двудольности

первого следует двудольность второго. N

Примеры показывают, что условие линейности слоя в лемме 1 является суще-

ственным для наличия в двудольном 2-МДР-коде слоя, дополнительного к данному.

§ 1.2. Разделимость n-арных квазигрупп

Напомним, что n-арной (мультиарной) квазигруппой порядка k называется взаимно

однозначно обратимая по каждой своей переменной n-арная функция f : Qn
k → Qk.

Обращением n-арной квазигруппы f называется отображение f 〈i〉 : Qn
k → Qk,

определяемое тождеством f 〈i〉(x1, . . . , xi−1, f(x), xi+1, . . . , xn) ≡ xi. Из определения

следует, что обращение n-арной квазигруппы является n-арной квазигруппой того

же порядка.

Напомним, что ретрактом размерности m множества B ⊆ Qn
k называется сечение

B′ ⊆ Qm
k множества B, полученное некоторой фиксацией n −m координат, где 1 ≤

m ≤ n− 1.

Рассмотрим произвольную n-арную квазигруппу f . Пусть M ′ — ретракт размер-

ности m, m ≤ n, МДР-кода M〈f〉 ⊂ Qn+1
k . Тогда (m− 1)-квазигруппы Fi〈M ′〉 назы-

ваются ретрактами n-арной квазигруппы f . Из определений вытекает

Предложение 38. Функция является мультиарной квазигруппой тогда и только

тогда, когда все её ретракты являются мультиарными квазигруппами.
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n-Арные квазигруппы f и g называются эквивалентными (изотопными), если эк-

вивалентны (изотопны) МДР-кодыM〈f〉 иM〈g〉. В частности, n-арная квазигруппа

и все её обращения эквивалентны. n-Арные квазигруппы f и g называются главно

изотопными, если существует такая изотопия τ , что f(x) = g(τx).

n-Арная квазигруппа f называется разделимой, если имеются целое число m, 2 ≤
m < n, (n−m+1)-арная квазигруппа h, m-арная квазигруппа g и перестановка

σ ∈ Sn такие, что

f(x1, . . . , xn) ≡ h(g(xσ(1), . . . , xσ(m)), xσ(m+1), . . . , xσ(n)).

Такие представления мультиарных квазигрупп в виде суперпозиции будем назы-

вать нетривиальными. Если h и g можно выбрать так, чтобы σ(i) ≡ i + t mod n,

t ≤ n−m, то f называется приводимой.

При n = 1, 2 все n-арные квазигруппы считаются неразделимыми.

Следующие утверждения непосредственно вытекают из определения разделимой

n-арной квазигруппы.

Предложение 39.Мультиарная квазигруппа f представляется в виде суперпозиции

f(x, y) = g(h(x), y) тогда и только тогда, когда для любых наборов аргументов y, x,

x′ из равенства f(x, 0) = f(x′, 0) следует равенство f(x, y) = f(x′, y).

Дока зат ельст во . Необходимость очевидна. Докажем достаточность. Вы-

делим из набора x первую переменную x1 и определим h(x) = x1, если f(x, 0) =

f(x1, 0, 0). Функция h является мультиарной квазигруппой по определению. Пусть

g(x1, y)
def
= f(x1, 0, y). Имеем

f(x, y) = f(x1, 0, y) = g(x1, y) = g(h(x), y).

N

Предложение 40. (геометрический критерий разделимости). Если n-арная квази-

группа порядка k (n ≥ 3) при произвольной фиксации некоторого набора из m пере-

менных, 2 ≤ m ≤ n − 1, имеет только k различающихся ретрактов, то она является

разделимой.
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Предложение 41. (a) Изотопные n-арные квазигруппы разделимы или нераздели-

мы одновременно. (b) Если n-арная квазигруппа f разделима, то и её обращения f 〈i〉,

i ∈ [n], разделимы.

Таким образом, разделимый МДР-код можно корректно определить как график

разделимой n-арной квазигруппы.

Предложение 42. МДР-код разделим тогда и только тогда, когда его можно пред-

ставить в виде M = {(x, y) | f(x) = g(y)}, где f и g — мультиарные квазигруппы,

имеющие больше одного аргумента.

Теорема 3 ([73]). n-Арную квазигруппу f (n ≥ 2) можно представить в виде су-

перпозиции ровно одним из двух способов: либо

f(x) ≡ q0(q1(x̃1), ..., qm(x̃m)), (1.8)

где qj суть nj-арные квазигруппы при любом j, 1 ≤ j ≤ m, m ≥ 2, q0 есть нераз-

делимая m-арная квазигруппа, не эквивалентная группе, x̃j — некоторые наборы

переменных xi, i ∈ Ij, где {Ij}j=1,...,m — разбиение множества [n] на наборы мощно-

сти n1, . . . , nm; либо

f(x̃1, . . . , x̃m) ≡ q1(x̃1) ∗ ... ∗ qm(x̃m), (1.9)

где ∗ есть ассоциативная квазигрупповая операция, qj суть nj-арные квазигруппы,

1 ≤ j ≤ k, не представимые в виде qj(x̃j) = q′(x̃′j) ∗ q′′(x̃′′j ), x̃j — некоторые наборы

переменных xi, i ∈ Ij, где {Ij}j=1,...,m — разбиение множества [n] на наборы мощности

n1, . . . , nm, m ≥ 2.

Причём в представлениях (1.8) и (1.9) разбиение {Ij}j=1,...,m единственно, m-арная

квазигруппа q0 и квазигрупповая операция ∗ определяются единственным образом

с точностью до эквивалентности и набор мультиарных квазигрупп q1, . . . , qm един-

ственный с точностью до эквивалентности и перестановки элементов.

Равенство n = m в представлении (1.8) означает, n-арная квазегруппа f неразде-

лима. Содержание теоремы 3 состоит в единственности представления. Доказатель-

ство теоремы можно проводить от противного, исходя из того, что при различных

представлениях вида (1.8) различные ретракты оказываются неразделимыми.
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Представление (1.8) (или (1.9)) называется каноническим разложением n-арной

квазигруппы f . Разделимые мультиарные квазигруппы из набора q1, . . . , qm также

могут быть представлены в виде суперпозиции мультиарных квазигрупп от меньшего

числа аргументов и т. д.

Иногда бывает полезно рассматривать представление мультиарной квазигруппы

в виде суперпозиции, в которой неразделимой является внутренняя мультиарная

квазигруппа. Очевидно справедливо следующее

Предложение 43. Любая разделимая n-арная квазигруппа f представима в виде

f(x, y) ≡ f ′(x, f ′′(y)), где f ′ — n1-арная квазигруппа, f ′′ — неразделимая n2-арная

квазигруппа, n1 + n2 = n + 1, 1 < n2 < n.

Найдём число различных разбиений множества из n элементов. Простой ком-

бинаторный подсчёт показывает, что число Fj,m различных разбиений множества

[n] на m подмножеств, из которых mi подмножеств имеет мощность ji, 1 ≤ i ≤ t,

0 < j1 < · · · < jt, удовлетворяет равенству

Fj,m =
n!

(j1!)m1 . . . (jt!)mt

1

m1! . . .mt!
, (1.10)

где m1 + m2 + · · ·+ mt = m, m1j1 + m2j2 + · · ·+ mtjt = n.

Разделимая n-арная квазигруппа f называется полностью разделимой, если все

её ретракты от 3-х и большего числа переменных разделимы.

Корневой операцией n-арной квазигруппы f будем называть m-арную квазигруп-

пу q0, если имеет место представление (1.8), и бинарную операцию ∗, если имеет

место представление (1.9).

Будем говорить, что две n-арные квазигруппы f и g разделимы синхронно, если

они имеют представления вида f(x̃, ỹ) = f1(x̃, f2(ỹ)) и g(x̃, ỹ) = g1(x̃, g2(ỹ)), где набор

переменных ỹ состоит не менее чем из двух переменных.

Ясно, что арность (число аргументов) неразделимого ретракта n-арной квазиг-

руппы f не может быть больше всех арностей неразделимых мультиарных квази-

групп, входящих в представление f в виде многократной суперпозиции. Тогда из

теоремы 3 имеем
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Следствие 4. Если разделимая n-арная квазигруппа f имеет неразделимый ретракт

арности m ≥ 2, который не содержится в неразделимых ретрактах большей арности,

то МДР-код M〈f〉 можно представить в виде

M〈f〉 = {x ∈ Qn+1
k : qm+1(xn+1, x̃m+1) = q0(q1(x̃1), ..., qm(x̃m))}, (1.11)

где qj суть nj-арные квазигруппы при j, 1 ≤ j ≤ m + 1, q0 есть неразделимая m-

арная квазигруппа, x̃j — некоторые наборы переменных xi, i ∈ Ij, где {Ij}j=1,...,m+1

— разбиение множества [n] на наборы мощности n1, . . . , nm+1.

Если представление (1.11) выбрано так, что m+1 есть максимальная размерность

неразделимого ретракта МДР-кода M〈f〉, и среди таких представлений мощность

множества Im+1 выбрана минимально возможной, то представление (1.11) единствен-

но (в смысле, аналогичном сформулированному в теореме 3). Такое представление

будем называть каноническим представлением МДР-кода M〈f〉.
Разделимой n-арной квазигруппе f , имеющей представление (1.8) или (1.9), по-

ставим в соответствие корневое дерево T (f), внутренние вершины которого помечены

операциями, а листья — переменными. Построим дерево рекуррентно. Предположим,

что Tj — дерево, соответствующее функции qj (1 ≤ j ≤ m). Тогда дерево n-арной

квазигруппы f определяется как корень, помеченный операцией q0 (или ∗), с выхо-

дящими из него m рёбрами, причём к j-му ребру присоединено дерево Tj. Пример

дерева некоторой 9-арной квазигруппы приведён на рис. 1.6.

n-Арная квазигруппа f называется приведённой или n-арной лупой (при n = 2

просто лупой), если найдётся такой элемент o ∈ Qk, что для всех i ∈ [n] и a ∈ Qk

имеет место равенство f(o, . . . , o, a, o, . . . , o) = a. Такой элемент o ∈ Qk называет-

ся нейтральным элементом n-арной лупы. Ассоциативная бинарная лупа является

группой.

Для удобства дальнейшего изложения будем считать, что нейтральным элемен-

том рассматриваемых n-арных луп является 0 ∈ Qk. Перестановку (1-арную квазиг-

руппу) τ : Qk → Qk будем называть приведённой, если τ(0) = 0.

Предложение 44 ([49]). Пусть h : Qn
k → Qk есть n-арная квазигруппа; тогда най-

дётся единственная изотопия (τ0, τ1, . . . , τn), где τ0 = (0, a), a ∈ Qk, и перестановки
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Рис. 1.6: Дерево T (f), где f(x1, . . . , x9) ≡ (ψ(x1, x2, (x3?x4))¦((x5∗x6)?(x7∗(x8?x9))).

τ1, . . . , τn : Qk → Qk приведённые такая, что

h(x̄) ≡ τ0g(τ1x1, τ2x2, . . . , τnxn), (1.12)

где g – приведённая n-арная квазигруппа, x̄ = (x1, x2, . . . , xn)

Используя предложение 44, нетрудно показать, что если n-арная квазигруппа f

является приведённой, то nj-арные квазигруппы qj в канонических представлениях

(1.8) и (1.9) можно выбрать приведёнными. В этом случае nj-арные квазигруппы qj

в канонических представлениях (1.8) и (1.9) определяются единственным образом с

точностью до перестановки переменных внутри разбиений Ij.

Далее будет доказано, что исходя из некоторой информации о разделимости ре-

трактов n-арной квазигруппы, можно сделать вывод о разделимости самой квазиг-

руппы.
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В следующем предложении приведено представление разделимой квазигруппы

через её ретракты.

Предложение 45 ([148]). Пусть h и g — (n−m+1)-арная и m-арная квазигруппы,
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ō ∈ Qm−1
k , θ̄ ∈ Qn−m

k и

f(x, ȳ, z̄) ≡ h(g(x, ȳ), z̄),

h0(x, z̄)
def
= f(x, ō, z̄), g0(x, ȳ)

def
= f(x, ȳ, θ̄), δ(x)

def
= f(x, ō, θ̄), (1.13)

где x ∈ Qk, ȳ ∈ Qm−1
k , z̄ ∈ Qn−m

k . Тогда

f(x, ȳ, z̄) ≡ h0(δ
−1(g0(x, ȳ)), z̄). (1.14)

Дока зат ельст во . Из равенств (1.13) имеем

h0(·, z̄) ≡ h(g(·, ō), z̄), g0(x, ȳ) ≡ h(g(x, ȳ), θ̄), δ−1(·) ≡ g−1(h−1(·, θ̄), ō).

Подставляя эти представления для функций h0, g0 и δ−1 в (1.14), получаем требуемое.

N

Пусть множество An
k(s) ⊂ Qn

k состоит из всех наборов, в которых не более s

элементов не равны 0.

Лемма 2 ([148]). Пусть q, f : Qn
k → Qk — разделимые n-арные квазигруппы, n ≥ 4.

Предположим, что для всех ā ∈ An
k(n− 1) справедливо равенство

q(ā) = f(ā). (1.15)

Тогда q(x̄) = f(x̄) для всех x̄ ∈ Qn
k .

Доказательство. Применим метод индукции по n. При n = 4 достаточно пе-

ребрать все возможные представления q и f в виде суперпозиций и, применяя пред-

ложение 45, убедиться в справедливости утверждения леммы.

Пусть n > 4 и для (n − 1)-арных квазигрупп утверждение доказано. Нетрудно

видеть, что возможно выбрать аргумент так, чтобы при любой его фиксации полу-

ченные ретракты функций q и f были разделимы. Поскольку эти ретракты удовле-

творяют предположению индуции при n− 1, они равны. Тогда n-арные квазигруппы

q и f совпадают. N

Следствие 5. Если n-арная квазигруппа f : Qn
k → Qk не содержит неразделимых

ретрактов арности большей чем m, n > m > 2, то она однозначно восстанавливается

по своим значениям на An
k(m).
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Замечание 4. По своим значениям на множестве An
k(2) полностью неразделимая

n-арная квазигруппа, вообще говоря, не восстанавливается. Например, разделимые

3-квазигруппы q(x1, x2, x3) ≡ (x1 ∗ x2) ∗ x3 и f(x1, x2, x3) ≡ x1 ∗ (x2 ∗ x3), где ∗ есть

бинарная операция с нейтральным элементом 0 (т. е. лупа) совпадают при x1 = 0,

x2 = 0 или x3 = 0; однако не равны в случае, когда операция ∗ не ассоциативна.

С другой стороны частичную n-арную квазигруппу с полностью разделимыми

опорными ретрактами можно дополнить до всюду определённой полностью разде-

лимой n-арной квазигруппы. А именно, справедлива

Лемма 3 ([154]). Предположим, что все главные 3- и 4-арные ретракты n-арной

квазигруппы f являются разделимыми. Тогда найдётся полностью разделимая n-

арная квазигруппа φf , которая совпадает с f на множестве An
k(3).

Доказательство леммы 3 основано на построении дерева разложения полностью

разделимой n-арной квазигруппы по известным деревьям разложения 3-арных ре-

трактов.

Из лемм 2 и 3 непосредственно следует

Следствие 6 ([154]). Пусть все главные 3- и 4-арные ретракты разделимой n-арной

квазигруппы f (n ≥ 5) разделимы. Тогда n-арная квазигруппа f полностью разде-

лима.

Доказательство леммы 3 было опубликовано в работе [150] как часть доказа-

тельства характеризационной теоремы 7 для n-арных квазигрупп порядка 4. Затем

утверждение удалось обобщить на случай произвольного порядка (см. [154]). При

обобщении на произвольный порядок доказательства леммы 3 пришлось отказаться

от удобного изложения в терминах графов. Случай порядка 4 оказывается проще,

поскольку все 2-квазигруппы являются изотопами коммутативных групп, таким об-

разом, нет необходимости рассматривать неассоциативные 2-квазигруппы и неком-

мутативные группы.

Пусть f : Qn
k → Qk — n-арная квазигруппа. Если найдётся подмножество Ω ⊂ Qk,

для которого f |Ωn ⊆ Ω, то функция g = f |Ωn является n-арной квазигруппой порядка

|Ω|. Функцию g будем называть подквазигруппой n-арной квазигруппы f . Функцию
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g можно также рассматривать как дополняемую частичную n-арную квазигруппу

порядка k.

Замечание 5. Из разделимости n-арной квазигруппы следует разделимость её под-

квазигруппы.

Предложение 46 ([148]). Для любого n ≥ 3, k и k′ ≤ bk/2c найдётся разделимая

n-арная квазигруппа порядка k, имеющая подквазигруппу порядка k′.

Дока зат ельст во . При n = 2 из теоремы 17 (Райзера) о латинских квад-

ратах сразу следует утверждение: для любого k и k′ ≤ bk/2c и любой 2-квазигруппы

ϕ порядка k′ найдётся 2-квазигруппа ψ порядка k, имеющая подквазигруппу ϕ.

Рассмотрим n-арные квазигруппы f(x1, . . . , xn) = ψ(x1, ψ(x2, . . . ψ(xn−1, xn) . . . ) и

g(x1, . . . , xn) = ϕ(x1, ϕ(x2, . . . ϕ(xn−1, xn) . . . ). Нетрудно видеть, что g есть подквазиг-

руппа n-арной квазигруппы f . N

Непосредственно из определений следует

Предложение 47 ([148]). Пусть n-арная квазигруппа q : Qn
k → Qk имеет подква-

зигруппу g : Ωn → Ω, g = q|Ωn , Ω ⊂ Qn
k . Пусть h : Ωn → Ω — n-арная квазигруппа.

Тогда функция f , заданная равенствами

f(x̄)
def
=





h(x̄), если x̄ ∈ Ωn

q(x̄), если x̄ 6∈ Ωn,

(1.16)

является n-арной квазигруппой порядка k.

Говорят, что n-арная квазигруппа f получена из n-арной квазигруппы q свит-

чингом подквазигруппы g.

Очевидно, что для любого n имеется две n-арные квазигруппы порядка 2 (счёт-

чик чётности). По предложению 16 n-арные квазигруппы порядка 3 составляют

единственный класс эквивалентности, включающий соответствующую итерирован-

ную группу. При n = 1, 2 все n-арные квазигруппы неразделимы по определению.

Покажем, что в остальных случаях имеются неразделимые n-арные квазигруппы.

Теорема 4 ([148]). При любых n ≥ 3 и k ≥ 4 существует неразделимая n-арная

квазигруппа порядка k.

56



Дока зат ельст во . По предложению 46 можно построить разделимую n-

арную квазигруппу q : Qn
k → Qk порядка k с подквазигруппой g : {0, 1}n → {0, 1}

порядка 2. Пусть h = g⊕ 1 — n-арная квазигруппа порядка 2 и n-арная квазигруппа

f получена из q свитчингом по формуле (1.16). При n ≥ 4 n-арная квазигруппа f

неразделима по лемме 2. При n = 3 n-арная квазигруппа f неразделима по предло-

жению 40. N

Из замечания 5 следует справедливость предыдущего утверждения и для n-арных

квазигрупп бесконечного порядка.

Сформулируем критерий разделимости n-арной квазигруппы в терминах разде-

лимости её ретрактов.

Теорема 5 ([154]). Пусть f — неразделимая n-арная квазигруппа, n ≥ 4. Тогда f

имеет неразделимый (n−1)-арный или (n−2)-арный ретракт. Более того, если поря-

док n-арной квазигруппы f конечный и простой, то f имеет неразделимый (n−1)-

арный ретракт.

Другими словами, если все (n−1)- и (n−2)-арные ретракты n-арные квазигруппы

разделимы, то сама n-арная квазигруппа также разделима. Для разделимости n-

арной квазигруппы простого конечного порядка достаточно разделимости всех ее

(n− 1)-арных ретрактов.

Обозначим через κ(f) максимальную арность неразделимого ретракта n-арной

квазигруппы f . Доказательство теоремы 5 в соответствии со значением параметра

κ(f) разделяется на три случая, которые можно сформулировать в виде лемм.

Случай κ = 2 рассмотрен в следствии 6 даже с более слабой посылкой: достаточно

разделимости только 3- и 4-арных ретрактов.

Лемма 4 (случай 3 ≤ κ ≤ n − 3, [147]). Если κ(f) ∈ {3, . . . , n − 3}, то n-арная

квазигруппа f разделима.

Доказательство леммы состоит из трёх частей. На первом этапе нужно показать,

что ретракты, полученные любой фиксацией некоторых n − κ переменных, эквива-

лентны. На втором этапе нужно показать, что ретракты большей арности разделимы

синхронно, поскольку в противном случае найдётся неразделимый ретракт арности,
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большей чем κ. На последнем этапе достаточно показать, что n-арная квазигруппа,

составленная из синхронно разделимых ретрактов малой арности, является разде-

лимой, когда все ретракты размерности на 1 и на 2 большей чем κ, разделимы.

Наконец, последняя лемма расширяет диапазон достаточных для разделимости

значений κ для простых порядков.

Лемма 5 (случай κ = n − 2, [154]). Пусть n ≥ 4. Если n-арная квазигруппа

f конечного простого порядка имеет неразделимый (n−2)-арный ретракт, а все ее

(n−1)-арные ретракты разделимы, то f — разделимая.

Существенная разница (в данном контексте) случая простого порядка k от непро-

стого состоит в справедливости следующего утверждения.

Предложение 48 ([154]). Пусть f — 2-квазигруппа простого порядка k. Если най-

дутся нетождественные перестановки ν, µ : Qk → Qk такие, что либо f(µ(x), ν(y)) ≡
f(x, y), либо f(µ(x), y) ≡ ν(f(x, y)), либо f(x, ν(y)) ≡ µ(f(x, y)), то

(a) µ и ν являются циклами на k элементах;

(b) 2-квазигруппа f изотопна циклической группе Zk.

Доказательство леммы 5 в целом аналогично доказательству леммы 4 за исклю-

чением того, что для обоснования синхронной разделимости ретрактов размерности

n− 1 применяется предложение 48. Случай n = 4 в лемме 5 приходится рассматри-

вать отдельно из-за тривиальности ретрактов размерности n− 3.

Как следует из статьи Д.С.Кротова [145] для любой четной арности n ≥ 4 и любо-

го порядка q = 4k существует неразделимая n-арная квазигруппа, все (n− 1)-арные

ретракты которой разделимы. Таким образом, последнее утверждение теоремы 5 не

может быть расширено на все порядки. Однако, в случае нечётного n или составного

порядка q 6≡ 0 mod 4 вопрос о том, следует ли из разделимости всех (n − 1)-арных

ретрактов разделимость самой n-арной квазигруппы, остается нерешенным.

Сформулированные выше признаки разделимости использованы для характери-

зации интересного подкласса класса n-арных квазигрупп порядков 5 и 7. Будем го-

ворить, что n-арная квазигруппа порядка k сублинейная, если все ее бинарные ре-

тракты изотопны циклической группе Zk.
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Теорема 6 ([154]). Все сублинейные n-арные квазигруппы порядка 5 разделимы

при n ≥ 4. Все сублинейные n-арные квазигруппы порядка 7 разделимы при n ≥ 3.

Замечание 6. Существует пример неразделимой сублинейной 3-квазигруппы по-

рядка 5.

Кроме того, теорема 5 применяется для конструктивной характеризации n-арных

квазигрупп порядка 4.

§ 1.3. n-Арные квазигруппы порядка 4

Известно (см., например, [4]), что все 2-квазигруппы порядка 4 изотопны либо груп-

пе Z2 × Z2, либо группе Z4. Всюду далее будем полагать, что нейтральный элемент

0 ∈ Q4 зафиксирован. Все 2-квазигруппы, изотопные Z2×Z2, можно перевести глав-

ной изотопией в группу Z2 × Z2 (с 0 ∈ Q4 в качестве нейтрального элемента). 2-

Квазигруппы, изотопные группе Z4, образуют относительно главной изотопии три

класса эквивалентности (класс определяется тем, какой элемент группы 1, 2 или 3

имеет порядок два). В дальнейшем под групповой операцией на множестве Q4 будем

подразумевать одну из четырёх перечисленных.

Напомним, что 2-МДР-код S ⊂ Qn
4 называется линейным, если

χS(x1, . . . , xn) ≡ χS1(x1)⊕ χS2(x2)⊕ · · · ⊕ χSn(xn), (1.17)

где ⊕ есть сложение по модулю 2 и Si, i ∈ [n], являются двухэлементными подмно-

жествами в Q4.

В выражении (1.17) любая из функций χSj
(xj) может быть заменена на χQ4\Sj

(xj)⊕
1. Для определённости из двух множеств Sj и Q4 \ Sj будем выбирать то, кото-

рое содержит 0. Таким образом, каждый линейный 2-МДР-код S ⊂ Qn
4 , χS(x̄) ≡

δ ⊕
n⊕

j=1

χ{0,αj}(xj), определяется чётностью δ ∈ {0, 1} и упорядоченным набором

(α1, . . . , αn) ∈ Qn
4 , который будем называть характеристикой 2-МДР-кода S.

МДР-код M〈f〉 будем называть: полулинейным, если он содержится в линей-

ном 2-МДР-коде; a-полулинейным, если он содержится в линейном 2-МДР-коде с

характеристикой (a, . . . , a) и δ = 1, т. е. M〈f〉 ⊂ S, где χS(x̄) = 1 ⊕
n⊕

i=1

χ{0,a}(xi);
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анти-a-полулинейным, если M〈f〉 ⊂ S, где χS(x̄) =
n⊕

i=1

χ{0,a}(xi). МДР-код M〈f〉
будем называть линейным, если имеется более одного линейного 2-МДР-кода, содер-

жащего M〈f〉. В перечисленных случаях n-арная квазигруппа f также называет-

ся полулинейной, a-полулинейной, анти-a-полулинейной и линейной соответственно.

Полулинейная 3-квазигруппа, изображена на рис.1.2.

Две полулинейные n-арные квазигруппы f и g будем называть противоположны-

ми, если χSa,b〈f〉 = χSa,b〈g〉⊕1 для некоторых a, b ∈ Q4, где Sa,b〈f〉 = Ma〈f〉∪Mb〈f〉 —
линейный 2-МДР-код. В частности, a-полулинейная и анти-a-полулинейная n-арные

квазигруппы являются противоположными.

Следующие утверждения, являющиеся непосредственным следствием определе-

ний, имеются в [49] и [150].

Предложение 49. Из четырёх бинарных луп порядка 4 одна (изоморфная группе

Z2×Z2) является линейной, а три остальных 1-, 2- и 3- полулинейными соответствен-

но.

Предложение 50 ([49]).

(a) Ретракты полулинейной n-арной квазигруппы являются полулинейными.

(b) Ретракты a-полулинейной n-арной квазигруппы являются a-полулинейными

или анти-a-полулинейными.

(c) Обращения полулинейной (линейной) n-арной квазигруппы относительно лю-

бой переменной полулинейны (линейны).

(d) Любая полулинейная n-арная квазигруппа главно изотопна a-полулинейной

n-арной лупе для некоторого a ∈ Q4.

Предложение 51 ([49]).

(a) n-Арная квазигруппа f является полулинейной тогда и только тогда, когда

найдутся такие a, b ∈ Q4, что 2-МДР-код Sa,b〈f〉 — линейный.

(b) 2-МДР-коды Sa,b〈f〉 линейны для всех a, b ∈ Q4, a 6= b, если найдутся различ-

ные a, b, c ∈ Q4 такие, что 2-МДР-коды Sa,b〈f〉 и Sa,c〈f〉 являются линейными.

(c) n-Арная квазигруппа f является линейной тогда и только тогда, когда для

всех a, b ∈ Q4, a 6= b, 2-МДР-код Sa,b〈f〉 — линейный.
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(d) Любая линейная n-арная квазигруппа f представима в виде

f(x1, . . . , xn) ≡ π1(x1) + · · ·+ πn(xn), (1.18)

т. е. изотопна n-арной квазигруппе `0(x)
def
= x1 + x2 + · · · + xn, где + — групповая

операция в Z2 × Z2 и πi — перестановки Q4.

(e) Пусть q — полулинейная m-арная квазигруппа 2 ≤ m. Тогда композиция

`0(x, q(y)) является полулинейной квазигруппой.

Из предложения 44 следует, что справедливо

Предложение 52. Пусть f —разделимая a-полулинейная n-арная лупа, тогда f

можно представить как суперпозицию вида (1.8) или (1.9) a-полулинейных луп.

Элементы группы (Q4, +) удобно представлять в виде двумерных двоичных век-

торов (µ1, µ2), µi ∈ {0, 1} с естественным отождествлением 0 = (0, 0), 1 = (1, 0), 2 =

(0, 1), 3 = (1, 1), причём (µ1, µ2)+ (ν1, ν2) = (µ1 ⊕ ν1, µ2 ⊕ ν2). Пусть S ⊂ Qn
4 — линей-

ный 2-МДР-код с характеристикой (1, . . . , 1). Тогда

S = {((µ1
1, µ

2
1), . . . , (µ

1
n, µ

2
n)) :

n⊕
i=1

µ2
i = δ},

где δ ∈ {0, 1}. Из определения 1-полулинейности ясно, что любой 1-полулинейный

МДР-код M ⊂ S можно представить в виде

M = {((µ1
1, µ

2
1), . . . , (µ

1
n, µ2

n)) :
n⊕

i=1

µ2
i = δ,

n⊕
i=1

µ1
i = λM(µ2

1, . . . , µ
2
n)}, (1.19)

где λM — некоторая булева функция, определённая на множестве

En
δ = {(µ2

1, . . . , µ
2
n) :

n⊕
i=1

µ2
i = δ} булевых векторов чётности δ. И наоборот, множество,

удовлетворяющее равенству (1.19), является 1-полулинейным МДР-кодом.

Из перечисленных выше свойств видно, что каждая полулинейная n-арная ква-

зигруппа однозначно задаётся булевой функцией и изотопией, переводящей её в 1-

полулинейную.

Имеется следующий критерий разделимости полулинейных n-арных квазигрупп.

Предложение 53. (лемма 1, [145]). Пусть МДР-код M удовлетворяет равенству

(1.19). Тогда МДР-код M разделим, если и только если функция λM представима в

виде λM(µ′, µ′′) ≡ λ′(µ′)⊕ λ′′(µ′′) и наборы µ′ и µ′′ содержат более одной переменной.
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Главное утверждение в теории n-арных квазигрупп порядка 4 заключается в сле-

дующем.

Теорема 7 ([150]). Каждая n-арная квазигруппа порядка 4 является разделимой

или полулинейной.

Теорема 7 обеспечивает конструктивную характеризацию множества n-арных ква-

зигрупп порядка 4. Действительно, каждой n-арной квазигруппе по теореме 3 соот-

ветствует единственное дерево разложения с приписанными к каждой вершине дере-

ва неразделимыми, а значит, по теореме 7, полулинейными n-арными квазигруппами.

Для неразделимой n-арной квазигруппы дерево будет состоять только из корня. От-

метим, что как видно из предложения 53, полулинейная n-арная квазигруппа может

быть разделимой.

Доказательство теоремы 7 так же, как и доказательство теоремы 5, разделяется

на случаи в зависимости от величины κ(f) — максимальной размерности нераздели-

мого ретракта рассматриваемой n-арной квазигруппы f .

При 2 ≤ κ(f) ≤ n− 3 утверждение теоремы 7 следует из теоремы 5.

При n − 2 ≤ κ(f) ≤ n − 1 в доказательстве теоремы 7 используется математиче-

ская индукция: предполагается, что неразделимые m-арные квазигруппы являются

полулинейными при m < n. Требуемое следует из двух лемм 6 и 7.

Лемма 6 (случай κ = n − 2, [150]). Пусть n ≥ 5. Если n-арная квазигруппа f

порядка 4 имеет полулинейный неразделимый (n−2)-арный ретракт и все ее (n−1)-

арные ретракты разделимые, то f является разделимой или полулинейной.

Доказательство леммы 6 подобно доказательству леммы 5, причём в качестве

признака неразделимости полулинейной n-арной квазигруппы используется предло-

жение 39, а роль предложения 48 играет

Предложение 54. Пусть s и t есть 2-квазигруппы. Положим si(x)
def
= s(x, i) и ti(x)

def
=

t(x, i). Пусть s0 = t0 = id и пусть для каждого i либо tis
−1
i = id, либо tis

−1
i =

π = (0, 1)(2, 3). Тогда либо s ≡ t, либо для некоторой перестановки φ 2-квазигруппа

s(x, φy) является 1-полулинейной.

Главной частью доказательства теоремы 7 является рассмотрение случая κ(f) =
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n − 1. Именно трудность рассмотрения случая κ(f) = n − 1 не позволяет получить

характеризацию n-арных квазигрупп порядков, больших 4.

Лемма 7 (случай κ = n − 1, [49, лемма 4]). Если n-арная квазигруппа f поряд-

ка 4 имеет полулинейный (n − 1)-арный ретракт, то она является разделимой или

полулинейной.

Доказательство леммы 7 основано на лемме 1 об антислое и лемме 8 о связи между

разложимостью 2-МДР-кода и разделимостью МДР-кода, содержащегося в этом 2-

МДР-коде. Лемму 1 о линейном антислое можно переформулировать следующим

образом:

Пусть f — n-арная квазигруппа порядка 4, f ′ = f |xi=c — некоторый полулинейный

(n− 1)-арный ретракт f и S = S0,1〈f ′〉 — линейное множество. Тогда имеется такой

d ∈ Q4, что ретракт f ′′ = f |xi=d противоположен ретракту f ′, т. е. S0,1〈f ′′〉 = Qn
4 \

S0,1〈f ′〉.

Лемма 8 ([146]). Пусть МДР-код C полностью лежит в некотором 2-МДР-коде

S ⊂ Qn
4 . Тогда C может быть представлен следующим образом:

C = {(x1, . . . , xn) | (g1(x̃1), . . . , gm(x̃m)) ∈ BC}, (1.20)

C = {(x1, . . . , xn) | (x̃j, yj) ∈ Cj, j = 1, . . . , m; (y1, . . . , ym) ∈ BC}, (1.21)

где

• x̃j = (xij,1
, . . . , xij,nj

),

• BC ⊂ Qm
4 — полулинейный МДР-код,

• Cj ⊂ Q
nj+1
4 — некоторый МДР-код,

• отображение gj : Q4
nj → Q4 является nj-арной квазигруппой, j ∈ [m],

• числа m, nj, ij,s для МДР-кода S определяются теоремой 2.

Дока зат ельст во . Легко видеть, что равенства (1.20) и (1.21) эквивалент-

ны, если Cj = {(z̃, gj(z̃)) | z̃ ∈ Q
nj

4 }.
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Докажем равенство (1.20). Если m = 1, то утверждение тривиально. Предполо-

жим, что m > 1. По теореме 2(c), графы ΓSj и Γ(Q
nj

4 \Sj) двудольные (множества Sj

определены в теореме 2(a)). Для каждого j ∈ [m] можно легко определить nj-арную

квазигруппу gj такую, что множество ее нулей и единиц совпадает с Sj. Точнее, опре-

делим множество нулей gj как долю графа ΓSj, множество единиц как другую долю

ΓSj; множество двоек как долю графа Γ(Q
nj

4 \Sj), и множество троек как другую

долю Γ(Q
nj

4 \Sj), т. е.

χSj
(x̃j) ≡ χ{0,1}(gj(x̃j)). (1.22)

Определим линейный 2-МДР-код D ⊂ Qm
4 равенством

χD(y1, . . . , yk)
def
= χ{0,1}(y1)⊕ . . .⊕ χ{0,1}(ym)⊕ δ. (1.23)

Пользуясь (1.22) и (1.23), мы можем переписать равенство (1.4) следующим образом:

S = {(x1, . . . , xn) | (g1(x̃1), . . . , gm(x̃m)) ∈ D}.

Если B ⊂ D является МДР-кодом, то множество

{(x1, . . . , xn) | (g1(x̃1), . . . , gm(x̃m)) ∈ B} ⊂ S

также является МДР-кодом. 2-МДР код D имеет 22m−1 подмножеств — МДР-кодов

(все они полулинейны). Получаем, что 22m−1 различных МДР-кодов — подмножеств

множества S представимы в виде (1.20).

С другой стороны, по теореме 2(b) множество S является объединением 2m−1 про-

стых унитрейдов. По предложению 4(a) имеется ровно 22m−1 подмножеств S, кото-

рые являются МДР-кодами. Следовательно, все эти МДР-коды имеют представление

(1.20), и код C — один из них (где B = BC). N

Если МДР-код C в гиперкубе произвольного порядка представим в виде (1.20),

то при 2 < m < n или при наличии двух наборов переменных x̃j мощности, большей

двух, он разделим по предложению 42. В случае m = n МДР-код C полулинеен.

Отметим, что представление вида (1.20) при m = 2 имеется для любого МДР-кода.

Из леммы 8 следует, что если 2-МДР-код S содержит более четырёх МДР-кодов (а

значит, не менее восьми), то все эти МДР-коды разделимы.
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Предложение 55 ([49]). Пусть q есть n-арная квазигруппа и частичная n-арная

квазигруппа g
def
= q|Qn−1

4 ×{0,1} имеет более двух продолжений до всюду определённой

n-арной квазигруппы. Тогда n-арная квазигруппа q разделима или полулинейна.

Дока зат ельст во . Действительно, рассмотрим 2-МДР-код S, определён-

ный равенством S
def
= M〈q〈n〉〉 ∪ M〈πq〈n〉〉, где перестановка π определена в пред-

ложении 54. Для любого продолжения f частичной n-арной квазигруппы g имеем

(f 〈n〉)−1{0, 1} = (q〈n〉)−1{0, 1} и (f 〈n〉)−1{2, 3} = (q〈n〉)−1{2, 3}. ТогдаM〈f 〈n〉〉 ⊂ S. Сле-

довательно, S содержит более 4-x МДР-кодов и все они разделимы или полулинейны

по лемме 8.N

Дока зат ельст во леммы 7. Пусть q есть n-арная квазигруппа и най-

дётся α ∈ Q4, такое что ретракт qα = q|xn=α полулинеен. Тогда 2-МДР-код Sa,b(qα) –

линейный при некоторых a, b ∈ Q4. Рассмотрим Sa,b(q). По лемме 1 найдётся β ∈ Q4,

β 6= α такое, что Sa,b(qβ) = Qn−1
4 \Sa,b(qα), т. е. (n− 1)-арная квазигруппа qβ является

полулинейной. Без ограничения общности можно положить {a, b} = {α, β} = {0, 1}.
Функции f и f ′, определенные следующими равенствами:

f(x1, . . . , xn−1, 0)
def
= q(x1, . . . , xn−1, 0), f(x1, . . . , xn−1, 1)

def
= q(x1, . . . , xn−1, 1),

f(x1, . . . , xn−1, 2)
def
= πq(x1, . . . , xn−1, 0), f(x1, . . . , xn−1, 3)

def
= πq(x1, . . . , xn−1, 1),

f ′(x1, . . . , xn−1, 0)
def
= q(x1, . . . , xn−1, 0), f ′(x1, . . . , xn−1, 1)

def
= q(x1, . . . , xn−1, 1),

f ′(x1, . . . , xn−1, 2)
def
= πq(x1, . . . , xn−1, 1), f ′(x1, . . . , xn−1, 3)

def
= πq(x1, . . . , xn−1, 0),

являются полулинейными продолжениями частичной n-арной квазигруппы g.

В заключении заметим, что q либо совпадает с f или f ′, и тогда q полулинейна,

либо g имеет более двух продолжений (q, f , f ′), и тогда q полулинейна или разделима

по предложению 55. N

Одним из следствий характеризационной теоремы 7 является свитчинговая экви-

валентность n-арных квазигрупп порядка 4.

Теорема 8 ([35]). Для любого n ∈ N все n-арные квазигруппы порядка 4 c.-эквива-

лентны.
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Для доказательства теоремы нам понадобятся следующие простые утверждения.

Предложение 56 ([35]). Пусть q есть m-арная квазигруппа, h и `— c.-эквивалент-

ные n-арные квазигруппы. Тогда квазигруппы h(x, q(y)) и `(x, q(y)) c.-эквивалентны.

Дока зат ельст во . Пусть квазигруппа ` получается из квазигруппы h свит-

чингом {a, b}-компоненты S. Нетрудно видеть, что S = {x ∈ Qn
4 | h(x) 6= `(x)}. Тогда

множество S ′ = {(x, y) ∈ Qn+m−1
4 | h(x, q(y)) 6= `(x, q(y))} является {a, b}-компонентой

квазигруппы h(x, q(y)), и квазигруппа `(x, q(y)) получается из h(x, q(y)) свитчингом

S ′. Из определения c.-эквивалентности получаем требуемое. N

Предложение 57 ([35]). Для любого n ∈ N все линейные n-арные квазигруппы

c.-эквивалентны.

Дока зат ельст во . Покажем, что если n-арная квазигруппа g представи-

ма в виде (1.18), то квазигруппа f , полученная заменой любой перестановки πi на

тождественную, c.-эквивалентна g. Поскольку операция + сложения в Z2 × Z2 ком-

мутативна и ассоциативна, мы без потери общности можем считать, что i = 1. Имеем

g(x1, y) = `π1(x1, q(y)) и f(x1, y) = `(x1, q(y)), где `(x, z) = x + z, `π1(x, z) = π1(x) + z

и q(x2, . . . , xn) ≡ π2(x2) + · · · + πn(xn). Поскольку бинарные квазигруппы ` и `π1

c.-эквивалентны (что проверяется непосредственно для любой перестановки π1), из

предложения 56 получаем c.-эквивалентность g и f .

Таким образом, оставаясь в рамках класса c.-эквивалентности, мы можем, начи-

ная с любой линейной n-арной квазигруппы вида (1.18), заменить одну за другой все

перестановки πi, i = 1, . . . , n, на тождественные. N

Предложение 58 ([35]). Для любого n ∈ N каждая полулинейная n-арная квазиг-

руппа c.-эквивалентна некоторой линейной.

Дока зат ельст во . Сначала рассмотрим две n-арные квазигруппы f и g

такие, что множества Sa,b(f) и Sa,b(g) совпадают. Покажем, что f и g получаются

одна из другой свитчингами {a, b}- и {c, d}-компонент, где {c, d} = Q4 \ {a, b}.
Рассмотрим функцию h : Qn

4 → Q4, совпадающую с f на множестве Sa,b(f) и с

g на множестве Sc,d(f). Очевидно, что h является квазигруппой. Множество Dc,d =

{x ∈ Q4 | |f(x) 6= h(x)} обязано быть {c, d}-компонентой, откуда следует c.-экви-
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валентность f и h. Аналогично, g получается из h свитчингом {a, b}-компоненты.
Таким образом, c.-эквивалентность f и g доказана.

Осталось заметить, что для любого множества Sa,b(f), удовлетворяющего (1.17),

можно подобрать такие перестановки π1, . . . , πn, что линейная квазигруппа g, за-

даваемая тождеством (1.18), будет удовлетворять равенству Sa,b(g) = Sa,b(f). Это

означает, что каждая полулинейная квазигруппа c.-эквивалентна некоторой линей-

ной. N

Дока зат ельст во т ео р емы 8. Докажем индукцией по n, что любая n-

арная квазигруппа c.-эквивалентна некоторой линейной. При n = 1, 2 утверждение

проверяется непосредственно. Предположим, что утверждение доказано для n-арных

квазигрупп при всех n < r, и докажем его для n = r. Рассмотрим произвольную n-

арную квазигруппу f . Из теоремы 7 следует, что квазигруппа f либо полулинейна и

тогда по предложению 58 c.-эквивалентна линейной квазигруппе, либо разделима и

тогда может быть представлена в виде

f(x1, . . . , xn) ≡ h(q(xσ(1), . . . , xσ(m)), xσ(m+1), . . . , xσ(n)),

где квазигруппа q неразделима и, следовательно, полулинейна. По предположению

индукции мультиарная квазигруппа h c.-эквивалентна линейной квазигруппе `. То-

гда по предложению 56 квазигруппа f c.-эквивалентна g, где

g(x1, . . . , xn) ≡ `(q(xσ(1), . . . , xσ(m)), xσ(m+1), . . . , xσ(n)).

По предложению 51(e) квазигруппа g полулинейна, и по предложению 58 она c.-эк-

вивалентна линейной квазигруппе, что завершает индуктивный шаг доказательства.

Теперь с.-эквивалентность всех n-арных квазигрупп порядка 4 следует из пред-

ложения 57.N

Более того, в [35] доказано

Замечание 7. Любые две n-арные квазигруппы порядка 4 можно преобразовать

друг в друга последовательными свитчингами {0, 1}-, {0, 2}- и {2, 3}-компонент.
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§ 1.4. Число n-арных квазигрупп

Напомним, что n-арная квазигруппа f называется приведённой или n-арной лу-

пой, если для всех i ∈ [n] и a ∈ Qk имеет место равенство f(0, . . . , 0, a
i
, 0, . . . , 0) = a.

Пусть Nmds(n, k)—число n-арных квазигрупп порядка k и N ′(n, k)—число n-арных

луп порядка k. Имеем следующий простой и хорошо известный факт:

Предложение 59. Nmds(n, k) = k · ((k − 1)!)nN ′(n, k).

Из предложения 16 имеем

Предложение 60 (см.[163]). N ′(n, 2) = N ′(n, 3) = 1.

Перейдём к рассмотрению вопроса о числе n-арных квазигрупп порядка 4. Обо-

значим через `a
n мощность множества a-полулинейных n-арных луп и через `n мощ-

ность множества полулинейных n-арных луп.

Мощность множества полулинейных n-арных луп легко вычисляется из представ-

ления (1.19). Имеем

Предложение 61 ([49]). `n = 3 · 22n−n−1 − 2, `a
n = 22n−n−1 при a ∈ {1, 2, 3}.

Вывод рекуррентной формулы для числа n-арных луп (и квазигрупп) порядка 4

основывается на теореме 7.

Введём следующие обозначения:

vn —число n-арных луп (порядка 4);

r∗n —число n-арных луп с бинарной корневой операцией ∗;
r0
n —число разделимых n-арных луп с корневой операцией арности, большей либо

равной 3;

ra∗
n —число a-полулинейных n-арных луп с a-полулинейной бинарной корневой

операцией ∗;
ra0
n —число разделимых a-полулинейных n-арных луп с корневой операцией ар-

ности, большей либо равной 3;

pa
n —число неразделимых a-полулинейных n-арных луп, n > 2;

pn —число неразделимых n-арных луп, n > 2.

Из равенства (1.10), теоремы 3 и предложения 52 вытекают следующие соотно-
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шения:

ra∗
n =

n∑
i=2

∑

j̄,k̄

Fj,k(`
a
j1
− ra∗

j1
)k1 · · · (`a

jt
− ra∗

jt
)kt ,

r∗n =
n∑

i=2

∑

j̄,k̄

Fj,k(vj1 − r∗j1)
k1 · · · (vjt − r∗jt

)kt ,

ra0
n =

n−1∑
i=3

pa
i

∑

j̄,k̄

Fj,k(`
a
j1

)k1 · · · (`a
jt
)kt ,

r0
n =

n−1∑
i=3

pi

∑

j̄,k̄

Fj,k(vj1)
k1 · · · (vjt)

kt ,

где вторая сумма берётся по наборам k̄ = (k1, . . . , kt) и j̄ = (j1, . . . , jt) положительных

целых чисел, удовлетворяющих равенствам k1 + · · ·+ kt = i, k1j1 + k2j2 + · · ·+ ktjt =

n и неравенствам j1 < · · · < jt. Из теоремы 7 и предложения 51(c,d) вытекают

соотношения vn = pn + r0
n + 4r∗n, pa

n = `a
n − ra0

n − 2ra∗
n , pn = 3pa

n. Из предложения 61

имеем `a
n = 22n−n−1 при a ∈ {1, 2, 3}.

Из предложения 49 имеем начальные значения для перечисленных выше величин:

p2 = 0, ra∗
1 = r∗1 = ra0

1 = r0
1 = 0. Нетрудно видеть, что приведённые выше равенства

и предложение 59 обеспечивают рекуррентный способ вычисления числа n-арных

квазигрупп порядка 4.

Наконец, выпишем первые восемь значений величины N ′(n, 4):

1,

4,

64,

7132,

201538000,

432345572694417712,

3987683987354747642922773353963277968,

678469272874899582559986240285280710364867063489779510427038722229750276832.

Из приведённых выше формул нетрудно по индукции доказать, что мощность

множества всех n-арных луп асимптотически совпадает с мощностью множества по-

лулинейных n-арных луп, причём справедливо
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Предложение 62 ([49]). 3n+1 · 22n+1 ≤ Nmds(n, 4) ≤ (3n+1 + 1) · 22n+1 при n ≥ 5.

Эта неравенство было получено "косвенными" методами в статье [49] до доказа-

тельства теоремы 7 и вывода реккурентной формулы.

Перебор, осуществлённый с помощью компьютера, дают следующие результаты

для числа луп (приведённых латинских квадратов) [130], [162]:

k N ′(2, k)

1 1,

2 1,

3 1,

4 4,

5 56,

6 9408,

7 16942080,

8 535281401856,

9 377597570964258816,

10 7580721483160132811489280,

11 5363937773277371298119673540771840;

и для числа приведённых латинских кубов [163]:

k N ′(3, k)

1 1,

2 1,

3 1,

4 64,

5 40246,

6 95909896152

Кроме того, известно число 4- и 5-арных луп порядка 5 [163]: N ′(5, 4) = 201538000,

N ′(5, 5) = 50490811256.

Следствием гипотезы Ван дер Вардена о перманентах (см. теорему 50) и теоремы

49 [7] является асимптотическая при k → ∞ оценка числа латинских квадратов

Nmds(2, k) = ((1 + o(1))k/e2)
k2

. Недавно получено обобщение этой теоремы при n > 2.
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Теорема 9 ([160]). Для любого n ≥ 2 справедливо асимптотическое неравенство

Nmds(n, k) ≤ ((1 + o(1))k/en)kn

при k →∞.

Перейдём к асимптотическим не по порядку, а по размерности (при n → ∞)

оценкам числа n-арных квазигрупп, порядков больших чем 4.

Предложение 63. Пусть B = Qk \ {a, b}, k ≥ 3, a, b ∈ Qk. Тогда частичная n-арная

квазигруппа g : Qn−1
k ×B → Qk имеет не более чем 2(k/2)n−1 различных продолжений.

Для доказательства предложения 63 достаточно заметить, что множество M =

Qn
k \ {(x, g(x, y)) : x ∈ Qn−1

k , y ∈ B} является унитрейдом и по предложению 8 имеет

не более |M |/2n компонент связности.

Теорема 10 ([55]). Если k ≥ 5 и n ≥ 2, то Nmds(n, k) ≤ 2ck(k−2)n , где ck = log2 k!
k−2

+ k
k−4

.

Доказательство. Число частичных n-арных квазигрупп g : Qn
k × B → Qk,

B = Qk \{a, b} не превосходит Nmds(n, k)k−2. Из предложения 63 следует неравенство

Nmds(n + 1, k) ≤ Nmds(n, k)k−22(k/2)n

. (1.24)

Введём обозначение αn = log2 Nmds(n, k)/(k − 2)n. Тогда из неравенства (1.24) имеем

αn+1 ≤ αn +

(
k

2(k − 2)

)n

.

Поскольку α1 = log2 k!
k−2

и
∞∑

n=1

(
k

2(k−2)

)n

= k
k−4

, имеем αn ≤ log2 k!
k−2

+ k
k−4

. N

2-Квазигруппа ϕ : Qk → Qk называется идемпотентной, если ϕ(x, x) = x для

любого x ∈ Qk. Известно, что верно

Предложение 64 (см. [4]). Для любого m ≥ 3 имеется идемпотентная 2-квазиг-

руппа порядка m.

В следующем предложении приведена конструкция 2-квазигрупп, которая будет

использована при доказательстве нижней оценки числа n-арных квазигрупп нечёт-

ного порядка.

Предложение 65 ([55]). Для любого m ≥ 3 найдётся 2-квазигруппа ψ порядка

2m + 1, имеющая m {2i, 2i + 1}-компонент для каждого i ∈ {0, . . . ,m − 1}, причём
все кроме одной {2i, 2i + 1}-компоненты имеют вид {2j, 2j + 1} × {2l, 2l + 1}.
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Доказательство. По предложению 64 найдётся идемпотентная 2-квазигруппа

ϕm порядка m. Для любых a, b ∈ {0, . . . , m− 1}, a 6= b, и δ, σ ∈ {0, 1} определим

ψ(2a + δ, 2b + σ) = 2ϕm(a, b) + (δ + σ mod 2);

ψ(2a + δ, 2a + δ) = 2a + 1− δ;

ψ(2a + δ, 2a + 1− δ) = k − 1;

ψ(k − 1, 2a + δ) = ψ(2a + δ, k − 1) = 2a + δ;

ψ(k − 1, k − 1) = k − 1.

Непосредственная проверка показывает, что ψ есть 2-квазигруппа, обладающая

требуемыми свойствами. N

Ниже приведён пример таблиц значений 2-квазигруппы ϕ4 и соответствующей ψ:

ϕ4 :

0 2 3 1

3 1 0 2

1 3 2 0

2 0 1 3

Из предложения 8 нетрудно заключить, что 2-квазигруппа нечётного порядка k,

построенная в предложении 65, имеет максимальное число непересекающихся ком-

понент среди всех 2-квазигрупп порядка k.

Теорема 11 ([55]). Если k ≥ 7 — нечётное и n ≥ 2, то

Nmds(n, k) ≥ 2( k−3
2 )bn−1

2 c( k−1
2 )dn+1

2 e
> 2( k−3

2 )
n/2

( k−1
2 )

n/2

.
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Доказательство. Пусть ψ – 2-квазигруппа порядка k, построенная в предло-

жении 65. Определим рекуррентно n-арную квазигруппу Ψn равенствами:

Ψ2 def
= ψ;

Ψ2m+1(x, y)
def
= ψ(Ψ2m(x), y);

Ψ2m+2(x, y, z)
def
= ψ(Ψ2m(x), ψ(y, z)).

Обозначим через αn — число {2i, 2i + 1}-компонент n-арной квазигруппы Ψn, где

i ∈ {0, . . . , k−3
2
}. Из предложений 15 и 65 имеем соотношения α2 = k−1

2
, α2m+1 ≥

α2m
k−3
2
, α2m+2 ≥ α2m

k−3
2

k−1
2
. Тогда α2m ≥ (

k−3
2

)m−1 (
k−1
2

)m и α2m+1 ≥
(

k−3
2

)m (
k−1
2

)m.

Поскольку {2i, 2i+1}-компоненты при различных i не пересекаются, всего непере-

секающихся компонент не меньше, чем k−1
2

αn. Из предложения 14 следует, что из n-

арной квазигруппы Ψn свитчингами непересекающихся компонент можно получить

требуемое число различных n-арных квазигрупп порядка k. N

§ 1.5. Транзитивные МДР-коды

Напомним несколько определений. Группа изотопий (автотопий) множества A ⊆ Qn
q

определяется равенством Ist(A) = {τ | τA = A}, а группа парастрофий — равен-

ством Prs(A) = {ε | Aε = A}. Подгруппа группы изометрий гиперкуба, переводящая

множество A ⊆ Qn
q в себя обозначается через Aut(A). Множество A ⊆ Qn

q называ-

ется транзитивным, если для любых двух вершин x, y из A найдутся парастрофия

ε ∈ Prs(Qn
q ) и изотопия τ ∈ Ist(Qn

q ) такие, что τy = xε и τA = Aε, т. е. группа изомет-

рий Aut(A) действует транзитивно на A. Множество A ⊆ Qn
q называется изотопно

транзитивным (см. [48]), если группа Ist(A) действует транзитивно на A. Ясно, что

одну из вершин в определении транзитивности (изотопной транзитивности) можно

зафиксировать. В дальнейшем будем полагать, что вершина 0 содержится в транзи-

тивном множестве и именно её будем фиксировать (x = 0).

Замечание 8. При q = 2 понятие изотопной транзитивности совпадает с понятием

аффинности множества.

Множество A ⊆ Qn
q называется предлинейным (propelinear), если Aut(A) содер-

жит регулярную подгруппу, т. е. подгруппу группы Aut(A) мощности |A|, действу-
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ющую транзитивно на A. Множество A ⊆ Qn
q назовём тополинейным, если Ist(A)

содержит регулярную подгруппу GA.

Непосредственно из определений имеем

Предложение 66. Множество A ⊂ Qn
q , 0 ∈ A, — предлинейно с регулярной под-

группой GA < Aut(A) тогда и только тогда, когда

1) для любого a ∈ A найдётся единственный ϕa ∈ GA такой, что ϕa(0) = a;

2) для любых a, b ∈ A композиция ϕa · ϕb содержится в GA.

Предлинейность множества эквивалентна возможности введения на множестве

групповой операции, согласованной с метрикой:

a ∗ b = c ⇔ ϕa · ϕb = ϕc.

А именно, справедливо

Предложение 67. Множество A ⊂ Qn
q , 0 ∈ A, предлинейно тогда и только то-

гда, когда на множестве A можно определить бинарную операцию ∗ : A2 → A со

следующими свойствами:

1) пусть ϕ′a(x) = a ∗ x, тогда ϕ′a можно продолжить до изометрии ϕa ∈ Aut(Qn
q );

2) a ∗ 0 = a;

3) операция ∗ ассоциативна.

Дока зат ельст во . (⇒) В соответствии с предложением 66 имеется группа

GA. Определим a ∗ b = c, если ϕa · ϕb = ϕc. Проверим свойства 1)-3).

1) ϕ′a(x) = (ϕa · ϕx)(0) = ϕa(x).

2) a ∗ 0 = c ⇒ ϕa · ϕ0 = ϕc ⇒ a = c.

3) следует из ассоциативности композиции.

(⇐) Достаточно проверить, что множество изометрий ϕa замкнуто относительно

композиции. Пусть x ∈ A, имеем ϕa(ϕb(x)) = ϕ′a(b∗x) = a∗(b∗x) = (a∗b)∗x = ϕ′a∗b(x).

Тогда ϕ′a∗b продолжается до ϕa · ϕb = ϕa∗b. N

Аналогичная характеризация (с заменой Aut(Qn
q ) на Ist(Qn

q )) справедлива для

тополинейных множеств.

Нетрудно видеть, что справедливо
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Предложение 68.

1) Ретракты изотопно транзитивного множества являются изотопно транзитив-

ными.

2) Ретракты тополинейного множества являются тополинейными.

Дока зат ельст во . 1) Пусть A ⊆ Qn
q — изотопно транзитивное множество.

Без ограничения общности можно полагать, что

R = {(x1, . . . , xn−m, 0, . . . , 0) | (x1, . . . , xn−m, 0, . . . , 0) ∈ A}. Пусть τ ∈ Ist(A), x ∈ R и

τx = 0. Тогда τn−m+1(0) = · · · = τn(0) = 0, следовательно, τ ∈ Ist(R).

2) Аналогично п. 1). N

Замечание 9. Ретракты транзитивных (предлинейных) множеств не обязательно

являются транзитивными (предлинейными).

Ясно, что декартово произведение транзитивных (предлинейных) множеств яв-

ляется транзитивным (предлинейным) множеством. Рассмотрим естественное отож-

дествление Qn
q × Qn

p и Qn
pq. При этом отождествлении метрика не сохраняется, но

справедливо следующее

Предложение 69. Пусть A ⊆ Qn
q и B ⊆ Qn

p — изотопно транзитивные (тополиней-

ные) множества. Тогда множество A × B ⊆ Qn
pq является изотопно транзитивным

(тополинейным).

Тополинейность изотопно транзитивного МДР-кода можно проверять покоорди-

натно, а именно, справедливо

Предложение 70. Пусть M ⊆ Qn
q — изотопно транзитивный МДР-код. Пусть

G < Ist(M) — группа изотопий, транзитивно действующая на M и удовлетворя-

ющая следующему условию: для любых τ , π ∈ G из равенства τ(0) = π(0) следует,

что π1 = τ1. Тогда множество M является тополинейным с регулярной группой G.

Доказательство. Рассмотрим σ = τ(π)−1 ∈ G. По условию, σ1 = id и σ(0) = 0.

Покажем, что σi = id. Для любого bi ∈ Qn
q найдётся такое b1 ∈ Qn

q , что b =

(b1, 0, . . . , 0, bi, 0 . . . , 0) ∈ M . Тогда σ(b) = (b1, 0, . . . , 0, σi(bi), 0 . . . , 0) ∈ M . По опреде-

лению МДР-кода, имеем σi(bi) = bi. Следовательно, τ = π, т. е. подгруппа G является

регулярной. N
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n-Арную квазигруппу будем называть транзитивной (тополинейной, изотопно

транзитивной, предлинейной), если её график (МДР-код) является транзитивным

(тополинейным, изотопно транзитивным, предлинейным). Ясно, что две эквивалент-

ные n-арные квазигруппы обладают или не обладают перечисленными свойствами

одновременно.

Нетрудно видеть, что любая группа является тополинейной 2-квазигруппой.

Если ◦ — групповая операция на Qq, то n-арная квазигруппа f(x1, . . . , xn) = x1 ◦
· · · ◦ xn называется итерированной группой. Вследствие ассоциативности результат

итерирования не зависит от порядка.

Из предложения 70 следует

Предложение 71. Итерированная группа является тополинейной мультиарной ква-

зигруппой.

Кроме того, нам понадобится следующее

Предложение 72. Пусть m-арная квазигруппа h является итерированной группой.

Тогда для любого b ∈ Qn
q , h(b) = 0, найдётся такая изотопия θ, что θb = 0 и h(θz) ≡

h(z).

Мультиарные квазигруппы f и g изоморфны, если справедливо равенство τM〈f〉 =

M〈g〉, где τ = (σ, . . . , σ) для некоторой перестановки σ.

Теорема 12 (теорема Алберта, см. [37]). Если 2-лупа изотопна группе, то она

изоморфна группе.

2-Лупа называется G-лупой, если любая изотопная ей лупа оказывается ей изо-

морфной.

Предложение 73 ([156]). 2-Лупа изотопно транзитивна тогда и только тогда, когда

она является G-лупой.

Из предложений 73 и 48 (см. также [189]) следует

Предложение 74 ([189]). При простом q любая G-лупа является группой (цикли-

ческой).

В [158] аналогичный результат был получен для q = 3p, где p > 3 — простое. С
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другой стороны, в [119] доказана

Теорема 13 ([119]). Для любого непростого порядка q > 5 имеются G-лупы по-

рядка q, не эквивалентные группам, за возможным исключением случая, когда в

разложение числа q = p1p2 . . . ps на простые множители удовлетворяет условиям:

2 < p1 < · · · < ps и pj 6≡ 1 mod pi при i < j.

В [48] имеется конструкция изотопно транзитивных n-арных квазигрупп поряд-

ка 4. Эта конструкция обобщается на большие чётные порядки. Следующая лемма

является обобщением утверждения из [48].

Лемма 9 ([156]). Пусть (a) mi-арные квазигруппы hi, i ∈ [n], являются итериро-

ванными группами, (b) n-арная квазигруппа f изотопно транзитивна с транзитивно

действующей группой автотопий Gf , c) для любого i ∈ [n] и σ ∈ Gf существует изо-

топия τ i ∈ Sni
такая, что hi(τ izi) = σih(zi), где zi — наборы из ni переменных. Тогда

m-арная квазигруппа f(h1(z1), . . . , hn(zn)), где m = m1 + · · ·+mn, является изотопно

транзитивной.

Доказательство. Рассмотрим произвольный набор b0, b1, . . . , bn, для которого

f(h1(b1), . . . , hn(bn)) = b0. Найдётся такая изотопия σ ∈ Gf , что σ0b0 = 0 и σihi(bi) = 0

для любого i ∈ [n]. Имеем равенства

σ0f(h1(τ 1z1), . . . , hn(τnzn)) ≡ σ0f(σ1h1(z1), . . . , σnhn(zn)) ≡ f(h1(z1), . . . , hn(zn)).

Таким образом, построена изотопия переводящая набор b0, b1, . . . , bn в набор

0, τ 1b1, . . . , τnbn.

Применяя предложение 72 для ni-арных квазигрупп hi получаем, что для любого

i ∈ [n] найдётся такая изотопия θi, что θiτ ibi = 0 и hi(θizi) ≡ hi(zi). Таким образом,

построена изотопия переводящая набор 0, τ 1b1, . . . , τnbn в набор 0. N

n-Арная квазигруппа f , полученная итерированием группы Zp × Z2, p > 2, (см.

[156]), и мультиарные квазигруппы hi, полученные итерированием диэдральной груп-

пы Dp подходят под условие леммы 9. При p = 2 роль f может играть итерированная

группа Z4, а в качестве hi можно использовать итерированные группы Z2
2 . Нетрудно

показать, что различные разбиения числа m, применённые в конструкции леммы 9,

порождают неэквивалентные m-арные квазигруппы. Известно (см., например, [72]),
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что количество различных разбиений числа m на натуральные слагаемые асимпто-

тически равно 1
4m
√

3
eπ
√

2m/3(1 + o(1)).

Тогда из леммы 9 получаем

Теорема 14 ([48]). При q = 2p число попарно не эквивалентных изотопно транзи-

тивных n-арных квазигрупп порядка q растёт как eΩ(
√

n) при n →∞.

Теперь рассмотрим конструкцию тополинейных мультиарных квазигрупп поряд-

ка q = pk, где p — простое. Далее будем считать, что множество Qq наделено струк-

турой поля GF (pk). Пусть r(x) =
∑

i,j αijxixj +
∑n

i=1 βi(xi), где βi : Qq → Qq —

произвольные функции.

Теорема 15 ([156]). Пусть множество M ⊂ (Qq × Qq)
n определено следующей си-

стемой уравнений

((x1, y1), . . . , (xn, yn)) ∈ M ⇔




∑n
i=1 xi = 0;

∑n
i=1 yi + r(x) = 0.

Тогда множество M является тополинейным МДР-кодом.

Доказательство. Без ограничения общности полагаем, что 0 ∈ M и βi(0) = 0

для любого i ∈ [n]. Изотопная транзитивность МДР-кода M вытекает из следующих

равенств:

Пусть ((a1, b1), . . . , (an, bn)) ∈ M , ai, bi ∈ Qn
q . Тогда изотопия (σ, τ), где σi(xi) =

xi − ai,

τi(yi) = yi + xi

∑n
j=1 αijaj + xi

∑n
j=1 αjiaj − βi(xi − ai) + βi(xi)−

∑n
j=1 αijajai,

содержится в группе Ist(M) и переводит вершину ((a1, b1), . . . , (an, bn)) ∈ M в

вершину ((0, τ1b1), . . . , (0, τnbn)) ∈ M . Изотопия (σ′, τ ′), где σ′i(xi) = xi, τ ′i(yi) = yi − ci

содержится в группе Ist(M) и переводит вершину ((0, c1), . . . , (0, cn)) ∈ M в 0.

Из предложения 70 получаем тополинейность МДР-кода M . N

Нетрудно видеть, что неэквивалентные квадратичные формы
∑

i,j αijxixj порож-

дают неизометричные МДР-коды.

Пусть M ⊂ Qn
q2 — МДР-код, построенный в теореме 15. Из предложения 71 сле-

дует, что в гиперкубе Qn
s при произвольных n имеется тополинейный МДР-код S,

порождённый некоторой группой порядка s. Из предложения 69 следует, что множе-
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ство M×S ⊂ Qn
q2×Qn

s ' Qn
sq2 является тополинейным МДР-кодом. Тогда из теоремы

15 получаем следующую оценку числа тополинейных МДР-кодов.

Следствие 7 ([156]). Пусть q = pk, где p — простое, s ≥ 1. В гиперкубе Qn
q2s,

имеется не менее q(
n
2)(1+o(1)) (при n → ∞) попарно не изометричных тополинейных

МДР-кодов.

В случае порядка 4 применение характеризационной теоремы 7 позволяет полу-

чить полную характеризацию тополинейных МДР-кодов.

Теорема 16 ([156]). МДР-код M ⊂ Qn
4 является изотопно транзитивным тогда и

только тогда, когда он является полулинейным с квадратичной3функцией λ.

Дока зат ельст во . ⇐Достаточно рассмотреть 1-полулинейные МДР-коды.

Из равенства (1.19) следует, что 1-полулинейный МДР-код можно задать системой

уравнений

(∗)




∑n
i=1 xi = 0;

∑n
i=1 yi + λ(x) = 0,

Требуемое следует из теоремы 15.

⇒ Из классификационной теоремы 7 следует, что

1) не полулинейный МДР-код имеет ретракт размерности 4 изотопный МДР-коду

H = {(x1, x2, x3, x4) | x1 •1 x2 = x3 •2 x4}, где •1, •2 — групповые операции эквивалент-

ные операции Z4 с одинаковым нейтральным элементом, но разными элементами

порядка 2;

2) имеется 4 различных класса изотопий полулинейных МДР-кодов размерности

4 с булевыми функцями r1(x) ≡ 0, r2(x) = x1x2 ⊕ x3x4, r3(x) = x1x2 и r4(x) = x1x2x3

соответственно, где ri получены подставлением в функцию λ равенства x1 +x2 +x3 +

x4 = 0.

Непосредственной проверкой можно доказать, что неполулинейный код H и по-

лулинейный код S4 с функцией r4 не являются изотопно транзитивными. Любой

неполулинейный МДР-код имеет ретракт изотопный коду H, а любой полулинейный

3Поскольку функция λ задана только на вершинах булева куба чётного веса, её алгебраическое

задание определяется не однозначно. Мы имеем ввиду минимально возможную степень функции λ.
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МДР-код с функцией λ степени строго больше 2 имеет ретракт изотопный коду S4.

Такие коды не являются изотопно транзитивными по предложению 68. N

§ 1.6. Дополняемость латинских параллелепипедов

§ 1.6.1. Дополняемость и продолжаемость латинских паралле-

лепипедов и расщепляемость МДР-кодов

Набор n-арных квазигрупп f0, . . . , fm−1 будем называть совместимым, если fi(x) 6=
fj(x) для любых i 6= j и x ∈ Qn

k . Ясно, что набор n-арных квазигрупп f0, . . . , fm−1 сов-

местим тогда и только тогда, когдаM〈fi〉∩M〈fj〉 = ∅ при i 6= j. Набор совместимых

n-арных квазигрупп f0, . . . , fm−1 можно рассматривать как частичную (n+1)-арную

квазигруппу f : Qn
k × {0, . . . , m − 1} → Qk, f |xn+1=i = fi. Набор n-арных квазигрупп

f0, . . . , fm−1 будем называть продолжаемым, если найдётся такая n-арная квазиг-

руппа fm, что набор f0, . . . , fm совместим. Набор различных n-арных квазигрупп

f0, . . . , fm−1 будем называть дополняемым, если найдётся такая (n+1)-арная квазиг-

руппа f ′, что f ′|xn+1=i = fi при i ∈ Qk, т. е. когда дополняема частичная (n+1)-арная

квазигруппа f . Таблица значений частичной (n + 1)-арной квазигруппы f являет-

ся (n + 1)-мерным латинским параллелепипедом (гиперкубоидом). Таким образом,

можно говорить о дополняемости и продолжаемости латинского параллелепипеда.

Очевидно из дополняемости набора f0, . . . , fm−1 следует продолжаемость, а из про-

должаемости совместимость.

t-Кратный МДР-код называется расщепляемым, если он является объединением

t однократных МДР-кодов и вполне нерасщепляемым, если он не содержит ни одного

однократного МДР-кода. Очевидно 2-МДР-код расщепляем, если и только если он

является двудольным. Вопрос о дополняемости наборов совместимых n-арных ква-

зигрупп сводится к вопросу о расщепляемости кратных МДР-кодов. В частности, из

определений видно, что справедливо

Предложение 75. (a) Набор совместимых n-арных квазигрупп f1, . . . , fm дополня-

ем тогда и только тогда, когда (k − m)-кратный МДР-код M = Qn+1
k \ (

⋃M〈fi〉)
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расщепляем.

(b) Набор совместимых n-арных квазигрупп f1, . . . , fm непродолжаем тогда и только

тогда, когда (k−m)-кратный МДР-код M = Qn+1
k \ (

⋃M〈fi〉) вполне нерасщепляем.

Случай, когда k − m = 2, и, следовательно, M является унитрейдом, наиболее

изучен. Классическая теорема Кёнига [141] утверждает, что любая квадратная мат-

рица, содержащая равное (ненулевое) число единиц в каждом столбце и каждой

строке, содержит диагональ из одних единиц. Из теоремы Кёнига сразу следует, что

любой кратный МДР-код в Q2
k расщепляем и по предложению 75 каждый латин-

ский прямоугольник k × m продолжаем до латинского квадрата k × k (этот факт

указан, например, в [121]). Известно обобщение этого утверждения на произвольные

латинские прямоугольники.

Теорема 17 (теорема Райзера, [175]). Пусть f : Qr × Qs → Qk — частичная 2-

квазигруппа и |f−1(a)| ≥ r+s−k для любого a ∈ Qk. Тогда частичная 2-квазигруппа

f дополняема.

Перейдём к многомерному случаю. Имеется существенное различие между до-

полняемостью до мультиарной квазигруппы с увеличением порядка и с сохранением

порядка. В первом случае дополнение всегда возможно, а именно, справедлива

Теорема 18 ([101]). Любая частичная n-арная квазигруппа конечного порядка до-

полняема до n-арной квазигруппы некоторого большего порядка.

Во-втором случае, как будет показано ниже, не всегда дополняются даже трёх-

мерные латинские параллелепипеды. Однако, справедливо следующее

Предложение 76 (см., например, [139]).

(a) Любой набор из k − 1 попарно совместимых n-арных квазигрупп порядка k

дополняем.

(b) Любой набор, состоящий из одной n-арной квазигруппы, дополняем.

Пункт (a) нетрудно доказать по индукции, используя то, что продолжение од-

нозначно определяется уже по одномерной грани. Для доказательства пункта (b)

всегда можно выбрать линейное продолжение F (x1, . . . , xn+1) = f(x1, . . . , xn) + xn+1

mod k.
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Из предложения 76 следует, что при k ≤ 3 любой набор совместимых n-арных

квазигрупп порядка k является дополняемым. В случае порядка 4 справедливо ана-

логичное утверждение.

Теорема 19 ([51]). Любой набор совместимых n-арных квазигрупп порядка 4 яв-

ляется дополняемым.

Доказательство теоремы 19 основано на характеризационной теореме 7.

По предложению 76 достаточно рассмотреть случай пары совместимых n-арных

квазигрупп.

Доказательство проводится по индукции (при n = 4 утверждение теоремы про-

верено с помощью компьютера) и состоит из рассмотрения нескольких случаев:

(a) когда n-арные квазигруппы f1 и f2 неразделимы;

(b) когда хотя бы одна из n-арных квазигрупп f1 и f2 разделима, причём разде-

лимость не синхронна;

(с) когда n-арные квазигруппы f1 и f2 не полностью синхронно разделимы;

(d) когда одна из n-арных квазигрупп f1 и f2 разделима полностью, а другая нет;

(e) когда n-арные квазигруппы f1 и f2 полностью разделимы.

В связи со значительным объёмом формальное доказательство вынесено в от-

дельный раздел.

§ 1.6.2. Непродолжаемые латинские параллелепипеды

При k ≥ 5 аналогичное теореме 19 утверждение неверно: доказано, что существуют

недополняемые латинские параллелепипеды размера k×k×(k−2) (при k = 2s, s ≥ 3

в [129]; при k ≥ 12 и k = 6 в [115]; при k ≥ 5 в [138]).

Для построения недополняемых латинских параллелепипедов большего порядка

из недополняемых латинских параллелепипедов меньшего порядка полезно следую-

щее

Предложение 77 ([140]). Пусть имеется непродолжаемый латинский параллеле-

пипед размера k× k× (k−m), тогда найдётся непродолжаемый латинский паралле-

лепипед размера k′ × k′ × (k′ −m) при k′ ≥ 2k.
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Дока зат ельст во . Из предложения 46 следует, что найдётся 3-квазигруппа

f порядка k′ с подквазигруппой q порядка k. Аналогично предложению 47, прове-

дём свитчинг подквазигруппы q порядка k, заменив её на частичную подквазигруп-

пу q′, таблица которой есть непродолжаемый латинский параллелепипед размера

k × k × (k −m). Полученная частичная 3-квазигруппа соответствует непродолжае-

мому латинскому параллелепипеду. N

По предложению 76 (a) для латинских параллелепипедов размера k× k× (k− 2)

продолжаемость и дополняемость совпадают. По предложению 77 для доказатель-

ства существования недополняемых латинских параллелепипедов размера k×k×(k−
2) достаточно построить их при k = 5, 6, 7, 8, 9. Рассмотрим пример непродолжаемого

латинского параллелепипеда из [138]. Пусть следующие латинские квадраты

3 0 4 2 1

0 4 3 1 2

4 2 1 0 3

1 3 2 4 0

2 1 0 3 4

0 4 3 1 2

4 0 1 2 3

2 1 0 3 4

3 2 4 0 1

1 3 2 4 0

4 1 2 0 3

3 2 0 4 1

1 3 4 2 0

2 0 1 3 4

0 4 3 1 2

являются таблицами

2-квазигрупп f0, f1, f2 и 2-квазигруппы f3, f4 дополняют этот набор. Тогда

{f3(0, 0), f4(0, 0)} = {1, 2}, {f3(0, 1), f4(0, 1)} = {1, 2}, {f3(1, 0), f4(1, 0)} = {3, 2},
{f3(1, 1), f4(1, 1)} = {1, 3}. Нетрудно видеть, что таких 2-квазигрупп f3 и f4 не суще-

ствует.

Справедливы следующие теоремы.

Теорема 20 ([139]). Для любого k > 5 и m, k/2 < m ≤ k − 2 существуют недопол-

няемые латинские параллелепипеды размера k × k ×m.

Теорема 21 ([93]). (a) Для любого m ≥ 4 существуют недополняемые латинские

параллелепипеды размера 2m× 2m×m.

(b) Для любого m ≥ 3 существуют непродолжаемые латинские параллелепипеды

размера (2m− 1)× (2m− 1)×m.

Кроме того, в [163] построено несколько примеров недополняемых наборов из l

попарно совместимых 2-квазигрупп порядка k при k = 5, 6, 7, 8 и l = 2, 2, 3, 4 соот-

ветственно.
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Из теоремы 21 следует, что найдётся расщепляемый m-кратный МДР-код M

в Q3
2m, дополнение которого Q3

2m \ M нерасщепляемо и расщепляемый m-кратный

МДР-код M в Q3
2m−1, дополнение которого Q3

2m−1 \M вполне нерасщепляемо. Кроме

того, справедлива

Теорема 22 ([34]). Для любого чётного m существует вполне нерасщепляемый m-

кратный МДР-код M в Q3
2m.

Дока зат ельст во . Пусть m = 2p. Вначале докажем, что линейный МДР-

код G2p = {(x, y, z) ∈ Q3
2p : x + y + z = 0 mod 2p} не содержит диагонали4. Пусть,

от противного, имеется диагональ H ⊂ G2p. Для любого (x, y, z) из G2p выполнено

x + y + z = 0 mod 2p, поэтому

0
mod 2p

=
∑

(x,y,z)∈H

(x + y + z) =
∑

(x,y,z)∈H

x +
∑

(x,y,z)∈H

y +
∑

(x,y,z)∈H

z =

2p−1∑
x=0

x +

2p−1∑
y=0

y +

2p−1∑
z=0

z = p(2p− 1) + p(2p− 1) + p(2p− 1)
mod 2p

= p.

Получили противоречие.

Для C ⊂ Q3
m введём обозначения: Ĉ = Q3

m\C,

C + (a, b, c)
def
= {(x + a, y + b, z + c) : (x, y, z) ∈ C}.

Определим множества C1, C2, C3, Gm ⊂ Q3
m равенствами

C1
def
= {(x, y, y) : x, y ∈ Qm}, C2

def
= {(y, x, y) : x, y ∈ Qm}, C3

def
= {(y, y, x) : x, y ∈ Qm},

Gm
def
= {(x, y, z) ∈ Q3

m : x + y + z = 0 mod m}.

Пусть

M = Gm ∪ (Ĉ3 + (m, 0, 0)) ∪ (Ĉ1 + (0,m, 0)) ∪ (Ĉ2 + (0, 0,m))

∪(C3 + (m, 0,m)) ∪ (C1 + (m,m, 0)) ∪ (C2 + (0,m, m)) ∪ (Ĝm + (m,m, m)).

Пример множества M (p = 2) показан на рис.1.7 (заметим, что это не минимальный

пример: p может быть равным 1). Нетрудно проверить, что M является m-кратным

4Подробнее диагонали многомерных массивов рассматриваются в главе 3.
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МДР-кодом. Докажем от противного, что M вполне нерасщепляем. Пусть найдётся

однократный МДР-код D ⊂ M .

Пусть a ∈ Qm. Рассмотрим слой D1(a) = L1;aD ⊂ L1;aM (см. рис.1.7). Через Ei(y)

будем обозначать линию направления i, содержащую вершину y. По построению

пересечение кода M с линией E2(a, 0, a + m) содержится в Q3
m + (0,m, m). Следо-

вательно, единственный элемент множества D (а также множества D1(a)), принад-

лежащий этой линии, лежит в Q3
m + (0, m,m). Аналогично, пересечение каждой из

m + 1 линий E2(a, 0, b + m), b ∈ Qm, b 6= a, с кодом M содержится в множестве

Q3
m + (0, 0,m). Следовательно, m − 1 элементов множества D (и D1(a)), принадле-

жащих этим линиям, лежат в Q3
m + (0, 0,m). Таким образом, D1(a) пересекается с

Q3
m + (0, m,m) в одном элементе и с Q3

m + (0, 0,m) в m − 1 элементе. Множество

L1;a(Qm×Qm×Q2m) = L1;aQ
3
m ∪L1;a(Q

3
m + (0, 0,m)) пересекается с D в m элементах

(т. к. разбивается на m линий). Из них, как уже показано, m−1 элементов содержатся

в Q3
m + (0, 0,m). Следовательно, |D1(a) ∩Q3

m| = 1.

Рис. 1.7: a) Вполне нерасщепляемый 4-х кратный 8-ичный код; b) множество L1;aM ,

m = 4, a = 2.

Аналогично показывается, что |Di(a) ∩Q3
m| = 1 для любых i ∈ {1, 2, 3} и a ∈ Qm.

Таким образом, множество D имеет по одному элементу в каждой грани из Q3
m.

Следовательно, множество D∩Q3
m есть диагональ по определению. Это противоречит

отсутствию диагонали в Gm, поскольку D ∩Q3
m ⊂ Gm. N

Тем не менее справедлива следующая

Теорема 23 ([102]). Для любого m, начиная с достаточно большого s, все латинские
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параллелепипеды размера 2ms× 2ms×m продолжаемы.

Нетрудно видеть, что 3-х мерные примеры непродолжаемых или недополняемых

латинских параллелепипедов переносятся на многомерный случай.

Предложение 78. Если имеется непродолжаемый (недополняемый) набор из s n-

арных квазигрупп порядка k, то найдётся непродолжаемый (недополняемый) набор

из s (n + 1)-арных квазигрупп порядка k.

Дока зат ельст во . Пусть f1, . . . , fs непродолжаемый (недополняемый) на-

бор. Тогда набор (n + 1)-арных квазигрупп f ′i(x1, . . . , xn, xn+1) = fi(x1, . . . , xn) + xn+1

mod k при i ∈ [s] также непродолжаемый (недополняемый).N

Из теорем 20, 21 и предложений 77 и 78 имеем

Следствие 8. (a) Для любого n ≥ 2, k ≥ 5 и m, k − 2 ≥ m ≥ k/2, найдётся

недополняемый набор из m n-арных квазигрупп порядка k.

(b) Для любого n ≥ 2, k ≥ 10 и m, k− 2 ≥ m ≥ (3k + 2)/4, найдётся непродолжа-

емый набор из m n-арных квазигрупп порядка k.

§ 1.6.3. Доказательство теоремы 19

Доказательство теоремы будем проводить методом математической индукции по

арности квазигрупп со следующим индукционным предположением (ИП):

для любого натурального m, m ≤ n− 1, каждая пара совместимых m-арных квази-

групп порядка 4 является дополняемой.

По предложению 75 ИП эквивалентно следующему :

для любого натурального m, m ≤ n, дополнение расщепляемого 2-МДР-кода в Qm
4

является расщепляемым 2-МДР кодом.

Сформулируем и докажем несколько вспомогательных предложений и лемм. Всю-

ду в этом разделе подразумевается, что мультиарные квазигруппы имеют порядок

4.

Из предложений 50, 55, теоремы 7 и определения полулинейности следует

Предложение 79. Пусть f — неразделимая n-арная квазигруппа. Тогда

(a) ретракты f |x1=a, a ∈ Q4, полулинейные;
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(b) для каждого a ∈ Q4 среди ретрактов f |x1=b, b ∈ Q4 \ {a}, имеется два про-

тивоположных ретракту f |x1=a, и один изотопный вида τf |x1=a, где τ — некоторая

перестановка.

(с) два ретракта f |x1=a и f |x1=b дополняются только до неразделимой n-арной

квазигруппы, изотопной n-арной квазигруппе f тогда и только тогда, когда они про-

тивоположны.

Предложение 80. Если два полулинейных МДР-кода M〈f〉 и M〈g〉 не пересека-

ются и характеристики содержащих их линейных 2-МДР-кодов различаются во всех

позициях, то один из МДР-кодов M〈f〉 или M〈g〉 линейный.

Дока зат ельст во . Условие предложения эквивалентно следующему: най-

дутся a, b ∈ Q4 \{0}, a 6= b, что множества S0,a〈f〉 и S0,b〈g〉 являются линейными и все

составляющие их простые унитрейды попарно пересекаются. Без ограничения общ-

ности можно положить, что характеристика линейного 2-МДР-кода, содержащего

МДР-код M〈f〉, равна (1, 1, . . . , 1). Тогда a = 1 и множество S0,1〈f〉 состоит из непе-

ресекающихся простых кодов вида Sσ =
n⊗

i=1

{0, 1}σi , где σi ∈ {0, 1}, {0, 1}1 = {0, 1} и

{0, 1}0 = {2, 3}.
Пусть b = 2 (случай b = 3 аналогичен). Если f(S0,1〈f〉 ∩ S0,2〈g〉) = {1}, то n-

арная квазигруппа f — линейная. Пусть f — нелинейная n-арная квазигруппа и

f({0, 1}n ∩ S0,2〈g〉) 6= {1}. По условию (характеристики линейных 2-МДР-кодов раз-

личаются во всех позициях) множество P = {0, 1}n ∩ S0,2〈g〉 состоит из всех чётных

или всех нечётных булевых векторов. Поэтому функция f постоянна на P . Таким

образом, f(P ) = {0} и g(P ) = {2}. Кроме того, f({0, 1}n \ P ) = {1}, следовательно,
g({0, 1}n \ P ) = {3}. Тогда множество S0,3〈g〉 является линейным 2-МДР-кодом и

n-арная квазигруппа g линейна по предложению 51 (b, c). N

Предложение 81. Пусть полулинейный МДР-код M ⊂ Qn
4 удовлетворяет равен-

ству (1.19), т. е. содержится в линейном 2-МДР-коде с характеристикой 1, полули-

нейный МДР-код M ′ ⊂ Qn
4 содержится в линейном 2-МДР-коде с характеристикой

(α1, . . . , αn), где α1 = 1, αn−1 6= 1, αn 6= 1 и M ∩M ′ = ∅. Тогда функция λM(µ) не

зависит существенно от переменных µn−1 и µn.
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Дока зат ельст во . При n = 3 данное утверждение можно проверить про-

стым перебором. Пусть n > 3. Фиксируя произвольным образом переменные µi при

i 6= 1, n− 1, n, сводим вопрос к рассмотренному выше трёхмерному случаю. N

Из предложений 80, 81 и 53 непосредственно следует

Предложение 82. Если два нелинейных МДР-кода, среди которых по крайней мере

один неразделим, не пересекаются, то характеристики содержащих их линейных 2-

МДР-кодов могут различаться не более чем в одной позиции.

Предложение 83. Пусть f и g совместимые n-арные квазигруппы и выполнено

одно из условий (a) Sa,b〈f〉 = Qn
4 \ Sa,b〈g〉 или (b) Sa,b〈f〉 = Sa,c〈g〉 для некоторых

попарно различных a, b, c ∈ Q4. Тогда пара n-арных квазигрупп f и g дополняема,

причём в случае (b) g = σf для некоторой перестановки σ.

Дока зат ельст во . Пусть {c, d} = Q4 \ {a, b}. (a) Определим перестановку

τ на множестве Q4 равенством τ = (a, b)(c, d). Тогда n-арные квазигруппы f и g

дополняются до (n + 1)-арной квазигруппы n-арными квазигруппами τf и τg. (b)

Нетрудно видеть, что g = σf , σ = (acdb). По теореме Кёнига [141] тождественная

перестановка Id и перестановка σ дополняются до латинского квадрата некоторыми

перестановками, например, σ′ = (abdc) и σ′′ = (ad)(bc). Тогда n-арные квазигруппы

σ′f и σ′′f дополняют n-арные квазигруппы f и g.N

Предложение 84. Пусть M1,M2 ⊂ Qn+1
4 — 1-полулинейные (но не линейные) МДР-

коды такие, что M1 ∩ (θ1, θ2, Id, . . . , Id)M2 = ∅ и M1 ∩ (θ1, Id, . . . , Id)M2 = ∅, где

θ1 6∈ Ω = {Id, (0, 1), (2, 3), (0, 1)(2, 3), (0, 2)(1, 3), (0, 3)(1, 2)}, θ2 6= Id. Тогда МДР-коды

M1 и M2 изотопны и разделимы.

Дока зат ельст во . Пусть S — линейный 2-МДР-код, содержащий МДР-

код M2. По условию характеристика S равна (1, . . . , 1). Нетрудно видеть, что для

произвольной изотопии ξ̄ линейный 2-МДР-код ξ̄S имеет характеристику (1, . . . , 1)

тогда и только тогда, когда ξi ∈ Ω при любом i = 1, . . . , n + 1. Тогда из условия и

предложения 82 следует, что θ2 ∈ Ω.

Рассмотрим n-арные квазигруппы f = F1〈M1〉 и g1 = F1〈(θ1, θ2, Id, . . . , Id)M2〉 и
g2 = F1〈(θ1, Id, . . . , Id)M2〉. Из 1-полулинейности кодов M1,M2 следует выполнение
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условия предложения 83(b). Следовательно, g1 = σ1f и g2 = σ2f для некоторых

перестановок σ1 и σ2, σ1 6= σ2 . Тогда имеем равенство

χM1(σ
−1
2 σ1x1, x2, x3, . . . , xn+1) ≡ χM1(x1, x2, x3, . . . xn+1). (1.25)

Поскольку МДР-код M1 содержится в единственном линейном 2-МДР-коде с харак-

теристикой (1, . . . , 1), имеем σ−1
2 σ1 ∈ Ω. Рассмотрим функцию λM1 . Из равенства

(1.25) следует, что

λM1(x1 ⊕ 1, x2, . . . , xn+1) ≡ λM1(x1, x2, x3, . . . xn+1).

Тогда заданная на булевых векторах одной чётности функция λM1 существенно за-

висит только от n− 1 переменной. По предложению 53 МДР-код M1 разделим. N

Предложение 85. Пусть 2-МДР-код S ⊂ Qn+1
4 расщепляем и справедливо равенство

χS = χS1 ⊕χS2 , где S1 и S2 — 2-МДР-коды меньших размерностей. Тогда 2-МДР-код

S ′ = Qn+1
4 \ S расщепляем.

Дока зат ельст во . Пусть S1 ⊂ Qm
4 , S2 ⊂ Qn−m+1

4 , 1 ≤ m ≤ n. Введём

обозначения S ′1 = Qm
4 \ S1 и S ′2 = Qn−m+1

4 \ S2. Тогда χS = χS1 ⊕ χS2 = χS′1 ⊕ χS′2 . Из

предложения 31 следует, что 2-МДР-коды S1, S2, S ′1 и S ′2 являются расщепляемыми.

Очевидно, χS′ = χS1 ⊕ χS′2 . Тогда из предложения 31 получаем, что 2-МДР-код S ′

также является расщепляемым. N

Предложение 86.

Пусть Ω = {Id, (0, 1), (2, 3), (0, 1)(2, 3), (0, 2)(1, 3), (0, 3)(1, 2)} — множество переста-

новок, g и f — n-арные квазигруппы и для любого набора u ∈ Qn−1
4 и любого i ∈ [n]

перестановка ξi,u, определяемая равенством одномерных ретрактов g(zu) = ξi,uf(zu),

где переменная z подставлена в i-ю позицию, содержится в множестве Ω. Тогда

S0,1〈f〉 = S0,1〈g〉 или S0,1〈f〉 = S2,3〈g〉.
Дока зат ельст во . Докажем по индукции, что если S0,1〈f〉 ∩ S0,1〈g〉 6= ∅,

то S0,1〈f〉 = S0,1〈g〉. При n = 1, 2 это предположение легко проверить простым пе-

ребором. Индукционный шаг следует из рассмотрения гиперграней множества Qn
4 ,

поскольку множество S0,1〈f〉 как 2-МДР-код пересекается с любой гранью размер-

ности n− 2 при n ≥ 3. N
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Предложение 87. Пусть не пересекающиеся МДР-коды M1,M2 ⊂ Qn
4 определя-

ются уравнениями f1(x̃1) = g1(x̃2) и f2(x̃1) = g2(x̃2) соответственно, где x̃1, x̃2 —

непересекающиеся наборы переменных, кроме того f1 и f2 — пара, состоящая из

1-полулинейной и анти-1-полулинейной n1-арных квазигрупп, n1 ≥ 2. Тогда при вы-

полнении ИП множество Qn+1
4 \ (M1 ∪M2) — расщепляемый 2-МДР-код.

Дока зат ельст во . Из условия имеемM0〈f1〉∪M1〈f1〉 = M2〈f2〉∪M3〈f2〉.
Если для любого a ∈ Q4 найдётся такое τ(a) ∈ Q4, что Ma〈f1〉 = Mτ(a)〈f2〉, то

τf1 = f2. Тогда требуемое следует из ИП для мультиарных квазигрупп g1 и τg2.

В противном случае M0〈f1〉 ∩M2〈f2〉 6= ∅ и одновременно M0〈f1〉 ∩M3〈f2〉 6= ∅
или, симметрично, M2〈f1〉 ∩M0〈f2〉 6= ∅ и M2〈f1〉 ∩M1〈f2〉 6= ∅. Пусть выполнено

первое. Тогда из условия имеем M1〈f1〉 ∩ M2〈f2〉 6= ∅ и M1〈f1〉 ∩ M3〈f2〉 6= ∅.

Поскольку M1 ∩M2 = ∅, получаем

M0〈f1〉 ∩M2〈f2〉 6= ∅⇒M0〈g1〉 ∩M2〈g2〉 = ∅,M0〈f1〉 ∩M3〈f2〉 6= ∅⇒
M0〈g1〉 ∩M3〈g2〉 = ∅,

M1〈f1〉 ∩M2〈f2〉 6= ∅⇒M1〈g1〉 ∩M2〈g2〉 = ∅,M1〈f1〉 ∩M3〈f2〉 6= ∅⇒
M1〈g1〉 ∩M3〈g2〉 = ∅.

Следовательно, S0,1〈g1〉 = S0,1〈g2〉. Тогда МДР-код {(x̃1, x̃2) : f1(x̃1) = τg1(x̃2)},
где τ = (0, 1)(2, 3), не пересекается с МДР-кодами M1 и M2. N

Предложение 88. Любая пара совместимых неразделимых n-арных квазигрупп f

и g дополняема.

Дока зат ельст во . Из теоремы 7 и предложения 82 следует, что n-арные

квазигруппы f и g полулинейны, причём характеристики 2-МДР-кодов, содержащих

МДР-коды M〈f〉 и M〈g〉, отличаются не более чем в одной координате. Тогда в

случае, когда характеристики не отличаются, требуемое утверждение вытекает из

предложения 83 (a), а в случае, когда характеристики отличаются в одной коорди-

нате, — из предложения 83 (b).N

Предложение 89. Пусть n-арная квазигруппа f не является анти-1-полулинейной.

Тогда существует не более одной 1-полулинейной n-арной квазигруппы g, совмести-

мой с f .
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Дока зат ельст во . Пусть g — 1-полулинейная n-арная квазигруппа. Пусть

найдётся унитрейд S ′ ⊂ S01〈g〉\S01〈f〉. Тогда из утверждения 30 следует, что S01〈f〉 =

Qn
4 \ S01〈g〉, т. е. n-арная квазигруппа f является анти-1-полулинейной, что противо-

речит условию. Таким образом, любой простой унитрейд S ′ ⊂ S01〈g〉 имеет непустое

пересечение с множеством S01〈f〉. Нетрудно видеть, что в этом случае для совме-

стимой с f n-арной квазигруппы g значения на множестве S ′ определены однознач-

но. Поскольку множество S01〈g〉 однозначно разбивается на простые унитрейды (см.

следствие 6), на нём значения n-арной квазигруппы g определены однозначно. Ана-

логично однозначно определяются значения n-арной квазигруппы g на множестве

S23〈g〉. N

Лемма 10 ([51]). Пусть разделимая n-арная квазигруппа f совместима с полули-

нейной n-арной квазигруппой g (n ≥ 3). Тогда n-арная квазигруппа g разделима или

n-арная квазигруппа f полулинейна и противоположна g.

Дока зат ельст во . Можно считать (см. предложение 43), что n-арная ква-

зигруппа f представима в виде f(x, y) ≡ f ′(x, f ′′(y)), где f ′ — n1-арная квазигруппа,

f ′′ — неразделимая n2-арная квазигруппа, n1 + n2 = n + 1, 1 < n2 < n. n2-Арную

квазигруппу f ′′ всегда можно выбрать такой, что f ′′(00) = 0 и f ′′(10) = 1. Для

упрощения рассуждений без потери общности полагаем, что n-арная квазигруппа g

является 1-полулинейной. Рассмотрим ретракты f ′a = f ′|xn1=a, a ∈ Q4. Из леммы 1

(лемма о линейном антислое) следует, что возможны три случая:

1) все четыре ретракта не являются 1-полулинейными и не являются анти-1-

полулинейными;

2) имеется ровно один 1-полулинейный и один анти-1-полулинейный ретракты;

3) имеется два 1-полулинейных и два анти-1-полулинейных ретракта.

Рассмотрим случаи 1) – 3) по отдельности.

1) Предположим имеется более четырёх различных ретрактов g|y=v при v ∈ Qn2
4 .

По предложению 50(b) все ретракты g|y=v при v ∈ Qn2
4 1-полулинейные или анти-1-

полулинейные. Тогда можно считать, что имеется не менее трёх различных 1-полули-

нейных ретракта g|y=v, поскольку случай, когда имеется три анти-1-полулинейных
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ретракта, симметричен рассматриваему. Из 1-полулинейности g следует, что для

каждого 1-полулинейного ретракта g|y=v найдётся парный к нему 1-полулинейный

ретракт g|y=u такой, что g|y=v = τg|y=u, где τ = (0, 1)(2, 3). Это равенство верно для

любых двух 1-полулинейных ретрактов g|y=v и g|y=u, если наборы v и u отличаются

ровно в одной позиции. Следовательно, число различных 1-полулинейных ретрактов

g|y=v должно быть чётным. По предложению 89 каждая из 4-х (n1−1)-арных квазиг-

рупп f ′a, a ∈ Q4, совместима не более чем с одним 1-полулинейным ретрактом. Тогда

имеется ровно 4 различных 1-полулинейных ретрактов g|y=v и они находятся во вза-

имно однозначном соответствии с ретрактами f ′a, a ∈ Q4. В любой 1-полулинейной

n-арной квазигруппе g имеется только два различных ретракта g|y=v при v ∈ {0, 1}n2 ,

которые получаются один из другого умножением на перестановку τ . Тогда имеется

только два различных ретракта f |y=v при v ∈ {0, 1}n2 , т. е. n2-арная квазигруппа f ′′

принимает только два значения на множестве v ∈ {0, 1}n2 . Теперь из предложения

30 можно заключить, что n2-арная квазигруппа f ′′ является 1-полулинейной (здесь

используем, что f ′′(00) = 0 и f ′′(10) = 1). Получается, что f ′′(v) ∈ {0, 1} тогда и

только тогда, когда ретракт g|y=v является 1-полулинейным. Следовательно, любой

1-полулинейный ретракт g|y=v при v ∈ Qn2
4 совместим с f ′0 или с f ′1. Тогда по пред-

ложению 89 имеется ровно два различных 1-полулинейных ретракта g|y=v. Пришли

к противоречию. Значит, имеется всего 4 различных ретракта g|y=v при v ∈ Qn2
4

(1-полулинейных и анти-1-полулинейных) и из предложения 40 получаем требуемое

утверждение.

2) Предположим, что ретракт f ′0 является 1-полулинейным и ретракт f ′2 является

анти-1-полулинейным (остальные случаи можно рассмотреть аналогичным образом).

Рассмотрим 4 ретракта g′a = g|y=a0, a ∈ Q4. По предложению 50(b) ретракты g′0 и g′1

— 1-полулинейные, а ретракты g′2 и g′3 — анти-1-полулинейные. Ретракт f ′1 совместим

с двумя 1-полулинейными (n1 − 1)-арными квазигруппами g′1 и f ′0. Из предложения

89 следует, что g′1 = f ′0. Тем же способом получаем равенство g′3 = f ′2. Поскольку n-

арная квазигруппа g является 1-полулинейной, имеем g′0 = τg′1 = τf ′0 и g′2 = τg′3 = τf ′2.

Заметим, что аналогичные рассуждения справедливы для любого набора u ∈ Qn2−1
4 и

ретрактов g|y=au, a ∈ Q4. Таким образом, имеется всего 4 различных ретракта g|y=au,
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каждый из которых совпадает с одной из (n1 − 1)-арных квазигрупп f ′0, f ′2, τf ′0, τf ′2.

Тогда из предложения 40 следует разделимость n-арной квазигруппы g.

3) Если для каждого 1-полулинейного ретракта g|y=v при v ∈ Qn2
4 ретракт f |y=v

является анти-1-полулинейным, то n-арная квазигруппа f противоположна g и, сле-

довательно, полулинейна. В противном случае найдётся такое v ∈ Qn2
4 , что ретракты

g|y=v и f |y=v являются 1-полулинейными. Без ограничения общности предположим,

что v = 00. Тогда τg|y=10 = g|y=00 = τf |y=00, т. е. g|y=10 = f |y=00 = f ′0. Далее за-

ключаем, что наборы ретрактов g′0, g′1, g′2, g′3 и f ′0, f ′1, f ′2, f ′3 состоят из одинаковых

(n1−1)-арных квазигрупп, взятых в разном порядке. Из предложения 30 следует, что

множество S0,1〈f |x=0〉 имеет непустое пересечение со всеми простыми унитрейдами

— компонентами 2-МДР-кода S0,1〈g|x=0〉 (случай, когда S0,1〈f |x=0〉 = Qn
4 \ S0,1〈g|x=0〉,

рассмотрен в начале п. 3)). Аналогичным образом получаем, что в любом простом

унитрейде, содержащимся в S0,1〈g|x=0〉, найдётся такой v ∈ Qn2
4 , что ретракт g|y=v

совпадает с одной из 4-х (n1 − 1)-арных квазигрупп f ′0, f ′1, f ′2, f ′3. Тогда это верно

для любого v ∈ Qn2
4 , так как для всех v ∈ Qn2

4 , лежащих в простом унитрейде из

множества S0,1〈g|x=0〉, ретракты g|y=v бывают только двух видов, переходящих друг

в друга под действием перестановки τ . Из предложения 40 следует разделимость

n-арной квазигруппы g. N

Предложение 90. Пусть f и g — разделимые совместимые n-арные квазигруппы и

f(x) ≡ f0(q1(x̃1), ..., qm(x̃m)),

g(x) ≡ g0(q
′
1(x̃

′
1), ..., q

′
m′(x̃′m′)),

где f0 и g0 — неразделимые мультиарные квазигруппы (m ≥ 3, m ≥ m′), {Ij}j=1,...,m и

{I ′j}j=1,...,m′ — несовпадающие разбиения множества [n]. Пусть f0 — 1-полулинейная

m-арная квазигруппа, τ = (01)(23). Тогда g(x) 6= τf(x) для любого x ∈ Qn
4 , т. е. пара

n-арных квазигрупп f и g дополняема.

Дока зат ельст во . Из множества [n] выберем m таких чисел ij, чтобы

для каждого j ∈ [m] нашёлся номер ij ∈ Ij и в то время некоторые из множеств I ′j

содержали более одного элемента. Без ограничения общности можно считать, что [m]

— требуемый набор чисел. Набор переменных x1, . . . , xm будем обозначать через y, а
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набор переменных xm+1, . . . , xn — через z. По построению ретракт f |z=u неразделим,

а ретракт g|z=u разделим при любом u ∈ Qn−m
4 . Из предложения 50(b) следует, что

S0,1〈f |z=u〉 — линейный 2-МДР-код. Тогда из леммы 10 имеем S0,1〈f |z=u〉 = Qm
4 \

S0,1〈g|z=u〉 при любом u ∈ Qn−m
4 . Таким образом, S0,1〈τf〉 = S0,1〈f〉 = Qn

4 \ S0,1〈g〉. Из

предложения 76(a) получаем, что пара n-арных квазигрупп f и g дополняема. N

Предложение 91. Пусть непересекающиеся МДР-коды M1 = M〈f〉 и M2 = M〈g〉
определяются каноническими представлениями

qm+1(xn+1, x̃m+1) = q0(q1(x̃1), ..., qm(x̃m)) и

q′m′+1(xn+1, x̃
′
m′+1) = q′0(q

′
1(x̃

′
1), ..., q

′
m′(x̃′m′)),

где m ≥ m′ ≥ 3, и соответствующие этим представлениям разбиения

{Ij}j=1,...,m+1 и {I ′j}j=1,...,m′+1 множества [n] не совпадают. Тогда при выполнении ИП

пара n-арных квазигрупп f и g дополняема.

Дока зат ельст во . По теореме 7 неразделимая m-арная квазигруппа явля-

ется полулинейной и, следовательно, эквивалентной некоторой 1-полулинейной. Без

ограничения общности m-арную квазигруппу q0 можно считать 1-полулинейной.

Определим МДР-код N ⊂ Qn+1
4 как множество решений уравнения

qm+1(xn+1, x̃m+1) = τq0(q1(x̃1), ..., qm(x̃m)), (1.26)

где τ — перестановка (01)(23).

Зафиксируем произвольным образом все переменные набора x̃m+1, т. е. возьмём

x̃m+1 = ũ. Из определения канонического представления имеем, что группы перемен-

ных x̃m+1 и x̃′m′+1 минимально возможные по мощности. Таким образом, ретракты

Fn+1〈M1〉|x̃m+1=eu и Fn+1〈M2〉|x̃m+1=eu удовлетворяют условию предложения 90. Тогда

МДР-коды M1|x̃m+1=eu, M2|x̃m+1=eu, N |x̃m+1=eu попарно не пересекаются. Из произволь-

ности выбора набора значений ũ и предложения 76(a) получаем требуемое. N

Совершенно аналогично предложению 91 можно доказать

Предложение 92. Пусть n-арная квазигруппа f не полностью разделима, а n-арная

квазигруппа g полностью разделима. Тогда при выполнении ИП из совместимости

пары n-арных квазигрупп f и g следует их дополняемость.

94



Предложение 93. Пусть f и g — разделимые совместимые n-арные квазигруппы

и их канонические представления (m ≥ 4) имеют одинаковые разбиения множества

переменных, т. е.

M〈f〉 = {x ∈ Qn+1
4 : q1(x̃1) = f0(q2(x̃2), ..., qm(x̃m))}, (1.27)

M〈g〉 = {x ∈ Qn+1
4 : q′1(x̃1) = g0(q

′
2(x̃2), ..., q

′
m(x̃m))}.

Тогда при выполнении ИП пара n-арных квазигрупп f и g дополняема.

Дока зат ельст во . Если все наборы переменных x̃i, i = 1, . . . , m, состоят

ровно из одной переменной, то требуемое вытекает из предложения 88.

Изменяя квазигруппы qi в выражении (1.27), (m− 1)-арную квазигруппу f0 мож-

но преобразовать в любую изотопную ей (m− 1)-арную квазигруппу без изменения

множества M〈f〉. Поэтому можно считать, что m-арные квазигруппы f0 и g0 — 1-

полулинейные, т. е. M〈f0〉,M〈g0〉 ⊂ S, где χS(y) = 1⊕
m⊕

i=1

χ{0,1}(yi). Без ограничения

общности положим5, что переменная xi содержится в группе переменных x̃i при лю-

бом i = 1, . . . , m.

Теперь рассмотрим фиксацию переменных xm+1, . . . , xn+1 произвольными кон-

стантами. Предположим найдутся номер i ∈ [m] и набор u ∈ Qni−1
4 такие, что qi(zu) =

ξq′i(zu), где перестановка ξ 6∈ Ω = {Id, (0, 1), (2, 3), (0, 1)(2, 3), (0, 2)(1, 3), (0, 3)(1, 2)}
(предполагается, что переменная z может быть подставлена на любую позицию). Из

предложения 84 вытекает, что если квазигруппы qj и q′j при некотором j ∈ [m]\{i} не
совпадают с точностью до перестановки значений (т. е. qj 6= σq′j для некоторой пере-

становки σ), то m-арные квазигруппы f0 и g0 разделимы, что противоречит условию.

Если арности квазигрупп qj равны 1 при любом j ∈ [m], j 6= i, то требуемое

следует из предложения 87. Пусть qj = σq′j и квазигруппа qj зависит не менее чем от

двух переменных. Тогда после замены на новую переменную одинаковых функций

qj в канонических представлениях (1.27) к полученным в результате МДР-кодам

меньшей размерности можно применить ИП, а затем, произведя обратную замену,

получить требуемое.
5Для упрощения рассуждений в предложении 93 роль выделенной переменной xn+1 в канони-

ческом представлении играет переменная x1.
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Ясно, что M〈f〉 ⊂ S̃, где 2-МДР-код S̃ определяется формулой

χeS(x) = 1⊕
m⊕

j=1

χ{0,1}(qj(x̃j)).

В случае, если для любого номера i ∈ [m] и набора u ∈ Qni−1
4 перестановка ξ, опреде-

ляемая равенством qi(zu) = ξq′i(zu), содержится в множестве Ω, по предложению 86

получаем, что χ{0,1}(qj(x̃j)) = χ{0,1}(q′j(x̃j)) или χ{0,1}(qj(x̃j)) = 1⊕χ{0,1}(q′j(x̃j)). Тогда

МДР-кодM〈g〉 содержится либо в 2-МДР-коде S̃, либо в его дополнении. По предло-

жению 85 и ИП 2-МДР-коды S̃ и Qn+1
4 \ S̃ являются двудольными (расщепляемыми)

и из предложения 75 получаем требуемое. N

Предложение 94. Пусть непересекающиеся МДР-коды M1,M2 ⊂ Qn
4 определяются

уравнениями ϕ1(x1, x2) = f1(x3, . . . , xn+1) и ϕ2(x1, x2) = f2(x3, . . . , xn+1) соответствен-

но, n ≥ 4. Тогда из ИП вытекает, что Qn+1
4 \ (M1 ∪M2) — расщепляемый 2-МДР-код.

Дока зат ельст во . Из перебора всевозможных пар 2-квазигрупп ϕ1 и ϕ2

видно, что возможны следующие случаи.

0) МДР-коды C1
a = Ma〈ϕ1〉 и C2

b = Mb〈ϕ2〉 пересекаются для любой пары

(a, b) ∈ Q2
4.

1) Существует такая перестановка π, что МДР-коды C1
a и C2

b не пересекаются

тогда и только тогда, когда b = π(a).

2) Существует такая перестановка π, что МДР-коды C1
a и C2

b пересекаются тогда

и только тогда, когда b = π(a).

3) Квазигруппы ϕ1 и ϕ2 противоположные, но неэквивалентные.

Рассмотрим случаи 0) — 3) по отдельности.

0) Противоречит условию непересекаемости МДР-кодов M1 и M2.

1) Из непересекаемости МДР-кодов M1 и M2 следует, что f2 = πf1. Перенесём

перестановку π в левую часть уравнения, задаюшего МДР-код M2. Получаем, что

МДР-код M2 задаётся равенством πϕ2(x1, x2) = f1(x3, . . . , xn+1) и утверждение сво-

дится к дополняемости пар совместимых 2-квазигрупп.

2) Имеем ϕ1 = τϕ2 для некоторой перестановки τ и утверждение сводится к

дополняемости пар совместимых (n− 1)-арных квазигрупп.
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3) Требуемое следует из предложения 87. N

Пару переменных 〈xi, xj〉 будем называть внутренней относительно n-арной ква-

зигруппы f , если f(x) ≡ g(ϕ(xi, xj), x̃), где g — некоторая (n−1)-арная квазигруппа,

ϕ — некоторая 2-квазигруппа и x̃ — набор переменных с индексами из множества

[n]\{i, j}. Например, пары переменных 〈x1, x2〉 и 〈x3, x4〉 являются внутренними для

9-квазигруппы f , изображённой на рис. 1.6. Нетрудно видеть, что если пара пере-

менных 〈xi, xj〉 является внутренней относительно n-арной квазигруппы f , то она

является внутренней и относительно любого ретракта n-арной квазигруппы f , кото-

рый содержит переменные xi и xj. Тогда, используя теорему 3, индукцией по числу

переменных нетрудно доказать

Предложение 95. Пусть {(x, y) : f(x) = g(y)} = {(x̃, ỹ) : f ′(x̃) = g′(ỹ)}, где f, g, f ′, g′

— разделимые квазигруппы (от многих переменных), x, y и x̃, ỹ — два разбиения мно-

жества переменных. Если внутренняя относительно f пара переменных содержится

в наборе x̃, то эта пара переменных является внутренней относительно f ′.

Пусть МДР-код определяется уравнением f(x) = g(y), т. е.

M = {(x, y) : f(x) = g(y)}, где квазигруппа f полностью разделима, либо зависит

от двух переменных. Пару переменных {xi, xj} будем называть внутренней относи-

тельно МДР-кода M , если пара переменных {xi, xj} — внутренняя относительно f

или g. Обозначим через I(M) множество пар внутренних переменных МДР-кода M ,

через Ĩ(M) = ∪I(M) обозначим множество внутренних переменных МДР-кода M .

Непосредственно из определения пары внутренних переменных МДР-кода выте-

кают следующие предложения.

Предложение 96. Полностью разделимый МДР-код M ⊂ Qn
4 имеет не менее двух

непересекающихся пар внутренних переменных при n ≥ 4.

Предложение 97. Пара переменных {xi, xj} является внутренней относительно

разделимого МДР-кода M ⊂ Qn
4 тогда и только тогда, когда M = {ϕ(xi, xj) = q(x̃)},

где q — некоторая (n − 1)-арная квазигруппа, ϕ — некоторая 2-квазигруппа и x̃ —

набор переменных с индексами из множества [n] \ {i, j}.

Предложение 98. Если пара переменных {xi, xj} — внутренняя относительно пол-
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ностью разделимого МДР-кода M ⊂ Qn
4 , то эта пара переменных является внутрен-

ней относительно ретракта M |xk=a при любых a ∈ Q4 и k ∈ [n] \ {i, j}.
Напомним, что для любого полностью разделимого МДР-кода

M = {(x, y) : f(x) = g(y)} определено дерево T = T (M).

Пусть W ⊂ V (T ) — некоторое множество вершин дерева T . Будем говорить, что

вершина w ∈ W крайняя в W , если в дереве T она не лежит на пути, соединяющим

две другие вершины из W . Пусть M ⊂ Qn+1
4 — полностью разделимый МДР-код и

S ⊂ [n + 1] — некоторое подмножество переменных. Обозначим через w(s) вершину

дерева T , смежную с вершиной, помеченной переменной с номером s. Переменную

xt будем называть крайней в множестве переменных с индексами из S, t ∈ S, если

вершина w(t) крайняя в множестве {w(s) | s ∈ S}. Переменные xt и xs будем называть

соседними, если вершины w(s) и w(t) являются смежными. Например, на рис. 1.6

переменные x7 и x8 соседние.

Пусть M ⊂ Qn+1
4 — полностью разделимый МДР-код. Рассмотрение поддеревьев

дерева T (M) показывает, что справедливы следующие предложения.

Предложение 99.

(a) Если вершина w(s) имеет степень более трёх в дереве T (M), то I(M |xs=a) ⊂
I(M) при любом a ∈ Q4.

(b) Если xs 6∈ Ĩ(M) и {xp, xq} ∈ I(M |xs=a) \ I(M), то переменные xp и xs, как и

xq, xs — соседние, а xp, xq — нет.

(c) Если xs 6∈ Ĩ(M) и xs — крайняя переменная в S, то

{{xp, xq} | p, q ∈ S} ∩ (I(M |xs=a) \ I(M)) = ∅ для любого a ∈ Q4.

Предложение 100. Пусть M ⊂ Qn+1
4 (n ≥ 5) полностью разделимый МДР-код,

xs ∈ Ĩ(M), a ∈ Q4 и M ′ = M |xs=a. Пара переменных {xp, xq} содержится в

I(M ′)\I(M) тогда и только тогда, когдаМДР-код M с точностью до изотопии можно

представить в виде

M = {x : xp ∗1 (xs ∗2 xq) = f(x̃)}, (1.28)

где x̃ — набор переменных с индексами из множества [n+1]\{s, p, q}, f — (n−2)-арная

квазигруппа и групповые операции ∗1 и ∗2 не совпадают, причём если xp 6∈ Ĩ(M), то
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I(M ′) \ I(M) = {xp, xq}.

Предложение 101.

(a) Пусть МДР-код M ⊂ Qn+1
4 полностью разделим. Тогда для любого i ∈ [n + 1]

ретракты M |xi=a, a ∈ Q4, имеют одинаковую пару внутренних переменных.

(b) Пусть МДР-код M ⊂ Qn+1
4 разделим не полностью и для некоторого i ∈ [n+1]

его ретракты M |xi=a, M |xi=b, a, b ∈ Q4, полностью разделимы. Тогда ретракты M |xi=a

и M |xi=b, имеют одинаковую пару внутренних переменных.

Дока зат ельст во .

(a) Предложение 96 утверждает, что любой полностью разделимый МДР-код раз-

мерности не менее 4 имеет по крайней мере две пары внутренних переменных. По

предложению 98 любая не содержащая переменную xi пара внутренних переменных

относительно M будет внутренней для ретракта M |xi=a, a ∈ Q4.

(b) По следствию 4 имеем, что МДР-код M может быть представлен как множе-

ство решений уравнения

q1(x̃1) = q0(q2(x̃2), ..., qm(x̃m)),

где (m − 1)-арная квазигруппа q0 неразделима и m ≥ 4. Не ограничивая общности,

будем полагать, что группа x̃1 содержит не менее 2-х переменных. Из условия полной

разделимости ретракта следует, что переменная xi не содержится в группе x̃1, кроме

того квазигруппа q1 полностью разделима или имеет арность 2. Тогда ретракты по

любой переменной из группы x̃1 не являются полностью разделимыми, а ретракты

по любой другой переменной сохраняют пару внутренних переменных относительно

q1. N

Предложение 102. Пусть полностью разделимые МДР-коды

M1,M2 ⊂ Qn+1
4 не пересекаются (n ≥ 5), причём M1 = {(x̃1, x̃2) | f1(x̃1) = g1(x̃2)},

M2 = {(x̃1, x̃2) | f2(x̃1) = g2(x̃2)}, где x̃1, x̃2 — наборы переменных, в каждом из

которых содержится не менее 2-х переменных. Тогда из ИП вытекает, что

Qn+1
4 \ (M1 ∪M2) — расщепляемый 2-МДР-код.

Дока зат ельст во . Если квазигруппы f1 и f2 (g1 и g2) имеют одинаковую

пару внутренних переменных, то требуемое следует из предложения 94. В против-
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ном случае наборы x̃1 и x̃2 состоят не менее чем из 3-х переменных каждый. Не

ограничивая общности, можно положить, что g1(0xn+1) = g2(0xn+1) = xn+1. Рас-

смотрим МДР-коды M ′
1 = {(x̃1, y) | f1(x̃1) = y}, M ′

2 = {(x̃1, y) | f2(x̃1) = y}. Имеем

M ′
1 ∩M ′

2 = ∅ и в рассматриваемом случае МДР-коды M ′
1 и M ′

2 не содержат одина-

ковой пары внутренних переменных вида {xi, xj}. Без ограничения общности можно

полагать, что набор x̃1 выбран миниальным по мощности, поэтому общая пара {xi, y}
также отсутствует. По ИП пара квазигрупп f1 и f2 дополняется, причём по предло-

жению 101 только до неразделимой квазигруппы. Тогда, применяя предложения 79

и 87, нетрудно получить требуемое. N

Предложение 103. Пусть полностью разделимые n-арные квазигруппы f и g сов-

местимы и для любого a ∈ Q4 пары ретрактов f |x1=a и g|x1=a дополняемы только до

неразделимых n-арных квазигрупп. Тогда при выполнении ИП пара n-арных квази-

групп f и g дополняема.

Дока зат ельст во . По лемме 1 о линейном антислое и предложению 79

пары ретрактов f |x1=a и g|x1=a являются полулинейными противоположными при

любом a ∈ Q4, причём по крайней мере один из каждой пары ретрактов f |x1=a и

g|x1=a нелинеен, иначе по предложению 94 пара ретрактов f |x1=a и g|x1=a дополнялась

бы и до разделимой n-арной квазигруппы.

Нетрудно видеть, что если некоторый ретракт f |x1=b полностью разделимой n-

арной квазигруппы f является линейным, то для любого a ∈ Q4 ретракт f |x1=a

линейный. Таким образом, без ограничения общности можно полагать, что ретракты

f |x1=a, a ∈ Q4, полулинейны, но нелинейны.

Рассмотрим характеристики линейных 2-МДР-кодов, содержащих ретракты

M〈f |x1=a〉, a ∈ Q4. Пары противоположных ретрактов (см. лемму 1 о линейном

антислое), содержатся в линейных 2-МДР-кодах с одинаковой характеристикой. Па-

ры непротивоположных ретрактов имеют характеристики, совпадающие в некоторой

позиции, иначе по предложению 80 один из них был бы линейным. Без ограничения

общности можно полагать, что совпадают (n+1)-позиции характеристик, т. е. множе-

ства S0,1〈f |x1=a〉 являются линейными. Тогда из нелинейности ретрактов M〈f |x1=a〉
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следует, что множества S0,b〈f |x1=a〉 при b = 2, 3 и любом a ∈ Q4 нелинейные (см. пред-

ложение 51). Тогда из предложения 79 и условия дополняемости только до неразде-

лимых n-арных квазигрупп следует, что S0,1〈f〉 = Qn
4 \ S0,1〈g〉, и требуемое вытекает

из предложения 83 (a). N

Лемма 11 ([51]). Пусть полностью разделимые МДР-коды M1,M2 ⊂ Qn+1
4 не пере-

секаются (n ≥ 5) и I(M1) ∩ I(M2) = ∅. Тогда из ИП вытекает, что Qn+1
4 \ (M1 ∪M2)

— двудольный 2-МДР-код.

Дока зат ельст во . Если I(M1|xi=a) ∩ I(M2|xi=a) = ∅ для некоторого

i ∈ [n+1] и всех a ∈ Q4, то по предложению 101 ретракты M1|xi=a и M2|xi=a не могут

быть ретрактами (по одной переменной) разделимого МДР-кода. Тогда требуемое

следует из ИП и предложения 103. Предположим противное (*). Рассмотрим два

случая:

1) xt ∈ Ĩ(M1) ∩ Ĩ(M2);

2) Ĩ(M1) ∩ Ĩ(M2) = ∅.

Рассмотрим случай 1). Пусть M ′
i = Mi|xt=a и {xp, xq} ∈ I(M ′

1) ∩ I(M ′
2). Если

{xp, xq} ∈ (I(M ′
1)\ I(M1))∩ (I(M ′

2)\ I(M2)), т. е. пара {xp, xq} не является внутренней

ни для M1, ни для M2, то по предложению 100 МДР-коды M1, и M2 определяются

уравнениями вида g1(xp, xq, xt) = f1(y) и g2(xp, xq, xt) = f2(y) соответственно. Тогда

требуемое следует из предложения 102.

Если {xp, xq} 6∈ (I(M ′
1) \ I(M1)) ∩ (I(M ′

2) \ I(M2)), то {xp, xq} ∈ I(M1) ∩ (I(M ′
2) \

I(M2)) (или наоборот). По предложению 100 имеем {xt, xq} ∈ I(M2) или {xt, xp} ∈
I(M2). Без ограничения общности полагаем, что {xt, xq} ∈ I(M2).

Если xp ∈ Ĩ(M2), то по предложению 99(a) имеем I(M2|xp=c) ⊂ I(M2). В то же

время из предложения 100 следует, что все пары из I(M1|xp=c) \ I(M1) содержат пе-

ременную xq. Здесь и далее элемент c ∈ Q4 произвольный. По предположению (*)

ретракты M2|xp=b и M1|xp=b при некотором b ∈ Q4 имеют общую пару внутренних пе-

ременных и из сказанного выше следует, что этой парой может быть только {xt, xq}
(см. рис. 1.8). Следовательно, по предложению 100 МДР-коды M1, и M2 определя-

ются уравнениями вида g1(xp, xq, xt) = f1(y) и g2(xp, xq, xt) = f2(y) соответственно.
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Тогда требуемое следует из предложения 102.

Если xp 6∈ Ĩ(M2), то I(M2|xq=c) \ I(M2) = {{xp, xt}} из предложения 100. Тогда

аналогично разобранному выше заключаем, что общей внутренней парой ретрактов

M2|xq=c и M1|xq=c может быть только пара {xp, xt} и требуемое следует из предложе-

ний 100 и 102.
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Рис. 1.8

Рассмотрим случай 2). В множестве S = Ĩ(M1) выберем крайнюю переменную

xs относительно дерева T (M2). Пусть M ′′
i = Mi|xs=b, b ∈ Q4 и {xp, xq} ∈ I(M ′′

1 ) ∩
I(M ′′

2 ). Поскольку xs — крайняя переменная в S, из предложения 99(c) следует, что

{xp, xq} 6∈ I(M1). По предложению 100 имеем {xp, xs} ∈ I(M1) (или {xq, xs} ∈ I(M1)).

Заметим, что xq 6∈ Ĩ(M1), поскольку иначе xp, xq ∈ S, что противоречит крайнему

положению переменной xs. Рассмотрим ретракты M ′′′
i = Mi|xp=c. Из предложения 100

получаем, что единственной парой в I(M ′′′
1 ), содержащей переменную xs, является

пара {xq, xs} (см. рис. 1.9). Из предложения 99(b) следует, что {xq, xs} 6∈ I(M ′′′
2 ) \

I(M2), но переменная xs 6∈ Ĩ(M2) содержится в любой паре из I(M ′′′
2 )\I(M2). Поэтому

I(M ′′′
2 ) ∩ I(M ′′′

1 ) = ∅. Поскольку c ∈ Q4 произвольно, пришли к противоречию с

предположением (*). N
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Дока зат ельст во т ео р емы 19. Доказательство будем проводить по ин-

дукции. Для n = 1, 2, 3 утверждение теоремы легко проверить простым перебором

(см. [143]), при n = 4 утверждение теоремы проверено с помощью компьютера. Пусть

утверждение теоремы верно для любого натурального m, m < n и n ≥ 5.

1) Пусть хотя бы одна из совместимых n-арных квазигрупп f и g имеет неразде-

лимый ретракт арности, большей или равной 3.

1a) Если n-арные квазигруппы f и g неразделимы, то для вывода требуемого утвер-

ждения достаточно применить предложение 88.

Если n-арная квазигруппа f имеет неразделимый ретракт арности m, n > m > 2,

то по следствию 4 МДР-код M(f) задаётся каноническим уравнением

qm+1(xn+1, x̃m+1) = q0(q1(x̃1), ..., qm(x̃m))

с разбиением переменных {Ij}j=1,...,m+1.

Пусть МДР-код M〈g〉 определяется каноническим уравнением

q′m′+1(xn+1, x̃
′
m′+1) = q′0(q

′
1(x̃

′
1), ..., q

′
m′(x̃′m′))

с разбиением переменных {I ′j}j=1,...,m′+1, где n > m′ > 2.

1b) Если разбиения {Ij}j=1,...,m+1 и {I ′j}j=1,...,m′+1 множества [n] не совпадают, то при-

меняем предложение 91.

1c) Если разбиения {Ij}j=1,...,m+1 и {I ′j}j=1,...,m′+1 множества [n] совпадают, то приме-

няем предложение 93.

1d) Если n-арная квазигруппа g полностью разделима, то применяем предложение

92.

2) Пусть МДР-кодыM〈f〉 иM〈g〉 полностью разделимы. Если I(M〈f〉)∩I(M〈g〉) =

∅, то требуемое следует из леммы 11. В противном случае требуемое вытекает из

предложения 94. Все возможные случаи рассмотрены. N
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§ 1.7. Бесконечномерные квазигруппы конечных по-

рядков

§ 1.7.1. Бесконечномерные квазигруппы и неизмеримые множе-

ства

Пусть A — некоторое конечное или бесконечное множество, элементами которого

нумеруются аргументы функций, действующих из QA
k в Qk. Определим функцию

d : QA
k ×QA

k → [0,∞] так, что d(y, z) — число различающихся координат в y, z ∈ QA
k .

Функция f : QA
k → Qk называется A-квазигруппой (мультиарной квазигруппой),

когда f(y) 6= f(z) при d(y, z) = 1.

Случай конечного множества A был рассмотрен выше. В этом разделе рассмат-

ривается случай мультиарных квазигрупп от бесконечного числа аргументов. Пусть

N — множество натуральных чисел. Элементы множества QN
k можно рассматривать

как k-ичные представления вещественных чисел δ ∈ [0, 1]. Отождествим веществен-

ные числа и их k-ичные представления6.

Предложение 104. Для любой мультиарной квазигруппы f : QN
k → Qk конечного

порядка k и элемента a ∈ Qk множество {δ ∈ [0, 1] | f(δ) = a} неизмеримо по Лебегу.

Дока зат ельст во . Предположим, что множество

B = {δ ∈ [0, 1] | f(δ) = a} измеримо. Пусть τ ∈ [0, 1] — некоторое k-ично рациональ-

ное число, в k-ичной записи которого не более начальных m символов отличны от

нуля. Рассмотрим полуинтервал [τ, τ + 1/km+1). Из определения мультиарной квази-

группы следует, что (B∩ [τ, τ +1/km+1)+ i/km+1)∩B = ∅ для любого i = 1, . . . , k−1.

Тогда, используя инвариантность меры Лебега относительно сдвига множества, по-

лучаем неравенство µ(B ∩ [τ, τ + 2/km+1)) ≤ µ([τ, τ + 2/km+1))/2. Поскольку в сколь

угодно малой окрестности любой точки υ ∈ (0, 1) найдутся k-ично рациональные

точки, имеем

lim
ε→0

µ((υ − ε, υ + ε) ∩B)

µ((υ − ε, υ + ε))
≤ 1

2
.

6Для дальнейшего изложения не существенно нарушение взаимной однозначности на счётном

множестве.
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По теореме Лебега о плотности для произвольного измеримого множества A этот

предел равен 1 для почти всех точек υ ∈ A. Тогда µ(B) = 0. Кроме того, из опре-

деления мультиарной квазигруппы имеем [0, 1] ⊂
1+k⋃

i=1−k

(B + i/k). Тогда µ([0, 1]) = 0.

Пришли к противоречию. N

Определим supp y = {i ∈ A | yi 6= 0}. Обозначим через I совокупность конечных

подмножеств множества A. Пусть множество A бесконечно. Рассмотрим

F = {y ∈ QA
k | supp y ∈ I}. Ясно, что множество QA

k представимо в виде дизъюнктно-

го объединения подмножеств вида Fa = a + F . Причём если Fa 6= Fb, то d(y, z) = ∞
для любых y ∈ Fa и z ∈ Fb. Поэтому мультиарная квазигруппа f может быть незави-

симо определена на каждом Fa. В дальнейшем будем подразумевать, что f : F → Qk.

Как будет показано ниже, мультиарные квазигруппы на F допускают конструктив-

ное определение, в то время как для определения мультиарных квазигрупп на QA
k

необходимо выбирать по представителю из каждого класса Fa.

Символом x всюду будем обозначать набор аргументов (переменных) мультиар-

ной квазигруппы, через xL будем обозначать выборку аргументов с индексами из

множества L, L ⊆ A. Понятия ретракта, изотопии, разделимой, полулинейной и

приведённой мультиарной квазигруппы переносятся на случай бесконечного числа

аргументов с учётом того, что количество ненулевых аргументов должно оставаться

конечным при всех рассматриваемых преобразованиях. В частности, ретрактом бес-

конечномерной квазигруппы f называется подфункция, полученная из f подстанов-

кой констант в некоторые аргументы, причём только конечное число констант может

быть отлично от нуля. Через fL будем обозначать ретракт мультиарной квазигруппы

f : F → Qk, в котором фиксированы нулём все аргументы, кроме имеющих индексы

из множества L. Через f(y{i}, xL) будем обозначать мультиарную квазигруппу, полу-

ченную подстановкой функции, переменной или константы y на место аргумента xi,

i 6∈ L. Символами I и J будем обозначать только конечные подмножества в A. Ясно,

что ретракт fJ можно рассматривать как |J |-арную квазигруппу.

Обозначим через S0 группу перестановок на Qk, сохраняюших нуль. В этом разде-

ле будем рассматривать только изотопии, сохраняющие нуль, т. е. элементы множе-

ства S0 × SA0 . Напомним, что мультиарная квазигруппа f называется приведённой
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или мультиарной лупой, если при подстановке любого a ∈ Qk в любой аргумент

xi, i ∈ A, и нулей в остальные аргументы получаем a, т. е. справедливо равенство

f(a{i}, 0A\{i}) = a.

Целью данного раздела является классификация мультиарных квазигрупп по-

рядка 4; как и для n-арных квазигрупп будет доказано, что все бесконечномерные

квазигруппы порядка 4 полулинейны или разделимы. Полулинейные квазигруппы

допускают описание посредством булевых функций. Разделимые мультиарные ква-

зигруппы могут быть представлены через собственные ретракты. Однако, в отличие

от аналогичного описания квазигрупп конечной размерности (см. теорему 7), этот

результат не обеспечивает конструктивной классификации бесконечномерных муль-

тиарных квазигрупп, ибо дерево разложения мультиарной квазигруппы в суперпо-

зиции может оказаться бесконечным.

§ 1.7.2. Разделимость

Напомним, что мультиарная квазигруппа f называется разделимой, если она может

быть представлена в виде суперпозиции, т. е. f(xL1 , xL2) = g(h(xL1){j}, xL2), где h и g

— L1 и ({j} ∩ L2)- квазигруппы, L1 ∩ L2 = ∅, |L1| ≥ 2, |L2| ≥ 1, j 6∈ L2
7.

Из предложения 44 следует, что любая мультиарная квазигруппа изотопна при-

ведённой квазигруппе и приведённая разделимая мультиарная квазигруппа может

быть представлена как суперпозиция приведённых мультиарных квазигрупп. В ка-

честве основного признака разделимости мультиарных квазигрупп в этом разделе

используется следующее утверждение, обобщающее предложение 39 на бесконечно-

мерный случай.

Предложение 105. Мультиарная квазигруппа f представляется в виде суперпози-

ции

f(xL1 , xL2) = g(h(xL1){j}, xL2) тогда и только тогда, когда для любых наборов аргу-

ментов yL2 , yL1 , y′L1
из равенства f(yL1 , 0L2) = f(y′L1

, 0L2) следует равенство f(yL1 , yL2) =

f(y′L1
, yL2).

7Для определённости будем полагать, что j ∈ L1.
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Дока зат ельст во . Без ограничения общности считаем мультиарную ква-

зигруппу f приведённой и 1 = j ∈ L1. Необходимость очевидна, докажем достаточ-

ность. Определим h = fL1 и g = f{1}∪L2 .

Пусть f(yL1 , 0L2) = h(yL1) = a = f(a{1}, 0L1\{1}, 0L2) для некоторого a ∈ Qk. Тогда

f(yL1 , yL2) = f(a{1}, 0L1\{1}, yL2) = g(a{1}, yL2) = g(h(yL1){1}, yL2).

N

Зафиксируем некоторую мультиарную квазигруппу f : F → Qk. Будем говорить,

что множество M ⊆ A неразделимое (относительно f), если |M | ≥ 3 и для любого

конечного набора J ⊆ M найдётся такой конечный набор J ′, J ⊆ J ′ ⊆ M , что

мультиарная квазигруппа fJ ′ неразделимая.

Система множеств, в которой для каждой пары множеств L1, L2 имеется та-

кое множество L, что L1 ∪ L2 ⊂ L называется направлением. Будем говорить, что

направление S ⊆ I сходится к множеству M ⊆ A, если для каждого конечного под-

множества в M найдётся включающий его элемент направления S. По определению

неразделимого множества M найдётся сходящееся к M направление S, состоящее из

неразделимых конечных наборов.

Предложение 106. Если направление S ⊆ I сходится к множеству M ⊆ A и

S =
⋃m

i=1 Si, то найдётся такое i ∈ {1, . . . ,m}, что множество Si есть направление,

сходящееся к M .

Дока зат ельст во . Пусть Si не есть направление, сходящееся к M . Тогда

имеется Ji ∈ I, которое не мажорируется элементами Si. Рассмотрим J =
⋃m

i=1 Ji.

Найдётся такое I ∈ S, что J ⊆ I. По условию I ∈ Si для некоторого i ∈ {1, . . . , m}.
Пришли к противоречию. N

Предложение 107. Если множество M неразделимое, то мультиарная квазигруппа

fM неразделимая.

Дока зат ельст во . Предположим противное, т. е. имеется представление

мультиарной квазигруппы fM в виде суперпозиции

fM(xL1 , xL2) = g(h(xL1){i0}, xL2), (1.29)
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где M = L1 ∪ L2, |L1| ≥ 2, |L2| ≥ 1. Пусть i0, i1 ∈ L1, i2 ∈ L2. По определению

неразделимого множества найдётся такой конечный набор J , {i0, i1, i2} ⊂ J ⊆ M ,

что мультиарная квазигруппа fJ неразделимая. Однако, это противоречит равенству

(1.29). N

Обращение этого утверждения, разбитое на два подслучая (Леммы 12 и 13) яв-

ляется основным результатом этого и следующего подразделов: если мультиарная

квазигруппа fA неразделима, то множество A является неразделимым.

Обозначим через N (f) совокупность неразделимых подмножеств множества A.

Отметим, что если N (f) 6= ∅, то множество N (f) содержит конечные элементы.

Предложение 108. Пусть N (f) 6= ∅. Для любого неразделимого L найдётся мак-

симальный элемент M в N (f), содержащий L.

Дока зат ельст во . Рассмотрим произвольную конечную или бесконечную

цепь (по включению) неразделимых множеств {Lβ}. Покажем, что множество K =

∪Lβ неразделимо. Пусть I ⊂ K — некоторый конечный набор. Тогда найдётся такое

β, что I ⊂ Lβ и, следовательно, имеется конечный неразделимый набор J ′, I ⊆ J ′ ⊆
Lβ ⊆ K. Требуемое следует из леммы Цорна. N

Предполагая, что множество N (f) непусто, зафиксируем некоторый максималь-

ный по включению элемент Mf в N (f).

Сформулируем в новых обозначениях следствие 4 теоремы 3 о каноническом пред-

ставлении разделимых n-арных квазигрупп.

Следствие 9. Если разделимая n-арная квазигруппа f имеет неразделимый ретракт

размерности m > 2, который не содержится в неразделимых ретрактах большей

размерности, то

{x | x0 = fJ(xJ)} = {x | q0(xJ0) = F (q1(xJ1), ..., qm(xJm))}, (1.30)

где qj суть nj-арные квазигруппы при j ∈ {0, . . . , m}, F есть неразделимая m-арная

квазигруппа, {Ji} — разбиение множества J ∪ {0} на наборы мощности n0, . . . , nm
8.

8 Здесь и далее подразумеваем, что x0 не является аргументом мультиарной квазигруппы f .
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Предложение 109. Пусть J ∈ N (f), J ′ ∈ I и J ⊂ J ′. Тогда имеется представление

{x | x0 = fJ ′(xJ ′)} = {x | q0(xJ0) = F (q1(xJ1), ..., qm(xJm))}, (1.31)

где qi суть ni-арные квазигруппы при i ∈ {0, . . . ,m}, F есть неразделимая m-арная

квазигруппа, {Ji}— разбиение множества J ′∪{0} ∈ I на наборы мощности n0, . . . , nm.

Причём |(J ∪ {0}) ∩ Ji| ≤ 1 для любого i, i ∈ {0, . . . , m}.
Дока зат ельст во . Если J есть максимальное неразделимое подмножество

в J ′, то требуемое получаем из следствия 9. В противном случае нужно применить

следствие 9 к максимальному неразделимому множеству J ′′, J ⊂ J ′′ ⊆ J ′. N

Заметим, что m ≥ |J | в формуле (1.31), но не утверждается, что неравенство

m ≥ |J | верно для всех представлений множества {x | x0 = fJ ′(xJ ′)}. Будем пи-

сать [i, j]f,J ′⊃J , если в представлении (1.31) для fJ ′ имеем i, j ∈ Jl для некоторого l,

0 ≤ l ≤ m.

Предложение 110. Для любого i 6∈ Mf найдётся набор J(i) ∈ I,
J(i) ⊆ Mf и единственное α(i) ∈ Mf ∪ {0} такие, что для любого J ∈ I, i ∈ J ,

J(i) ⊂ J ⊆ Mf ∪ {0, i} имеем [i, α(i)]f,J⊃J(i).

Дока зат ельст во . Поскольку i 6∈ Mf , то для конечных наборов J ′ ⊂ Mf

больших некоторого J(i) ⊆ Mf мультиарная квазигруппа fJ ′∪{i} разделима. Оче-

видно, что набор индексов J(i) можно выбрать неразделимым. Для определённости

выбора будем считать множество индексов упорядоченным, а набор J(i) лексикогра-

фически минимальным из возможных. По предложению 109 имеется представление

(1.31). Если номер α(i) принимает различные значения i1, i2 ∈ J(i) для различных

конечных наборов J ′, J ′′ ⊆ Mf , то, подставляя нуль во все аргументы кроме аргу-

ментов с индексами из {0, i} ∪ J(i) в представлениях вида (1.31) для мультиарных

квазигрупп fJ ′ и fJ ′′ приходим в противоречие с единственностью представления

мультиарной квазигруппы, обеспеченной теоремой 3. N

Предложение 111. Для любых наборов J ′, J ′′ ∈ I, i ∈ J ′′, J ′ ⊂ Mf , J(i) ⊂ J ′ ⊂ J ′′

имеем [i, α(i)]f,J ′′⊃J ′ .

Дока зат ельст во . Из предложения 110 имеем [i, α(i)]f,J ′∪{i}⊃J(i). Рассмот-
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рим представление (1.31) для мультиарной квазигруппы fJ ′′ . Для того, чтобы убе-

диться в выполнении [i, α(i)]f,J ′′⊃J ′ достаточно подставить нуль во все аргументы

кроме аргументов с индексами из J ′ ∪ {0, i} и применить следствие 9. N

Следствие 10. Для любого конечного набора J ⊂ A \ Mf найдётся такой набор

J ′ ∈ I, J ′ ⊂ Mf , что для любого набора J ′′ ∈ I, J ′ ∪ J ⊂ J ′′ и любого i ∈ J имеем

[i, α(i)]f,J ′′⊃J ′ .

Дока зат ельст во . Рассмотрим конечный набор J ′ ⊂ Mf такой, что fJ ′ —

неразделимая мультиарная квазигруппа и J(i) ⊂ J ′ для любого i ∈ J . Требуемое

следует из предложения 111. N

Лемма 12 ([56]). Если множество A разделимо и Nf 6= ∅, то мультиарная квазиг-

руппа f : F → Qk разделима.

Дока зат ельст во . Рассмотрим некоторое множество Mf , по условию Mf 6=
A. Для любого m ∈ Mf определим множество индексов Am = {i 6∈ Mf | α(i) =

m} ∪ {m}. Без ограничения общности можно считать, что 1 ∈ Mf и |A1| ≥ 2. Пусть

B = A \ A1. Покажем, что для любых наборов аргументов yB, yA1 , y′A1
из равен-

ства f(yA1 , 0B) = f(y′A1
, 0B) следует равенство f(yA1 , yB) = f(y′A1

, yB). Рассмотрим

произвольные y, y′ ∈ F и конечный набор J = supp yB ∪ supp yA1 ∪ supp y′A1
. По

следствию 10 найдётся такой набор J ′ ⊆ Mf , J ∩ Mf ⊂ J ′, что для любого ко-

нечного набора J ′′, J ′ ∪ J ⊂ J ′′ и любого i ∈ J \ Mf имеем [i, α(i)]f,J ′′⊃J ′ . Тогда

fJ ′′(xA1∩J ′′ , xB∩J ′′) = g(h(xA1∩J ′′){1}, xB∩J ′′).

Пусть f(yA1 , 0B) = f(y′A1
, 0B). Тогда h(yA1∩J ′′) = h(y′A1∩J ′′) и

f(yA1 , yB) = fJ ′′(yA1∩J ′′ , yB∩J ′′) = fJ ′′(y
′
A1∩J ′′ , yB∩J ′′) = f(y′A1

, yB).

Из предложения 105 получаем требуемое. N

Методы, подобные использованным выше, применялись в [147] для исследования

свойств разделимых n-арных квазигрупп.
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§ 1.7.3. Полная разделимость

Все 2-квазигруппы в соответствии с определением являются неразделимыми. Раз-

делимая n-арная квазигруппа f называется полностью коммутативно разделимой,

если все её ретракты размерности большей 2-х разделимы и все ретракты размерно-

сти 2 изотопны коммутативным группам.

Далее в этом параграфе речь пойдёт только об мультиарных квазигруппах по-

рядка 4. Как было сказано выше, все 2-квазигруппы порядка 4 изотопны либо группе

Z2×Z2, либо группе Z4. Поэтому разделимые n-арные квазигруппы порядка 4, не со-

держащие неразделимых ретрактов размерности большей 2-х, являются полностью

коммутативно разделимыми. Следующее утверждение является прямым следствием

теоремы 3 о каноническом представлении разделимых n-арных квазигрупп.

Следствие 11. Полностью коммутативно разделимую n-арную квазигруппу

f : Qn
4 → Q4 можно представить в виде

f(xJ1 , . . . , xJk
) = q1(xJ1) ∗ ... ∗ qk(xJk

), (1.32)

где ∗ есть коммутативная групповая операция, qj суть nj-арные квазигруппы при

j ∈ [k], не представимые в виде qj(xJ ′j , xJ ′′j ) = q′(xJ ′j) ∗ q′′(xJ ′′j ). Причём в данном

представлении конечные наборы {Jj} и операция ∗ определяются единственным (при

фиксированном нейтральном элементе группы) образом.

Полностью коммутативно разделимой n-арной квазигруппе f , имеющей представ-

ление (1.32), как и в общем случае (см. § 1.2) поставим в соответствие корневое дере-

во T (f), внутренние вершины которого помечены операциями, а листья аргументами

функции.

Пусть мультиарная квазигруппа f : F → Q4 такова, что множество N (f) пу-

сто. Будем обозначать T (fJ) через TJ , где J ∈ I. Рассмотрим в TJ минимальное

поддерево, содержащее пару аргументов с индексами i1, i2 ∈ J и обозначим через

C(J, i1, i2) ∈ I множество индексов, соответствующих висячим вершинам этого под-

дерева. Корректность определения дерева T (f) и множества C(J, i1, i2) получается

из следствия 11. Множество C(J, i1, i2) ∈ I можно эквивалентно определить через
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существование следующего представления

fJ(xJ) = g((h1(xC1) ∗ h2(xC2)){i1}, xJ\(C1∪C2)),

где C1∪C2 = C(J, i1, i2), i1 ∈ C1, i2 ∈ C2, и мультиарная квазигруппа (h1(xC1)∗h2(xC2))

соответствует минимальному поддереву, содержащему пару аргументов с индексами

i1, i2 ∈ J .

Предложение 112. Пусть J ⊂ J ′ ∈ I, i1, i2 ∈ J . Тогда справедливо равенство

C(J, i1, i2) = C(J ′, i1, i2) ∩ J .

Дока зат ельст во . Имеем fJ ′(xJ ′) = g((h1(xC1) ∗ h2(xC2)){i1}, xJ ′\(C1∪C2)),

где C1 ∪ C2 = C(J ′, i1, i2), i1 ∈ C1, i2 ∈ C2. Подставляя нуль во все аргументы из

J ′ \ J , получаем требуемое представление для мультиарной квазигруппы fJ . N

Лемма 13 ([56]).Пусть мультиарная квазигруппа f : F → Q4 такова, чтоN (f) = ∅.

Тогда f разделима.

Дока зат ельст во . Без ограничения общности будем считать, что f приве-

дённая. Если мультиарная квазигруппа f линейна (изотопна итерированной группе

Z2 × Z2) или f изотопна итерированной группе Z4, то f разделима. Иначе найдётся

набор J = {i1, i2, i3}, что fJ(xJ) = (xi1 ∗1 xi2)∗2 xi3 , где ∗1 и ∗2 — различные групповые

операции. Рассмотрим множество C = ∪C(J, i1, i2), где объединение берётся по всем

конечным наборам J , содержащим i1, i2. Из предложения 112 получаем, что i3 6∈ C.

Кроме того, для любого конечного набора J ∈ I, i1, i2 ∈ J имеем C(J, i1, i2) = C ∩ J .

Действительно, если j ∈ (C ∩J)\C(J, i1, i2), то j ∈ C(J ′, i1, i2) для некоторого конеч-

ного набора J ′. Тогда из предложения 112 имеем j ∈ C(J ′∪J, i1, i2) и, следовательно,

j ∈ C(J, i1, i2).

Докажем, что f(xA) = g(h(xC){i1}, xA\C). По предложению 105 достаточно дока-

зать, что для любых аргументов yA\C , yC , y′C из равенства f(yC , 0A\C) = f(y′C , 0A\C)

следует равенство f(yC , yA\C) = f(y′C , yA\C). Рассмотрим произвольные y, y′ ∈ F ,

обозначим J = supp y ∪ supp y′ ∪ {i1, i2, i3}. Тогда

f(y) = fJ(yJ) = g(h(yJ∩C){i1}, yJ\C).

Из равенства f(yC , 0A\C) = f(y′C , 0A\C) имеем h(yJ∩C) = h(y′J∩C) = a для некоторого

112



a ∈ Q4. Тогда

f(yC , yA\C) = fJ(yC , yA\C) = g(a{i1}, yA\C) =

g(h(y′J∩C){i1}, yA\C) = fJ(y′C , yA\C) = f(y′C , yA\C).

N

§ 1.7.4. Полулинейность

Напомним, что мультиарная квазигруппа f : F → Q4 порядка 4 называется полу-

линейной, если она удовлетворяет равенству f({0, 1}A ∩ F) = {0, 1} или f изотопна

квазигруппе, удовлетворяющей этому равенству.

Полулинейные мультиарные квазигруппы разделяются на три класса R1, R2, R3,

так что в Ra содержатся квазигруппы главно изотопные a-полулинейным квазигруп-

пам, т. е. мультиарным квазигруппам, удовлетворяющим равенству f({0, a}A ∩F) =

{0, a}.
Из предложения 51(b) следует, что при a 6= b множество Ra ∩ Rb совпадает с

множеством линейных мультиарных квазигрупп.

В теореме 7 утверждается, что для любого конечного n каждая n-арная квази-

группа порядка 4 является разделимой или полулинейной. Для бесконечномерных

квазигрупп, используя эту теорему, докажем следующую лемму.

Лемма 14 ([56]). Пусть f — мультиарная квазигруппа порядка 4 и M ∈ N (f). Тогда

мультиарная квазигруппа fM полулинейна.

Дока зат ельст во . Без ограничения общности считаем, что f приведён-

ная. Если M конечное, то требуемое следует из теоремы 7. Далее полагаем, что

множество M бесконечное. Поскольку M ∈ N (f), найдётся направление S ⊆ I, ко-
торое сходится к M . Пусть Ba = {J ∈ I | J ∈ S, fJ ∈ Ra}. Из предложения 106

следует, что как минимум одно из множеств Ba, a ∈ {1, 2, 3} образует сходящееся к

M направление. Из предложения 50(b) следует, что если J ∈ Ba J ′ ⊂ J , то J ′ ∈ Ba.

Следовательно, Ba состоит из всех конечных подмножеств в M .

Если найдутся такие a 6= b, что направления Ba и Bb сходятся к M , то все муль-

тиарные квазигруппы fJ , J ∈ S, являются линейными по предложению 51. Тогда
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квазигруппа fM линейна. Если только одно из направлений Ba, a ∈ {1, 2, 3} сходится
к M , то определим c0 = a.

Аналогичным образом определим ci для каждого i ∈ M . А именно, рассмотрим

мультиарную квазигруппу f
(i)
M , которая является обращением квазигруппы f по i-му

аргументу, т. е. {(x, y) | xi = f
(i)
M (xM\{i}y{i})} = {(x, y) | y = fM(xM)}. Затем найдём

элемент c0 ∈ {1, 2, 3} для квазигруппы f
(i)
M и обозначим его через ci.

Пусть θi = (1, ci). Рассмотрим мультиарную квазигруппу gM(xM) = θ0fM(θMxM).

Нетрудно видеть, что gJ({0, 1}|J |) = {0, 1} для любого J ⊆ M , J ∈ I. Тогда мульти-

арные квазигруппы gM и fM полулинейные. N

Известно (см. предложение 60), что любая n-арная квазигруппа порядка 2 имеет

вид

f(x1, . . . , xn) = x1 + · · ·+ xn + σ mod 2,

где σ ∈ {0, 1}, и любая n-арная квазигруппа порядка 3 изотопна n-арной квазигруппе

f(x1, . . . , xn) = x1 + · · ·+ xn mod 3.

Отсюда методом подобным описанному выше нетрудно доказать следующее

Предложение 113. (a) Пусть f : F → {0, 1} — мультиарная квазигруппа порядка

2. Тогда f(xA) = p(xA) + σ, где σ ∈ {0, 1} и p(xA) =
∑
i∈A

xi mod 2.

(b) Пусть f : F → {0, 1, 2} — мультиарная квазигруппа порядка 3. Тогда f изо-

топна квазигруппе g, где g(xA) =
∑
i∈A

xi mod 3.

Функция p называется счётчиком чётности. Пусть J ∈ I, определим функцию

χ : I → {0, 1}A равенством χ(J) = δ, где δi = 1 тогда и только тогда, когда i ∈ J .

Предложение 114. Пусть g — полулинейная мультиарная квазигруппа порядка

4. Тогда g изотопна некоторой мультиарной квазигруппе f , сужения которой fJ =

f |{2,3}J×{0,1}A\J имеют вид

fJ(x) = 2p(χ(J)) + (p(x mod 2) + σJ) mod 2.

Дока зат ельст во . По определению полулинейности мультиарная квазиг-

руппа g изотопна мультиарной квазигруппе f , удовлетворяющей равенству f({0, 1}A∩
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F) = {0, 1}. Тогда по определению мультиарной квазигруппы f({2, 3}J × {0, 1}A\J ∩
F) = {0, 1} при p(χ(J)) = 0 и f({2, 3}J × {0, 1}A\J ∩ F) = {2, 3} при p(χ(J)) = 1.

Тогда требуемое следует из предложения 113 (a). N

Теорема 24 ([56]). Пусть f : F → Q4 — мультиарная квазигруппа порядка 4.

(a) Множество A неразделимое тогда и только тогда, когда мультиарная квазиг-

руппа fA неразделимая.

(b) Мультиарная квазигруппа f является разделимой или полулинейной.

Дока зат ельст во .

(a) Если A конечное, то утверждение очевидно. Если A бесконечное, то утвер-

ждение следует из предложения 107 и лемм 12 и 13.

(b) Если A конечное, то применяем теорему 7. Если A бесконечное, то утвержде-

ние пункта (b) следует из пункта (a) и леммы 14.N

§ 1.8. МДР-коды с расстоянием, большим чем 2

Пусть M ⊆ Qn
k . Напомним,что кодовым расстоянием множества (кода) называется

dM = min
x,y∈M,x 6=y

d(x, y). Нетрудно видеть, что справедливы следующие утверждения.

Предложение 115. Подмножество гиперкуба Qn
k является МДР-кодом с расстояни-

ем d (d < n) тогда и только тогда, когда все его ретракты, размерности не меньшей

чем d, являются МДР-кодами с расстоянием d.

Предложение 116 ([182], граница Синглтона). (a) Для любого M ⊆ Qn
k верно

неравенство |M | ≤ kn−dM+1.

(b) Множество M является МДР-кодом с расстоянием dM тогда и только тогда,

когда |M | = kn−dM+1.

Как было отмечено выше (предложение 24), МДР-коды с расстоянием 2 мож-

но определить как графики мультиарных квазигрупп, т. е. каждый МДР-код с рас-

стоянием 2 длины n + 1 совпадает с множеством решений уравнения вида xn+1 =

f(x1, . . . , xn), где f — некоторая n-арная квазигруппа. МДР-коды с большими рас-

стояниями также можно представить как множества решений системы уравнений из
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нескольких мультиарных квазигрупп. Действительно, рассмотрим МДР-код длины

n с расстоянием d. По определению МДР-кода в каждой грани гиперкуба размер-

ности m = n − d + 1 имеется ровно одна точка МДР-кода, т. е. например, первые m

координат однозначно определяют оставшиеся n − m координат. Значит, МДР-код

является множеством решений системы уравнений

xm+1 = q1(x1, . . . , xm), . . . , xn = qn−m(x1, . . . , xm). (1.33)

Из определения МДР-кода нетрудно видеть, что функции q1, . . . , qn−m являются m-

арными квазигруппами.

Иногда МДР-код удобно представлять системой уравнений общего вида. Из опре-

деления МДР-кода следует

Предложение 117. Пусть f1, . . . , fm — набор функций, действующих из Qn
k в Qk.

Тогда множество решений системы уравнений f1(x) = · · · = fm(x) = 0 являетсяМДР-

кодом тогда и только тогда, когда при любой фиксации любых n − m переменных

система имеет единственное решение.

Перейдём к явному заданию МДР-кодов.

Система из n m-арных функций f1, . . . , fn (n ≥ m) называется ортогональной,

если для любого поднабора fi1 , . . . , fim из m элементов этой системы имеем

{(fi1(x), . . . , fin(x)) | x ∈ Qm
k } = Qm

k .

Из определений следует

Предложение 118. Система n-арных функций f1, . . . , fn ортогональна тогда и толь-

ко тогда, когда множество {(f1(x), . . . , fn(x)) | x ∈ Qm
k } является МДР-кодом с рас-

стоянием dM = n−m + 1.

Если все наборы ретрактов (полученные одинаковой фиксацией переменных) си-

стемы ортогональных функций также являются ортогональными системами, то си-

стема называется сильно ортогональной. Из рассмотрения 1-мерных ретрактов сле-

дует, что система сильно ортогональных функций состоит из мультиарных квазиг-

рупп. Из предложений 117 и 118 имеем
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Предложение 119. Подмножество M ⊂ Qn
k является МДР-кодом с расстоянием

dM = m + 1 тогда и только тогда, когда найдётся сильно ортогональная система из

m квазигрупп f1, . . . , fm арности (n−m), для которой верно равенство

M = {(x1, . . . , xn−m, f1(x), . . . , fm(x)) | x ∈ Qn−m
k }.

Функция f : Qn
k → S называется корреляционно-иммунной порядка m, если для

любого a ∈ S её произвольный ретракт размерности n − m принимает значение

a ∈ S одинаковое число раз. Другими словами мощность пересечения f−1{a} ∩G не

зависит от a ∈ S и выбора (n −m)-мерной грани G. Будем обозначать через cor(f)

— максимальный порядок иммунности функции f . Если S = {0, 1}, то f = χM для

некоторого множества M ⊂ Qn
k . Тогда будем писать cor(M) вместо cor(χM).

Замечание 10. Если M ⊂ Qn
k — МДР-код с расстоянием dM , то cor(M) = n−dM +1.

Множество единиц любой булевозначной функции χM можно рассматривать как

кратный МДР-код с расстоянием n− cor(M) + 1.

Ортогональным массивом OAλ(t, n, k) называется матрица размера N × n, где

N = λkt, составленная из элементов множества Qk и удовлетворяющая следующему

условию: если выделить из этой матрицы подматрицу, составленную из произволь-

ных t столбцов, то для каждого a ∈ Qt
k среди строк подматрицы найдётся ровно λ

наборов a. Число t называется силой ортогонального массива.

Для ортогональных массивов A, в которых каждая строка встречается однократ-

но, обозначим через C(A) множество этих строк. Для таких ортогональных массивов

из определений имеем

Предложение 120. A — ортогональный массив OAλ(t, n, k) тогда и только тогда,

когда C(A) ⊂ Qn
k , t = cor(C(A)), |C(A)| = λkt.

Следствие 12. Если A — ортогональный массив OAλ(t, n, k), то C(A) — λ-кратный

МДР-код с расстоянием d = n− t + 1.

Как следует из сказанного выше, вопросы существования МДР-кодов, систем

сильно ортогональных мультиарных квазигрупп и ортогональных массивов с λ = 1

эквивалентны друг другу при надлежащем выборе параметров. Нетрудно видеть,

что
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Предложение 121. (a) Гиперкуб Qn
k содержит МДР-коды с расстоянием 2 при

любых натуральных n и k.

(b) Гиперкуб Qn
k содержит МДР-коды с расстоянием n при любых натуральных

n и k.

Пункт (a) эквивалентен вопросу о существовании n-арных квазигрупп любых

порядков для любых n. Диагонали гиперкуба (0, . . . , 0), . . . , (k − 1, . . . , k − 1) обеспе-

чивают пункт (b).

Напомним, что ретрактом множества M ⊂ Qn
k называется множество

M(a1, . . . , am, i1, . . . , im), полученное фиксацией одной или нескольких координат

M(a1, . . . , am, i1, . . . , im) = {(x1, . . . , xi1−1, xi1+1, . . . , xn) |
(x1, . . . , xi1−1, a1, xi1+1, . . . , xim−1am, xim+1, . . . , xn) ∈ M}.

Проекцией множества M ⊂ Qn
k называется множество M ′(i1, . . . , im) наборов, по-

лученных вычёркиванием координат из наборов, принадлежащих множеству M

M ′(i1, . . . , im) = {(x1, . . . , xi1−1, xi1+1, . . . , xn) |
∃(a1, . . . , am), (x1, . . . , xi1−1, a1, xi1+1, . . . , xim−1am, xim+1, . . . , xn) ∈ M}.

Из определений следует

Предложение 122. (a) Непустой ретракт МДР-кода с расстоянием d является

МДР-кодом с расстоянием d.

(b) Проекция МДР-кода длины n с расстоянием d на грань размерности m, m ≥
n− d + 1, является МДР-кодом с расстоянием d− n + m.

Аналогичное утверждение верно для ортогональных массивов и корреляционно-

иммунных функций.

Предложение 122(b) можно уточнить:

Предложение 123.

(a) Подмножество M ⊂ Qn
k мощности kn−d+1 является МДР-кодом с расстоянием

d (d ≤ n) тогда и только тогда, когда любая его проекция на грань размерности

n− d + 1 имеет мощность kn−d+1.

(b) Подмножество M ⊂ Qn
k является МДР-кодом с расстоянием d (d ≤ n−1) тогда

и только тогда, когда любая его проекция на грань размерности n− d+ s (1 < s < d)
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является МДР-кодом с расстоянием s.

(c) Подмножество M ⊂ Qn
k является МДР-кодом с расстоянием d = n − 1 тогда

и только тогда, когда любая его проекция на 3-х мерную грань, заданную координа-

тами с номерами i, i + 1, i + j (j > 1), является МДР-кодом с расстоянием 2.

Предложение 124 ([87],[114], неравенство Бирбрауэра — Фридмана). Для

любого ортогонального массива OAλ(t, n, k) справедливо неравенство

λkt−n ≥ 1− n(k − 1)

k(t + 1)
.

Известны следующие оценки на мощность ортогонального массива.

Предложение 125 ([174], неравенство Рао).Для любого ортогонального массива

OAλ(t, n, k) справедливо неравенство

(a) λkt ≥
t/2∑
i=0

(
n
i

)
(k − 1)i, при t — чётном,

(b) λkt ≥
(t−1)/2∑

i=0

(
n
i

)
(k − 1)i +

(
n−1

(t−1)/2

)
(k − 1)(t+1)/2, при t — нечётном.

Доказательство неравенств Бирбрауэра — Фридмана и Рао можно получить, рас-

смотрев множество Qn
k как абелеву группу и применяя дискретное преобразование

Фурье (см. главу 2).

Замечание 11. При k = 2 известна верхняя оценка на силу непустого ортогональ-

ного массива, в случае когда его мощность меньше половины мощности гиперкуба

(см. теорему 39 и [113],[71]).

Предложение 126. Пусть M ⊂ Qn
k — МДР-код с расстоянием d и d ≥ 3. Тогда

|M | ≤ kk−1 и n ≤ k + d− 2.

Дока зат ельст во . Из неравенства Бирбрауэра — Фридмана и следствия

12 имеем9, что если МДР-код с расстоянием 3 содержится в гиперкубе Qn
k , то n ≤

k + 1. Следовательно, мощность такого кода не превышает kk−1. По предложению

122 у МДР-кода M найдётся проекция M ′ с кодовым расстоянием 3. Тогда |M | =

|M ′| ≤ kk−1. Поскольку |M | = kn−d+1, получаем n ≤ k + d− 2. N

Таким образом, число МДР-кодов фиксированного порядка k с фиксированным

растоянием d (n > d ≥ 3) конечно. При k = 2 из предложения 126 вытекает
9Для получения этого результата можно также использовать границу Хэмминга.
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Следствие 13. Для любого n в гиперкубе Qn
2 нет МДР-кодов с расстоянием d при

2 < d < n.

Пара латинских квадратов — таблиц 2-квазигрупп f и g называется ортогональ-

ной, если все пары (f(x1, x2), g(x1, x2)), (x1, x2) ∈ Q2
k, различны. Таким образом, си-

стема попарно ортогональных латинских квадратов (MOLS) является частным слу-

чаем сильно ортогональной системы. Известны следующие классические результаты

относительно систем ортогональных латинских квадратов.

Предложение 127. Если f1, . . . , fm — система ортогональных латинских квадратов

(2-квазигрупп) на Qk, то m ≤ k − 1.

Дока зат ельст во . Без ограничения общности можно считать, что первые

(x1 = 0) строчки всех ортогональных квадратов одинаковы и fi(0, 0) = 0 для любого

i ∈ [m]. Тогда элементы fi(1, 0) должны быть ненулевыми и различными для всех

i ∈ [m], т. е. m ≤ k − 1. N

Из приведённого выше доказательства имеем

Следствие 14. Пусть M ⊂ Qk+1
k — МДР-код с расстоянием k, тогда M не содержит

точек на расстоянии k + 1.

Рассмотрим МДР-код M длины m + n с dM = m + 1 и n ≥ 2. По предложению

119 ему соответствует сильно ортогональная система n-арных квазигрупп f1, . . . , fm.

По предложению 123 любому непустому ретракту кода M соответствует сильно ор-

тогональная система. В частности, найдётся система из m ортогональных латинских

квадратов. Тогда из предложений 126 и 127 имеем

Следствие 15. Для любого МДР-кода M ⊂ Qn
k с расстоянием dM и n > dM ≥ 3

справедливы неравенства dM ≤ k и n ≤ 2k − 2.

Перейдём к рассмотрению вопроса о существовании МДР-кодов.

Код называется линейным над полем GF (k), если он является линейным множе-

ством10. Рангом называется размерность аффинной оболочки кода, для линейного

МДР-кода M ⊂ Qn
k с расстоянием d ранг равен r = n − d + 1. Из предложения 126

имеем
10Подразумевается, что число k — степень простого числа.
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Замечание 12. Ранг линейного кода не превосходит k − 1.

Удобно использовать представление линейного МДР-кода в виде решения систе-

мы линейных уравнений. Из предложения 117 следует

Предложение 128. Множество решений системы линейных (над GF (k)) уравнений
n∑

j=1

aijxj = 0, i ∈ [r], n > r, является МДР-кодом (ранга n− r с кодовым расстоянием

d = r + 1) в Qn
k тогда и только тогда, когда любые r столбцов матрицы A = {aij}

образуют невырожденную матрицу.

Для доказательства предложения 128 достаточно заметить, что все грани раз-

мерности r в Qn
k содержат ровно одну точку кода, что следует из невырожденности

соответствующих матриц. Отметим, что любой набор из r столбцов матрицы A явля-

ется базисом над GF (k). Матрица линейной системы, решениями которой являются

кодовые вектора, называется проверочной матрицей кода.

В Qn
k определено внутреннее произведение 〈v, u〉 =

n∑
i=1

viui над полем GF (k). Ду-

альным к линейному коду C ⊂ Qn
k называется код C⊥ = {v ∈ Qn

k : 〈v, u〉 = 0, u ∈ C}.
Из предложения 128 и определения МДР-кода следует

Предложение 129. Пусть C ⊂ Qn
k линейный МДР-код ранга r, тогда C⊥ — линей-

ный МДР-код ранга n− r.

Следствие 16. В Qn
k линейные МДР-коды с расстоянием d и n− d + 2 существуют

одновременно.

Предложение 130. Если k = ps — степень простого числа, то в Qk+1
k имеются

линейные МДР-коды с расстоянием d, 2 ≤ d ≤ k.

Дока зат ельст во . Mатрица




0 1 1 1 . . . 1

0 0 1 2 . . . k − 1

0 0 1 22 . . . (k − 1)2

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

1 0 1 2r−1 . . . (k − 1)r−1




удо-

влетворяет условиям предложения 128 при r < k, поскольку любые её миноры по-

рядка r можно выразить через определитель Вандермонда. N

Предложение 131. В Qn
k имеется линейный МДР-код ранга n − r тогда и только
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тогда, когда найдётся матрица размера r×(n−r), все миноры (всех размеров) которой

невырождены.

Дока зат ельст во . Cистема линейных функций вида fi(x1, . . . , xn−r) =
∑

j aijxj, i ∈ [r], ортогональна тогда и только тогда, когда матрица A = {aij} имеет

полный ранг. Тогда по предложению 119 система линейных мультиарных квазигрупп

сильно ортогональна тогда и только тогда, когда все миноры матрицы A невырож-

дены. N

Из предложения 131 имеем

Следствие 17. Если k 6= 2, k = ps — степень простого числа, то над полем GF (k)

имеется система f1, . . . , fk−1 попарно ортогональных 2-квазигрупп (латинских квад-

ратов).

Достаточно рассмотреть набор 2-квазигрупп вида fi(x1, x2) = x1 + ix2, i ∈ [k− 1],

где операции выполняются в поле GF (k).

Предложение 132 (см. [40]). Пусть k = 2t, t ≥ 2, n = k + 2. Существует C ⊂ Qn
k

линейный МДР-код ранга n− 3.

Дока зат ельст во . Заметим, что a2 6= b2 при a 6= b в GF (k). Тогда матрица


1 1 . . . 1

1 2 . . . k − 1

1 22 . . . (k − 1)2


 удовлетворяет условиям предложения 131. N

Построенные в предложении 132 МДР-коды называют астурийскими.

Пусть α — примитивный элемент в поле GF (k). Рассмотрим матрицу

A =




1 1 1 . . . 1

1 α α2 . . . αk−2

1 α2 α4 . . . α2(k−2)

. . . . . . . . . . . . . . .

1 αr α2r . . . αr(k−2)




.

Любой набор из r + 1 (r < k− 2) столбцов матрицы A представляет собой матри-

цу Вандермонда. По предложению 128 матрица A является проверочной матрицей

МДР-кода. Нетрудно видеть, что этот код является циклическим, т. е. слова ви-

да (y1, y2, . . . , yn) и (y2, . . . , yn, y1) содержатся или отсутствуют в коде одновременно.
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МДР-код с проверочной матрицей A называется циклическим кодом Рида — Соло-

мона и по построению является МДР-кодом длины k − 1 с расстоянием r + 1.

Теорема 25 ([85]). Пусть S ⊂ Qr
k, r ≤ k, k = ps, p — простое и любое подмножество

в S из r элементов, является базисом (над полем GF (k)). Тогда

(a) если s = 1, p 6= 2, то |S| ≤ k + 1;

(b) ecли s > 1, p 6= 2 и r ≤ 2p− 2, то |S| ≤ k + 1;

(c) если p = 2, то |S| ≤ k + 2.

Из теоремы 25 (a) и предложения 128, в частности, имеем

Следствие 18 ([84]). Пусть k — простое и M ⊂ Qn
k линейный МДР-код с расстоя-

нием n > dM > 2. Тогда n ≤ k + 1.

Аффинной плоскостью называется система точек и прямых, удовлетворяющая

следующим свойствам.

1) Через любые две различные точки проходит ровно одна прямая.

2) Через любую точку, которая не принадлежит прямой, проходит ровно одна

прямая, не пересекающаяся (параллельная) с данной прямой.

3) Каждая прямая содержит не менее двух точек и существует не менее двух

прямых.

Можно показать (см. [64], [185]), что в конечной аффинной плоскости каждая

прямая содержит одинаковое количество точек k — порядок плоскости. Более того,

все прямые разбиваются на k + 1 класс по k параллельных прямых.

Предложение 133. Аффинные плоскости порядка k взаимно однозначно соот-

ветствуют МДР-кодам Qk+1
k с расстоянием k (системам из k − 1 ортогональной 2-

квазигруппы порядка k).

Дока зат ельст во . Пусть дан МДР-код M ⊂ Qk+1
k с расстоянием k. Тогда

элементы кода являются точками, а прямые — пересечения МДР-кода M с гипер-

плоскостями. Выполнение аксиомы 1) вытекает из следствия 14. Аксиомы 2) и 3)

выполнены очевидно. Докажем, что аффинная плоскость порождает МДР-код. За-

нумеруем k прямых каждого параллельного класса числами 0, . . . , k − 1. Каждой

точке сопоставим вектор из Qk+1
k из номеров прямых, которым принадлежит точка.
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Полученное подмножество гиперкуба является МДР-кодом по предложению 116 (b).

N

Замечание 13. Для любого k аффинная и проективная плоскости порядка k суще-

ствуют одновременно (см.[64], [185], [40]).

Пусть M ⊂ Qn
k1

— МДР-код с расстоянием d и C1, . . . , C|M | ⊂ Qn
k2

— набор МДР-

кодов с расстоянием d. Пусть α : M → [|M |] — нумерация элементов кода M . Опре-

делим тензорное произведение (сплетение в [6])

T = {((u1, v1), . . . , (un, vn)) | u ∈ M, v ∈ Cα(u)} ⊂ Qn
k1k2

.

Из определения и предложения 116 нетрудно получить

Предложение 134. Тензорное произведение T МДР-кодов с расстоянием d является

МДР-кодом с расстоянием d.

Из предложения 134 следует

Предложение 135. Если существуют системы из s MOLS порядков k1 и k2, то

существует система s MOLS порядка k1k2.

Замечание 14. Аналогичное утверждение справедливо для систем сильно ортого-

нальных мультиарных квазигрупп любой арности.

Из следствия 17 и предложений 130, 134 имеем

Следствие 19. Если k > 1, k 6= 2 mod 4, то в Qk найдётся пара ортогональных

латинских квадратов.

Следствие 20 (теорема Макниша, см. также [126]). Если k = pe1
1 . . . pem

m , где

pi — простое при i ∈ [m], то существует система из s MOLS порядка k, где s =

min{pei
i − 1 | i ∈ [m]}.

Следствие 21 (см. [108]). Если k = pe1
1 . . . pem

m , где pi — простое при i ∈ [m], то

существуетМДР-код длины s с расстоянием d, 2 ≤ d ≤ s, где s = min{pei
i −1 | i ∈ [m]}.

В [90] решён вопрос о существовании пар ортогональных латинских квадратов.

Теорема 26 ([90]). При k 6= 1, 2, 6 найдётся пара ортогональных латинских квадра-
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тов порядка k.

Важный теоретический результат о несуществовании систем ортогональных ла-

тинских квадратов имеется в [92].

Теорема 27 ([92]). Если k = 1, 2 mod 4 и найдётся k − 1 MOLS порядка k, то

k = p2 + q2, где p, q — целые числа.

Максимальное количество M(k) попарно ортогональных латинских квадратов

(MOLS) порядка k, не равного степени простого числа, является открытой комбина-

торной проблемой. Минимальный порядок, при котором M(k) неизвестно, равен 10.

Вычислительный эксперимент показывает, что M(10) ≤ 8 (см. [136]), но неизвестно

даже, имеются ли три попарно ортогональных латинских квадрата порядка 10.

Справедлива следующая

Теорема 28 ([189]). M(k) ≥ k1/17 − 2 при достаточно больших k.

Таким образом, для любого t и достаточно больших k существует система из t по-

парно ортогональных латинских квадратов порядка k. Пусть n(t) = max{k |M(k) <

t}. Имеются верхние оценки на величину n(t) ([91], [126]):

t n(t) ≤
2 6,

3 10,

4 22,

5 60,

6 74,

7 570,

8 2766,

9 3678,

t n(t) ≤
10 5804,

11 7222,

12 7286,

13 7288,

14 7874,

15 8360,

30 52502.

В [126] приводится таблица нижних оценок чисел M(k) при k ≤ 10000.

Выше были рассмотрены способы построения линейных МДР-кодов порядков,

равных степени простого. Из предложений 130, 132 и теоремы 25 видно, что задача

перечисления всех возможных параметров линейных МДР кодов близка к решению.

В то время, как в задаче определения возможных параметров нелинейных МДР-

125



кодов продвижений немного.

Обзор конструкций систем попарно ортогональных латинских квадратов имеется

в [100]. В [15] дан подробный обзор методов построения нелинейных систем MOLS с

помощью теории групп.

Для построения нелинейных МДР-кодов составного порядка можно использовать

конструкцию тензорного произведения. Рассмотрим способ построения нелинейных

МДР-кодов произвольного порядка, предложенный в [18], [19].

Пусть f : Q2
k → Qk — 2-квазигруппа. Определим функции f0(x, y) = f(x, y),

f1(x, y) = f(y, f(x, y)) и fi(x, y) = f(fi−2(x, y), fi−1(x, y)). Функция fi называется i-ой

рекурсивной производной функции f .

Из предложения 123(c) можно вывести

Предложение 136 ([18]). Все функции f0, . . . , fm являются 2-квазигруппами тогда

и только тогда, когда множество M = {(x, f0(x), . . . , fm(x)) | x ∈ Q2
k} является МДР-

кодом (в этом случае код называется рекурсивным).

В [19] предложено обобщение понятия рекурсивной производной на мультиарные

квазигруппы и найдены оценки параметров рекурсивных МДР-кодов.
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Глава 2

Совершенные раскраски,

корреляционно-иммунные функции и

их компоненты

§ 2.1. Совершенные раскраски

§ 2.1.1. Некоторые свойства совершенных раскрасок

Напомним, что совершенной раскраской гиперкуба Qn
q в k цветов называется отоб-

ражение Col : Qn
q → {0, 1, . . . , k − 1}, удовлетворяющее следующему условию: мощ-

ность пересечения |Col−1(i) ∩ B1(x)| зависит только от цветов i и Col(x), но не от

вершины x ∈ Qn
q . Каждой совершенной раскраске соответствует матрица параметров

P = {pij}, где pij — число вершин цвета j в сфере радиуса 1 с центром в вершине

цвета i.

Занумеруем вершины гиперкуба Qn
q числами от 1 до qn. Определим (0, 1)-матрицу

M(n, q) = {mij} так: mij = 1, если i-я и j-я вершины находятся на расстоянии 1, и

mij = 0 в противном случае. Матрица M = M(n, q) называется матрицей смежно-
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сти гиперкуба ΓQn
q . Например, матрица смежности для ΓQ2

2 имеет вид




0 1 1 0

1 0 0 1

1 0 0 1

0 1 1 0



.

По произвольной раскраске Col куба Qn
q в k цветов определим матрицу FCol раз-

мера qn×k, в которой i-я строка состоит из 0 с единственной 1 на позиции j = Col(i).

В следующих утверждениях дана линейно алгебраическая характеризация совершен-

ных раскрасок.

Предложение 137. a) Если Col — совершенная раскраска гиперкуба Qn
q с матрицей

P , то MFCol = FColP .

b) Если для некоторой раскраски Col и матрицы P выполнено равенство MFCol =

FColP , то раскраска Col совершенная и P — её матрица параметров.

Предложение можно доказать непосредственной проверкой равенства в п. (a) и

проверкой определения совершенной раскраски в п. (b).

Предложение 138. Пусть P матрица параметров совершенной раскраски гиперку-

ба Qn
q , тогда собственные числа матрицы P являются собственными числами матри-

цы смежности M .

Дока зат ельст во . Пусть v ∈ Ck — собственный вектор матрицы P . Тогда

Pv = λv и MFColv = FColPv = λFColv, причём FColv 6= 0, если v 6= 0. Таким образом,

λ — собственное число матрицы M . N

Предложение 139. Пусть


 a b

c d


 матрица параметров совершенной раскраски

гиперкуба Qn
q . Тогда число qnb

b+c
целое.

Для доказательства предложения 139 достаточно заметить, что количества вер-

шин разных цветов относятся друг к другу как b/c.

Для раскрасок в произвольное число цветов предложение 139 можно обобщить

следующим образом.

Предложение 140. Пусть P — матрица параметров совершенной раскраски Qn
q в

k цветов. Пусть bi — количество вершин цвета i. Тогда
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(a) Pb = n(q− 1)b; (b)
k−1∑
i=0

bi = qn; (c) pijbj = pjibi для любых i, j ∈ {0, 1, . . . , k− 1}.

Замечание 15. Нетрудно видеть, что предложения 137–139 верны для произволь-

ного регулярного графа.

Предложения 137–139 были сообщены автору С.В.Августиновичем. В напечатан-

ном виде они имеются, например, в [152].

Рассмотрим несколько конструкций 2-раскрасок булева гиперкуба.

Предложение 141. Пусть


 a b

c d


 матрица параметров совершенной раскраски

булева куба Qn
2 . Тогда существует совершенная раскраска булева куба Qn+1

2 с мат-

рицей параметров


 a + 1 b

c d + 1


.

Для доказательства предложения 141 достаточно заметить, что если f : Qn
2 →

{0, 1} раскраска с матрицей параметров


 a b

c d


, то раскраску куба Qn+1

2 с тре-

буемой матрицей параметров можно определить равенством f ′(x1, . . . , xn, xn+1) =

f(x1, . . . , xn).

Предложение 142 (конструкция удвоения [68]). Пусть f : Qn
2 → Q2 — совер-

шенная раскраска с матрицей параметров P =


 a b

c d


. Тогда g : Q2n

2 → Q2, где

g(x, y) = f(x⊕ y), есть совершенная раскраска с матрицей параметров 2P .

Доказательство предложения 142 получается непосредственной проверкой, его

можно обобщить следующим образом.

Предложение 143. Пусть P матрица параметров совершенной 2-раскраски булева

куба Qn
2 . Тогда существует совершенная раскраска с параметрами tP в Qtn

2 .

Следующее утверждение обеспечивает свойство монотонности реализуемых па-

раметров совершенных раскрасок в два цвета.

Предложение 144. Для любой пары натуральных чисел b, c таких, что1 b+c
(b,c)

= 2t

1 Здесь (b, c) — наибольший общий делитель чисел b и c.

129



найдётся такое a0, что матрица Пусть


 a b

c a + b− c


 является матрицей парамет-

ров совершенной раскраски булева куба если и только если a ≥ a0.

Предложение 144 было доказано С.В.Августиновичем и А.Э.Фрид и опубликовано

в статье Д.Г.Фон-Дер-Флаасса [68].

Обозначим через Lt(x) сферу радиуса t с центром в точке x. Теорема 29 была

доказана сначала Г.С.Шапиро и Д.С.Злотником для 1-совершенных кодов в булевом

кубе [180], а затем Д.С.Кротовым для любого дистанционно регулярного графа [152].

Теорема 29. Для любой совершенной раскраски Col : Qn
q → {0, 1, . . . , k− 1} и t ∈ N

мощность пересечения |Col−1(i) ∩ Lt(x)| зависит только от цветов i и Col(x).

Дока зат ельст во . Без ограничения общности считаем, что x = 0. Пусть

rt — число вершин из Lt−1(0) смежных с одной вершиной из Lt(0); lt — число вершин

из Lt+1(0) смежных с одной вершиной из Lt(0); ut — число вершин из Lt(0) смежных

с одной вершиной из Lt(0).

Пусть Mt — матрица смежности расстояний t в гиперкубе Qn
q . Тогда

MtM = Mt+1rt+1 + Mt−1lt−1 + Mtut,

M1 = M , M0 = E — единичная матрица, Mt = pt(M), pt — некоторый многочлен

степени t.

MtFCol = pt(M)FCol = FColpt(P ).

Из предложения 137 следует, что FCol — совершенная раскраска графа расстояний t

в Qn
q . N

По-существу теорема 29 означает, что совершенная раскраска по расстоянию 1

всегда является совершенной раскраской по любому расстоянию. Из доказательства

теоремы 29 можно извлечь

Следствие 22. Если две совершенные раскраски по расстоянию 1 имеют одинако-

вую матрицу параметров P , то они имеют одинаковые матрицы параметров pt(P )

как раскраски по расстоянию t.
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§ 2.1.2. Совершенные коды

Напомним, что множество C ⊂ Qn
q называется 1-совершенным кодом, если для любой

вершины x ∈ Qn
q найдётся единственная вершина y ∈ C, для которой d(x, y) ≤ 1.

Заметим, что d(x, y) ≥ 3 для любых различных x, y ∈ C и имеет место следующий

простой критерий

Предложение 145. Множество C ⊂ Qn
q является 1-совершенным кодом тогда и

только тогда, когда

1) d(x, y) 6= 1, 2 для любых x, y ∈ C;

2) |C| ≥ qn

n(q−1)+1
.

Поскольку 1-совершенный код задаёт разбиение гиперкуба Qn
q на шары мощности

n(q − 1) + 1, справедливо

Предложение 146. Для любого 1-совершенного кода выполняется равенство |C| =
qn

n(q−1)+1
.

Следствие 23. Если q — степень простого числа, то 1-совершенные q-ичные коды

длины n могут существовать только при n = qt−1
q−1

, где t — натуральное.

Нетрудно видеть, что 1-совершенный код является частным случаем совершенной

2-раскраски. А именно, справедливо

Предложение 147. Множество C ⊂ Qn
q является 1-совершенным кодом тогда и

только тогда, когда характерестическая функция χC является совершенной раскрас-

кой гиперкуба Qn
q в два цвета с матрицей параметров2


 0 n(q − 1)

1 n(q − 1)− 1


.

Совершенная 2-раскраска (точнее множество вершин первого цвета) с парамет-

рами


 t− 1 n(q − 1)− t + 1

t n(q − 1)− t


 называется t-кратным совершенным кодом.

Известны следующие классические результаты о 1-совершенных кодах.

Теорема 30 ([123]). Если q = ps, где p — простое, то для любого n = qt−1
q−1

, где t

— натуральное, существует линейный (над GF (q)) совершенный код H ⊂ Qn
q (код

Хэмминга).

2По традиции значение функции 1 считается первым цветом, а 0 — вторым.
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Для доказательства теоремы 30 достаточно построить проверочную матрицу n×t

кода H, никакие три столбца в которой не являются линейно зависимыми.

Существование нелинейных 1-совершенных кодов было установленоЮ.Л.Васильевым

[8]. Через |x| = x1 ⊕ x2 ⊕ · · · ⊕ xn обозначим чётность вершины x ∈ Qn
2 .

Теорема 31 ([8]). Пусть C ⊂ Qm
2 — 1-совершенный код. Тогда множество Cλ =

{(x, x ⊕ y, |x| ⊕ λ(y)) | x ∈ Qm
2 , y ∈ C}, где λ : C → {0, 1} — произвольная функция,

является 1-совершенным кодом в Q2m+1
2 .

Дока зат ельст во . В соответствии с предложением 145 достаточно дока-

зать, что |Cλ| = 22m+1

2m+2
= |C| · 2m и d(z, z′) ≥ 3 для любых z, z′ ∈ Cλ. Первое сразу

следует из определения кода Cλ, второе нетрудно получить непосредственной про-

веркой. N

Поскольку λ — произвольная булева функция, из теоремы 31 имеем

Следствие 24 ([8]). Число 1-совершенных кодов в Q2m+1
2 не меньше 22m/(m+1), когда

m = 2t − 1, t ≥ 3.

Cравнив число различных функций λ и число различных аффинных подпро-

странств, получаем

Следствие 25 ([8]). Существуют нелинейные 1-совершенные коды.

Дж.Шёнхейм [178] предложил подобную конструкцию для построения 1-совершен-

ных кодов в Qn
q , где q = ps — степень простого, n = qt−1

q−1
.

Теорема 32 ([178]). Пусть H ⊂ Qn
q — 1-совершенный код и f : H → Qq произволь-

ная функция. Тогда множество

C(H, f) = {((vα)α∈Qq , pr) : vα ∈ Qn
q ,

∑
α∈Qq

vα = c ∈ H, pr
def
=

∑
α∈Qq

α|vα|+ f(c)},

является 1-совершенным кодом в Qqn+1
q . Здесь (vα)α∈Qq — конкатенация наборов vα,

|vα| — сумма n элементов набора vα, все арифметические операции выполняются в

поле GF (q).
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§ 2.1.3. Каскадные конструкции 1-совершенных кодов

Перейдём к рассмотрению конструкций совершенных кодов, использующих МДР-

коды и мультиарные квазигруппы.

Пусть q = 2 и C ∈ Qn
2 — совершенный код. Множества C0 = {(x, |x|) | x ∈ C} и

C1 = {(x, |x| ⊕ 1) | x ∈ C, } называются расширенными совершенными кодами. Код

C0 состоит из наборов чётного веса, а C1 — нечётного.

Непосредственно из определения расширенного кода нетрудно получить следую-

щие критерии.

Предложение 148. Множество C ⊂ Qn+1
2 является расширенным совершенным

кодом тогда и только тогда, когда |C| = 2n/(n + 1) и dC = 4.

Предложение 149. Множество C ⊂ Qn
2 является расширенным совершенным кодом

чётного веса тогда и только тогда, когда для любой вершины y ∈ Qn
2 нечётного веса

найдётся единственная вершина x ∈ C такая, что d(x, y) = 1.

Предложение 150. Множество C ⊂ Qn
2 является расширенным совершенным ко-

дом тогда и только тогда, когда любая его проекция на гипергрань является 1-

совершенным кодом.

Конструкция I, предложенная в работах [25] и [171], связывает МДР-коды и рас-

ширенные совершенные коды. Пусть m, k, n = mk — степени двойки;

R, C — приведённые (т. е. содержащие 0) расширенные совершенные коды длин m и

k соответственно;

Mr — МДР-коды3 в Qm
k (возможно, различные для разных r ∈ R);

ei – единичные орты4 в Qk
2;

C1
i−1

def
= C⊕ei и C0

i−1
def
= C1

i−1⊕ek, i ∈ [k]. Заметим, что Qn
2 =

⋃
i(C

0
i ∪C1

i ) и Ca
i ∩Ca′

i′ = ∅,

если (i, a) 6= (i′, a′). В случае, когда k = 4, имеем C0
0 = {(0000), (1111)}, C0

1 =

{(0110), (1001)}, C0
2 = {(0101), (1010)}, C0

3 = {(0011), (1100)}, C1
0 = {(0001), (1110)},

C1
1 = {(0111), (1000)}, C1

2 = {(0100), (1011)}, C1
3 = {(0010), (1101)}.

3 Здесь и далее имеются ввиду МДР-коды с расстоянием 2
4 Будем нумеровать орты элементами Qk, полагая e0 = ek.
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Определим множество C̃ ⊂ Qn
2 равенством

C̃ =
⋃
r∈R

⋃
a∈Mr

Cr1
a1
× Cr2

a2
× · · · × Crm

am
. (2.1)

Используя предложение 148, нетрудно доказать

Предложение 151 ([171]). Множество C̃ является расширенным совершенным ко-

дом.

Поскольку для каждого r ∈ R можно выбрать свой МДР-код M(r), из предложе-

ния 151 имеем

Следствие 26 ([171]). Число различных расширенных совершенных кодов длины

mk, где m, k — степени двойки, не меньше чем Nmds(m− 1, k)2m−1/m.

Учитывая оценку числа 4-ичных МДР-кодов (предложение 62), имеем

Следствие 27 ([31]). Число различных расширенных совершенных кодов длины n

не меньше чем 22(n+1)/2−log2(n+1)
32(n−3)/4

22(n+5)/4−log2(n+1) .

Из замечания 146 нетрудно видеть, что ранг линейного 1-совершенного кода дли-

ны n равен n− log2(n+1). Соответственно линейный расширенный совершенный код

длины n + 1 имеет тот же ранг. Описание линейных 1-совершенных кодов сводится

к описанию их проверочных матриц. Совершенные коды рангов на 1 и на 2 больше,

чем минимальный, можно описать посредством 4-ичных МДР-кодов.

Теорема 33 ([80]). Расширенный совершенный код длины n+1 имеет ранг не более

чем n + 2 − log2(n + 1) тогда и только тогда, когда его можно представить в виде

(2.1), где k = 4 и в качестве R взят линейный код.

Теорема 33 обеспечивает конструктивное описание совершенных кодов указанных

рангов, поскольку используемые в конструкции 4-ичные МДР-коды конструктивно

описаны в теореме 7.

Рассмотрим частный случай конструкции II из [127], обобщающий конструкцию

I, приведённую выше.

Пусть v, h : Qk−1
k → Qk — две ортогональные (k − 1)-арные квазигруппы (такие

найдутся по предложениям 119, 130, если k — степень простого числа), f1, . . . , ft —
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произвольный набор 2-квазигрупп порядка k, R ⊂ Qt
k — совершенный код. Пусть

для каждого r ∈ R определён МДР-код Mr ⊂ Qt+1
k . Рассмотрим множество

Ĉ = {(x1, y1, x2, y2, . . . , xt, yt, z) ∈ Qtk+1
k |

xi ∈ Qk−1
k , i ∈ [t], r = (f1(v(x1), y1), . . . , ft(v(xt), yt)) ∈ R, (h1(x1), . . . , h(xt), z) ∈ Mr}.

Предложение 152 ([127]). Код Ĉ является 1-совершенным.

Поскольку для каждого r ∈ R МДР-код Mr можно выбирать произвольно, из

предложения 152 имеем

Следствие 28 ([127]). Пусть k = ps, где p — простое. Тогда число различных

совершенных кодов длины n = km−1
k−1

не меньше, чем Nmds(t, k)kt/((k−1)t+1), где t =

km−1−1
k−1

.

§ 2.1.4. Транзитивные 1-совершенные коды

Конструкция I позволяет строить из изотопно транзитивных МДР-кодов транзитив-

ные расширенные совершенные коды.

Нетрудно заметить, что все совершенные расширенные коды длины 4 можно пред-

ставить в виде {v, v+1}, т. е. как смежные классы Cr
a кода C0 = {0, 1} ⊂ Q4

2. Покажем,

что при k = 4 перестановка координат соответствует перестановке смежных классов.

Предложение 153. (a) Для любого b ∈ Q4
2 найдётся такая перестановка σ ∈ S4, что

Cr
a + eb + e4 = Cr

σ(a) для всех a ∈ Q4
2 и r ∈ {0, 1}.

(b) Для любой перестановки τ ∈ S4 найдётся такая перестановка σ ∈ S4, что
(
C0

a

)
τ

= C0
σ(a) для всех a ∈ Q4

2.

(c) Для любой перестановки σ ∈ S4 найдётся перестановка τ ∈ S4 такая, что

Cr
σ(a) + eσ(0) + e4 =

(
Cr

a

)
τ
для всех a ∈ Q4

2 и r ∈ {0, 1}.
Дока зат ельст во . (a), (b) Рассмотрим разбиение J множества чётных

вершин из Q4
2 на коды C0

0 , C
0
1 , C

0
2 , C

0
3 . Очевидно, что перестановка координат и при-

бавление набора с чётным числом единиц переводит элементы из J в элементы из J ,

т. е. порождает их перестановку. Так как Cr
a = re4 +C0

a , то перестановка σ не зависит

от r ∈ {0, 1}.
(c) Из (a) получаем равенство Cr

σ(a) + eb + e4 = Cr
τ(a), в котором перестановка τ
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не зависит от r ∈ {0, 1}. Поскольку Cr
σ(0) + eσ(0) + e4 = Cr

0 , то τ(0) = 0. Тогда, как

нетрудно видеть, Cr
τ(a) =

(
Cr

a

)

τ

при a 6= 0. Кроме того, Cr
0 =

(
Cr

0

)

π

для произволь-

ной перестановки π, оставляющей на месте последнюю координату. N

Лемма 15 ([48]). Пусть R — линейный расширенный совершенный код, M — изо-

топно транзитивный МДР-код длины m. Тогда расширенный совершенный код C

длины 4m, заданный равенством (2.1), где Mr = M для любого r ∈ R, является

транзитивным.

Дока зат ельст во . Представим вершину y ∈ C в виде y = (ỹ1, ỹ2, . . . , ỹm),

где ỹi = (1 + ri)e4 + ebi
+ δ1, δ ∈ {0, 1}, r ∈ R. Из линейности кода R вытекает,

что если y = (ỹ1, ỹ2, . . . , ỹm) ∈ C, то (ỹ1 + r1e4, ỹ2 + r2e4, . . . , ỹm + rme4) ∈ C при

любом r ∈ R. Из определения Cr
a вытекает, что если y = (ỹ1, ỹ2, . . . , ỹm) ∈ C, то

(ỹ1 + δ11, ỹ2 + δ21, . . . , ỹm + δm1) ∈ C при любом δ ∈ Qm
2 . Следовательно,

y + C = v(b) + C, (2.2)

где v(b) = (e4 + eb1 , . . . , e4 + ebm) и b ∈ M . Так как код M изотопно транзитивный, то

найдётся набор перестановок σ, удовлетворяющий равенствам σM = M и σ0 = b. Из

пункта (c) предложения 153 следует, что найдутся перестановки τi ∈ S4, i = 1, . . . ,m

такие, что

Cr
σi(a) + ebi

+ e4 =
(
Cr

a

)
τi
, (2.3)

при всех a ∈ Q4 и r ∈ {0, 1}. Из равенств (2.1)–(2.3) имеем

y + C = v(b) +
⋃
r∈R

⋃
a∈M

Cr1
a1
×Cr2

a2
× · · · ×Crn

am
= v(b) +

⋃
r∈R

⋃
a∈σM

Cr1
a1
×Cr2

a2
× · · · ×Crn

am
=

=
⋃
r∈R

⋃
a∈M

(e4 + eb1 + Cr1

σ1(a1))× (e4 + eb2 + Cr2

σ2(a2))× · · · × (e4 + ebm + Crm

σn(am)) =

=
⋃
r∈R

⋃
a∈M

(
Cr1

a1

)

τ1

×
(

Cr2
a2

)

τ2

× · · · ×
(

Crm
am

)

τm

= Cπ,

для соответствующей перестановки π ∈ S4n. N

Пусть M(C) — множество МДР-кодов, из которых посредством конструкции I по-

лучаются коды эквивалентные расширенному совершенному коду C, т. е. M ′ ∈ M(C),
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если найдётся расширенный совершенный приведённый код C ′, который эквивален-

тен коду C и удовлетворяет равенству (2.1) с МДР-кодом Mr = M ′.

Предложение 154 ([48]). Пусть C — нелинейный расширенный совершенный код

длины 4m, удовлетворяющий равенству (2.1). Тогда в множестве M(C) содержится

не более 2m− 1 классов эквивалентности МДР-кодов.

Из леммы 15, предложения 154 и теоремы 14 имеем

Предложение 155 ([48]). Существует не менее 2Ω(
√

n) неэквивалентных транзитив-

ных совершенных двоичных кодов длины n.

А применение следствия 7 обеспечивает нижнюю оценку 2Ω(n2) числа транзитив-

ных кодов близкую к верхней оценке (см. [157]).

§ 2.1.5. Нерасщепляемые кратные 1-совершенные коды

Обозначим через En и En множества чётных и, соответственно, нечётных наборов

из Qn
2 .

Подмножество C множества En называется l-кратным расширенным совершен-

ным кодом, если |B1(x) ∩ C| = l для любого x ∈ En.

Будем называть l-кратный расширенный совершенный код нерасщепляемым, ес-

ли его нельзя представить в виде объединения l попарно не пересекающихся рас-

ширенных совершенных кодов и вполне нерасщепляемым, если он не содержит в

качестве подмножества однократного расширенного совершенного кода. Следующее

утверждение следует из предложения 149.

Предложение 156. Пусть C ⊆ Qn
2 , C ⊆ Qn+1

2 и C получается из C добавлением

проверки на чётность. Тогда C является l-кратным совершенным кодом (нерасщеп-

ляемым l-кратным совершенным кодом, вполне нерасщепляемым l-кратным совер-

шенным кодом), если и только если C есть l-кратный расширенный совершенный код

(соответственно нерасщепляемый l-кратный совершенный код, вполне нерасщепляе-

мый l-кратный совершенный код).

Аналогично предложению 145 имеем
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Предложение 157. Подмножество C ⊂ En является l-кратным расширенным со-

вершенным кодом, если |C| = l 2n

2n
и |B1(x) ∩ C| ≥ l для любого x из En.

Аналогично предложению 151 с помощью предложения 157 нетрудно доказать,

что если в конструкции I МДР-код Mr заменить на l-кратный MДР-код B, то мно-

жество, заданное формулой (2.1), является l-кратным расширенным совершенным

кодом. Таким образом, справедливо

Предложение 158 ([34]). Если B есть l-кратный MДР-код, то множество D, за-

данное формулой

D =
⋃

(a1,...,am)∈H

⋃

(i1,...,im)∈B

Ca1
i1
× Ca2

i2
× . . .× Cam

im
, (2.4)

есть l-кратный расширенный совершенный код.

Для произвольного набора x = (x1, ..., xn) ∈ Qn
2 = Qmk

2 определим обобщённую

проверку на чётность

p(x) = (x1 ⊕ · · · ⊕ xk , xk+1 ⊕ · · · ⊕ x2k , . . . , x(m−1)k+1 ⊕ · · · ⊕ xmk).

Справедливо следующее

Предложение 159 ([34]).

1) Для любого x из D верно, что p(x) ∈ H.

2) (ei1 , . . . , eim) ∈ D, если и только если (i1, . . . , im) ∈ B.

3) Пусть A ⊂ D – расширенный совершенный код длины n и

B0 = {(i1, . . . , im)|(ei1 , . . . , eim) ∈ A}. Тогда B0 — МДР-код и B0 ⊂ B.

Дока зат ельст во . Пункты 1 и 2 непосредственно вытекают из формулы

(2.4). Из пункта 2 следует, что B0 ⊆ B. Покажем, что B0 есть МДР-код с расстоянием

2. По предложению 116 достаточно вычислить кодовое расстояние и мощность.

Если наборы (i1, . . . , im) и (j1, . . . , jm) из B0 различны только в одной координате,

то (ei1 , . . . , eim) и (ej1 , . . . , ejm) из A различаются только в двух координатах, что

противоречит тому, что A – расширенный совершенный код.

Для произвольных i2, . . . , im рассмотрим x = (0̄, ei2 , . . . , eim). Поскольку x ∈ En,

существует единственный y ∈ A, отличный от x ровно в одной координате. Тогда
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наборы p(x) и p(y) также различаются ровно в одной координате. Поскольку p(x) =

(0, 1, . . . , 1) и p(y) ∈ H 3 (1, 1, . . . , 1), то p(y) = (1, 1, . . . , 1). Следовательно, y =

(ei1 , ei2 , . . . , eim) для некоторого i1. Поскольку y ∈ A, то (i1, i2, . . . , im) ∈ B0. Таким

образом, |B0| = km−1. N

Теорема 34 ([34]).

1) При n = 2s, 1 < l < n/8 в Qn
2 найдётся нерасщепляемый l-кратный расширен-

ный совершенный код.

2) При n = 2s, 1 ≤ t ≤ s − 3 в Qn
2 найдётся вполне нерасщепляемый 2t-кратный

расширенный совершенный код.

Дока зат ельст во .

1. Пусть m = 4, k = 2s−2. Из теоремы 21 имеем нерасщепляемый l-кратный МДР-

код B ⊂ Qm
k (2 ≤ l < n/8 = k/2). Вследствие предложения 158, множество D,

полученное из B в соответствие с формулой (2.4), является l-кратным расширенным

совершенным кодом. Покажем, что код D – нерасщепляем.

Пусть D = C0 ∪ · · · ∪ Cl−1, где Ci ∩ Cj = ∅ при i 6= j и Ci — расширенные совер-

шенные коды. Тогда из предложения 159 следует, что при 0 ≤ j ≤ l − 1 множества

Bj = {(i1, . . . , im)|(ei1 , . . . , eim) ∈ Cj} являются МДР-кодами. Причём Bj ⊂ B и коды

Bj не пересекаются, так как коды Cj не пересекаются. Тогда из равенства

|B| = lkm−1 =
l−1∑
j=0

|Bj|

следует, что B = B0 ∪ · · · ∪ Bl−1. Из противоречия следует нерасщепляемость кода

D.

2. Пусть m = 2s−t−1, k = 2t+1. Из теоремы 22 имеем вполне нерасщепляемый 2t-

кратный МДР-код B ⊂ Qm
k . Вследствие предложения 158, множество D, полученное

из B в соответствии с формулой (2.4), является 2t-кратным расширенным совершен-

ным кодом. Покажем от противного, что код D не содержит однократного подкода.

Пусть C ⊂ D – однократный расширенный совершенный код. Тогда из предложения

159 следует, что множество B′ = {(i1, . . . , im) : (ei1 , . . . , eim) ∈ C} является МДР-

кодом и содержится в B. Получили противоречие. N
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Из теоремы 34 и предложения 156 следует

Теорема 35 ([34]). 1) При n = 2s − 1, 1 < l < 2s−3 в Qn
2 найдётся нерасщепляемый

l-кратный 1-совершенный код.

2) При n = 2s−1, 1 ≤ t ≤ s−3 в Qn
2 найдётся вполне нерасщепляемый 2t-кратный

1-совершенный код.

§ 2.1.6. Каскадная конструкции совершенных 2-раскрасок

Рассмотрим обобщение конструкции I, позволяющее строить совершенные 2-раскраски

с матрицей параметров 
 0 k(2s − 1)

k k(2s − 2)


 . (2.5)

Пусть m = 2s−2, n = (2s − 1)k, s ≥ 2. Зафиксируем R̃ ⊂ Qm−1
2 — линейный 1-

совершенный код (код Хэмминга). Пусть r ∈ Q
k(m−1)
2 , определим

r̃ =

(
k⊕

i=1

ri, . . . ,
k(m−1)⊕

i=k(m−2)+1

ri

)
и R = {r ∈ Q

k(m−1)
2 | r̃ ∈ R̃}. Для каждого r ∈ R зададим

МДР-код Mr ⊂ Qkm
4 (с расстоянием 2). Напомним обозначения Ci

j и введём Ci :

C0
0 = {0000, 1111}, C0

1 = {1001, 0110}, C0
2 = {0101, 1010}, C0

3 = {0011, 1100};
C1

0 = {0001, 1110}, C1
1 = {1000, 0111}, C1

2 = {0100, 1011}, C1
3 = {0010, 1101};

C0 = {000 , 111 }, C1 = {100 , 011 }, C2 = {010 , 101 }, C3 = {001 , 110 }.

Определим множество S ⊂ Qn
2 , где n = (2s − 1)k, равенством

S =
⋃
r∈R

⋃
α∈Mr

Yα,r, Yα,r = Cr1
α1
×Cr2

α2
× · · · ×C

rk(m−1)
αk(m−1) ×Cαk(m−1)+1

× · · · ×Cαkm
. (2.6)

Теорема 36 ([50]). Пусть множество S ⊂ Qn
2 определено равенством (2.6), тогда χS

— совершенная раскраска с матрицей параметров (2.5).

Дока зат ельст во . Аналогично предложению 157 видим, что достаточно

доказать

(a) если u, v ∈ S, то d(u, v) ≥ 2;

(b) |{v ∈ S | d(u, v) = 1}| ≥ k для любой вершины u 6∈ S;

(c) |S| = 2n−s.
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Докажем пункт (a). Если u ∈ Yα,r, v ∈ Yα′,r′ и α 6= α′, то d(α, α′) ≥ 2 по определе-

нию МДР-кода. Поскольку множества Cδ
i попарно не пересекаются и множества Ci

попарно не пересекаются, то d(u, v) ≥ 2.

Пусть u ∈ Yα,r, v ∈ Yα,r′ . Если r̃ 6= r̃′, то из определения 1-совершенного кода

следует, что d(r, r′) ≥ 3 и, следовательно, d(u, v) ≥ 3. Если же r̃ = r̃′, но r 6= r′, то

d(r, r′) ≥ 2 из определения r̃. Тогда d(u, v) ≥ 2.

Пусть u, v ∈ Yα,r. Тогда d(u, v) не меньше расстояния между различными верши-

нами одного из множеств Cδ
i или Ci, т. е. d(u, v) ≥ 3.

Докажем пункт (b). Рассмотрим произвольный вектор u ∈ Qn
2 . Ясно, что найдутся

единственные α ∈ Qkm
4 и r ∈ Qm−1

2 , что u ∈ Yα,r. Поскольку u 6∈ S, то возможны

следующие случаи (b1) r 6∈ R; (b2) r ∈ R и α 6∈ Mr.

В случае (b1) по определению 1-совершенного кода имеется ровно один вектор

x̃ ∈ R̃, что d(r̃, x̃) = 1. Без ограничения общности можно считать, что вектора r̃, x̃ ∈
Qm−1

2 различаются в 1-й координате. Тогда имеется ровно k таких векторов xi ∈
Q

k(m−1)
2 , i = 1, . . . , k, что x̃i = x̃ и вектора r и xi отличаются в i-й координате. Пусть

i = 1, x1
1 = 1, r1 = 0. По определению МДР-кода найдутся такие β1 ∈ Q4, что

(β1, α2, . . . , αkm) ∈ Mx1 , и вершина (v1, v2, v3, v4) ∈ C1
β1
, находящаяся на расстоянии 1

от вершины (u1, u2, u3, u4) ∈ C0
α1
. Тогда d(u, v1) = 1, где v1 = (v1, v2, v3, v4, u5, . . . , un) ∈

S. Аналогично определяются вершины vi ∈ S, соответствующие векторам xi при

i = 1, . . . , k.

В случае (b2) для каждого i ∈ {k(m− 1) + 1, . . . , km} по определению МДР-кода

M найдётся ровно одно βi ∈ Q4, что (α1, . . . , αi−1, βi, αi+1, . . . , αkm) ∈ M . При αi 6= βi

для любой вершины из Cαi
найдётся единственная вершина из Cβi

, находящаяся на

расстоянии 1.

Докажем (с). Известно, что

|R̃| = 2m−s+1, |R| = |R̃|2(k−1)(m−1) и |Mer| = 4km−1. (2.7)

Из (2.6) имеем равенство

|S| = |C0|km|R||Mr| = 2km · 2m−s+1 · 4km−1 · 2(k−1)(m−1) = 2n−s.

N
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Оценим число Npc(k, s) совершенных 2-раскрасок с параметрами (2.5), вычислив

сколько из них могут быть получены с помощью конструкции (2.6). Следующая

теорема является обобщением следствия 27 на случай k > 1.

Теорема 37 ([50]). Npc(k, s) ≥ 22k(2s−1−1)−s+1 · 3k2k(2s−2−1) · 22k(2s−2−1)−s+2 .

Дока зат ельст во . Для любого u ∈ Qα,r наборы α ∈ Qkm
4 и r ∈ Q

k(m−1)
2

определяются единственным образом. Тогда по совершенной раскраске χS, удовле-

творяющей равенству (2.6), можно однозначно восстановить множество R и МДР-

коды Mr. Отсюда вытекает оценка Npc(k, s) ≥ #R(#M)|R|, где #R — число совер-

шенных кодов в Qm−1
2 , а #M — число МДР-кодов в Qkm

4 .

Из предложения 62 имеем неравенства 3km22(km−1)+1 ≤ #M ≤ (3km + 1)22(km−1)+1

при km ≥ 5. Тогда из (2.7) получаем неравенство

Npc(k, s) ≥
(
3km22(km−1)+1

)2k(m−1)−s+2

= 22k(2s−1−1)−s+1 · 3k2k(2s−2−1) · 22k(2s−2−1)−s+2

.

N

§ 2.1.7. Свитчинговая эквивалентность совершенных кодов

i-Компонентой совершенного кода C ⊂ Qn
2 называется такое подмножество K ⊂

C, что множество D, полученное из C инверсией i-й координаты во всех двоичных

наборах из подмножества K, является совершенным кодом. При этом говорят, что

код D получен из C свитчингом i-компоненты K. Будем говорить, что совершенные

коды A и B свитчингово эквивалентны, если один получается из другого конечным

числом последовательных свитчингов i-компонент, где номера i, i ∈ {1, . . . , n}, могут
быть различными для разных свитчингов.

Справедливость следующего утверждения вытекает непосредственно из опреде-

лений.

Предложение 160. Пусть совершенный код C ⊂ Q4m+3
2 удовлетворяет равенству

(2.6) и m-арная квазигруппа fr = Fm+1〈Mr〉, r ∈ R, имеет {a, b}-компоненту S. Тогда

множество

K =
⋃
a∈S

Cr1
a1
× Cr2

a2
× · · · × Crm

am
× Cfr(a)
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является i-компонентой совершенного кода C, где i = a ⊕ b ∈ {1, 2, 3}. При этом

свитчинг {a, b}-компоненты S в квазигруппе fr равносилен свитчингу i-компоненты

в коде C.

Дока зат ельст во . Множества Ca и Cb определены так, что они получа-

ются друг из друга инверсией в i-й координате, где i = a+ b и ⊕ групповая операция

в Z2 × Z2 . Поэтому замена значений a ↔ b в мультиарной квазигруппе fr приводит

к инверсии i-й координаты в соответствующем множестве слов. N

Следующее утверждение широко известно.

Предложение 161 (см., например,[35]). Два линейных 1-совершенных кода од-

ной и той же длины свитчингово эквивалентны.

Ключевую роль в доказательстве последующей теоремы играет теорема 8, кото-

рая гласит: любые две n-арные квазигруппы порядка 4 можно преобразовать друг в

друга последовательными свитчингами {0, 1}-, {0, 2}- и {2, 3}-компонент.

Теорема 38 ([35]). Все 1-совершенные коды фиксированной длины и ранга, не боль-

ше чем на 2 превосходящего ранг линейного 1-совершенного кода той же размерно-

сти, свитчингово эквивалентны между собой.

Дока зат ельст во . Теорема 33 сводит доказательство теоремы к рассмот-

рению кодов вида (2.1). Из теоремы 8 следует, что любой код вида (2.1) можно пре-

образовать в любой другой код вида (2.1), в том числе линейный (соответствую-

щий линейному МДР-коду), последовательными свитчингами {0, 1}-, {0, 2}- и {2, 3}-
компонент в n-арных квазигруппах fr, r ∈ R. По предложению 160 любое такое

преобразование суть свитчинг i-компоненты результирующего совершенного кода,

i ∈ {0 + 1, 0 + 2, 2 + 3} = {1, 2}. Любые линейные 1-совершенные коды свитчингово

эквивалентены по предложению 161. N
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§ 2.2. Преобразование Фурье

§ 2.2.1. Корреляционно-иммунные функции

Будем рассматривать множество Qq как группу со сложением по mod q и гиперкуб

Qn
q как абелеву группу Qq × · · · ×Qq. Для x, y ∈ Qn

q определим внутреннее произве-

дение

〈x, y〉 = x1y1 + · · ·+ xnyn mod q.

Количество неулевых элементов в наборе y ∈ Qn
q называется весом набора и обозна-

чается через wt(y).

Множество функций f : Qn
q → C будем рассматривать как векторное простран-

ство V над полем со скалярным произведением

(f, g) =
1

qn

∑
x∈Qn

q

f(x)g(x).

Пусть ξ = e2πi/q. Характером группы Qn
q называется φz ∈ V, где φz(x) = ξ〈x,z〉,

z ∈ Qn
q . При q = 2 можно рассматривать векторное пространство над R или Q,

поскольку ξ = −1.

Непосредственно из определения характера нетрудно вывести следующие равен-

ства.

Предложение 162. 1) φz · φy = φz+y;

2)
q−1∑
j=0

ξkj = 0 при k 6= 0 mod q;

3)
∑

x∈Qn
q

ξ〈x,z〉 = 0 при z 6= 0.

Из предложения 162 получаем

Предложение 163. Характеры образуют ортонормированный базис в V.

Преобразованием Фурье вектора f называется f̂(z) = (f, φz). Тогда

f(x) =
∑
z∈Qn

q

f̂(z)φz(x) =
∑
z∈Qn

q

f̂(z)φx(z) = qn(f̂ , φx). (2.8)

Следовательно, справедливо равенство (̂f̂(x)) = 1
qn f(−x).
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В любом евклидовом пространстве справедливо равенство Парсеваля:

1

qn

∑
x∈Qn

q

|f(x)|2 = (f, f) =
∑
z∈Qn

q

|f̂(z)|2. (2.9)

Напомним, что функция f : Qn
q → {0, . . . , k} называется корреляционно-иммунной

порядка n−m, если для любого a ∈ {0, . . . , k} величина |f−1(a)∩Γ| не зависит от вы-

бора m-мерной грани Γ. Обозначим через cor(f) максимальный порядок иммунности

функции f .

Постоянная функция Qn
q имеет максимальный порядок иммунности n, линейная

функция f(x1, . . . , xn) = x1+· · ·+xn mod q имеет порядок иммунности cor(f) = n−1.

Известно, что максимальный порядок иммунности характеризуется значениями

коэффициентов Фурье. А именно, справедливы

Предложение 164 (см. [63, 38]). Если f — корреляционно-иммунная функция

порядка m, тогда f̂(z) = 0 при 0 < wt(z) ≤ m.

Дока зат ельст во . Рассмотрим z = (z′, 0), wt(z′) ≤ m.

f̂(z) =
1

qn

∑
x∈Qn

q

f(x)φz(x) =
1

qn

∑

x′
(ξ−〈x

′,z′〉 ∑

x′′
f(x)ξ−〈x

′′,0〉) =

=
const

qn

∑

x′
ξ−〈x

′,z′〉 = 0.

N

Предложение 165. Если f ∈ V такова, что f̂(z) = 0 при 0 ≤ wt(z) ≤ m. Тогда
∑
x∈Γ

f(x) = 0 для любой грани Γ размерности n−m.

Дока зат ельст во . f(x) =
∑

wt(z)>m

f̂(z)φz(x). Если wt(z) > m, то
∑
x∈Γ

φz(x) =

0 для любой грани Γ размерности n−m. N

Предложение 166 (см. [63, 38]). Если f : Qn
q → {0, 1} и f̂(z) = 0 при 0 < wt(z) ≤

m, то f — корреляционно-иммунная функция порядка m.

Дока зат ельст во . Из предложения 165 следует, что величина
∑
x∈Γ

f(x) не

зависит от выбор грани Γ размерности n−m. Следовательно, число единиц функции

во всех таких гранях одинаково. N
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Определим свёртку двух функций f, g ∈ V равенством f ∗g(z) =
∑

x∈Qn
q

f(x)g(z−x).

Из определений имеем равенства

Предложение 167. 1) f ∗ g = g ∗ f ;

2) Mf = χL1(0) ∗ f , где M — матрица смежности гиперкуба Qn
q ;

3) f̂ ∗ g = qnf̂ · ĝ.
Для булевых функций введём обозначение σf (x)

def
= (−1)f(x). Числа σ̂f (v), v ∈ Qn

2 ,

называются коэффициентами Уолша — Адамара булевой функции f .

Корреляционно-иммунные функции можно описать в терминах коэффициентов

Уолша — Адамара. Из предложений 164 и 165 имеем

Предложение 168. Булева функция f = χS является корреляционно-иммунной

порядка m тогда и только тогда, когда σ̂f (v) = 0 при любых v ∈ Qn
2 таких, что

0 < wt(v) ≤ m.

Булеву функцию f : Qn
2 → {0, 1} называют уравновешенной, если |f−1(0)| =

|f−1(1)|.
Из предложения 167 (3) имеем

Предложение 169. Для любой булевой функции f : Qn
2 → Q2 справедливо равен-

ство σ̂f ∗ σ̂f = δ, где δ(0) = 1 и δ(x) = 0 при x 6= 0.

Дока зат ельст во . ̂̂σf ∗ σ̂f = 2n σf

2n

σf

2n = 1
2n e, где e — функция всюду равная

1. Применяя преобразование Фурье к равенству δ = ê имеем δ̂ = 1
2n e. N

Следующая гипотеза была высказана Ю.В.Таранниковым и доказана Д.Г.Фон-

Дер-Флаассом. Ниже приводится доказательство, предложенное А.В.Халявиным [71].

Теорема 39 ([113]). Пусть функция f : Qn
2 → {0, 1} не уравновешенная и не кон-

стантная (т.е. |f−1(0)|, |f−1(1)| 6= 0). Тогда cor(f) < 2n
3
.

Дока зат ельст во . Поскольку f не уравновешенная, имеем σ̂f (0) 6= 0.

Пусть σ̂f (z) = 0 при 0 < wt(z) ≤ 2n
3

= m. Рассмотрим y ∈ Qn
2 , wt(y) > m. Из

предложения 169 имеем 0 = σ̂f ∗ σ̂f (y) =
∑
z

σ̂f (z)σ̂f (y − z) = σ̂f (0)σ̂f (y), поскольку

как минимум один из весов wt(z) и wt(y−z) всегда не превосходит m. Тогда σ̂f (y) = 0,

следовательно f — постоянная функция. Пришли к противоречию. N
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§ 2.2.2. Характеризация совершенных 2-раскрасок

Следующие утверждения обеспечивают характеризацию совершенных 2-раскрасок в

терминах коэффициентов Фурье.

Предложение 170. Характеры φz(x) являются собственными векторами матрицы

смежности куба Qn
q с собственными числами (n− wt(z))(q − 1)− wt(z).

Дока зат ельст во .

Mφz(x) =
∑

y,d(x,y)=1

ξ〈y−x,z〉+〈x,z〉 = ξ〈x,z〉
n∑

j=1

∑

k 6=0

ξkzj =

= ((n− wt(z))(q − 1)− wt(z))φz(x).

N

Предложение 171. Пусть f : Qn
q → {0, 1} — совершенная раскраска с матрицей

параметров P =


 a b

c d


. Тогда f − b

c+b
есть собственная функция матрицы смеж-

ности булева куба Qn
q с собственным числом n(q − 1)− (b + c).

Предложение 171 нетрудно доказать непосредственной проверкой.

Предложение 172 (см. [63]).

1) Если f : Qn
q → {0, 1} — совершенная раскраска с матрицей параметров P =

 a b

c d


, то f̂(z) = 0 при wt(z) 6= 0, b+c

q
.

2) Если f̂(z) = 0 при wt(z) 6= 0, s для некоторой функции f : Qn
q → {0, 1}, то f —

совершенная 2-раскраска.

Дока зат ельст во . Пункт 1) следует из предложений 163, 170 и 171. До-

кажем пункт 2). Функция g = f + t является собственным вектором матрицы смеж-

ности гиперкуба Qn
q для некоторой константы t ∈ Q. Пусть g(x) = t и b(x) =

|L1(x) ∩ g−1(1 + t)|. Тогда b(x)(1 + t) + (n(q − 1) − b(x))t = λt, где λ — собствен-

ное число соответствующее характерам φz, wt(z) = s. Таким образом, число b(x) не

зависит от выбора x ∈ Qn
q . N

Из утверждений 166 и 172 имеем
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Следствие 29. Пусть f : Qn
q → {0, 1} — совершенная 2-раскраска с матрицей пара-

метров P =


 a b

c d


. Тогда cor(f) = c+b

q
− 1.

Из доказательства теоремы 40 видно, что если не уравновешенная булева функ-

ция имеет максимально возможную корреляционную иммунность, то её преобразо-

вание Фурье имеет ненулевые значения только в точках фиксированного веса. Тогда,

используя предложение 172, получаем следующую теорему

Теорема 40 ([113]). Пусть f : Qn
2 → {0, 1} корреляционно-иммунная функция по-

рядка cor(f) = 2n
3
− 1. Тогда f — совершенная раскраска.

Известны достигающие границы cor(f) = 2n
3
− 1 совершенные 2-раскраски в бу-

левых кубах размерности 3 и 6 с параметрами:


 0 3

1 2


,


 1 5

3 3


.

С помощью конструкции удвоения (предложение 142) можно построить совер-

шенные раскраски, достигающие этой границы, в гиперкубах сколь угодно большой

размерности. Пусть f : Qn
q → {0, 1}, будем называть плотностью булевой функ-

ции величину ρ(f) =
|{x∈Qn

q | f(x)=1}|
qn . Определим число α(f) как среднее число еди-

ниц функции f , находящихся на расстоянии 1 от некоторого нуля функции f , т. е.

α(f) = 1
qn−|S|

∑
x 6∈S

|{y ∈ S | d(x, y) = 1}|, где S = f−1(1).

Теорема 41 ([172]).

(a) Для любой булевозначной функции f : Qn
q → {0, 1} справедливо неравенство

ρ(f)q(cor(f) + 1) ≤ α(f).

(b) Булевозначная функция f является совершенной 2-раскраской тогда и только

тогда, когда ρ(f)q(cor(f) + 1) = α(f).

Дока зат ельст во . Из определений и основных свойств преобразования

Фурье имеем следующие равенства.

∑
z

|(f, φz)|2 =
1

qn

∑
x∈Qn

q

|f(x)|2 = ρ(f). (2.10)

(f, φ0) =
1

qn

∑
x∈Qn

q

f(x) = ρ(f). (2.11)
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(Mf, f) =
1

qn

∑
x∈Qn

q

∑

y,d(x,y)=1

f(x)f(y) = nei(f)ρ(f), (2.12)

где nei(f) = 1
|S|

∑
x∈S

|{y ∈ S | d(x, y) = 1}|, S = f−1(1) .

(Mf, f) =
∑
z∈Qn

q

(n(q − 1)− wt(z)q)|(f, φz)|2. (2.13)

Из (2.10–2.13) и предложения 164 получаем неравенство

nei(f)ρ(f) = ρ(f)2n(q − 1) +
∑

z,wt(z)≥cor(f)+1

(n(q − 1)− wt(z)q)|(f, φz)|2.

Поскольку
∑

z,wt(z)≥cor(f)+1

|(f, φz)|2 = ρ(f)− ρ(f)2, имеем

nei(f)ρ(f) ≤ ρ(f)2n(q − 1) + (n(q − 1)− (cor(f) + 1)q)(ρ(f)− ρ(f)2)

(cor(f) + 1)q(1− ρ(f)) ≤ n(q − 1)− nei(f). (2.14)

Подставим функцию f = f ⊕ 1 вместо функции f в неравенство (2.14). Поскольку

cor(f) = cor(f), 1−ρ(f) = ρ(f) и n(q−1)−nei(f) = α(f), получаем пункт (a) теоремы.

Кроме того, равенство

(cor(f) + 1)q(1− ρ(f)) = n(q − 1)− nei(f) (2.15)

выполнено тогда и только тогда, когда (f, φz) = 0 для любого набора z, удовлетво-

ряющего неравенству wt(z) ≥ cor(f) + 2. Тогда из предложения 172 получаем, что f

является совершенной 2-раскраской.

Из предложения 172 и следствия 29 следует, что любая совершенная 2-раскраска

удовлетворяет равенству (2.15). Как замечено выше, равенство (2.15) эквивалентно

равенству в пункте (b) теоремы. N

Поскольку nei(S) ≥ 0, из неравенства (2.14) следует неравенство Бирбрауэра —

Фридмана (предложение 124)

ρ(f) ≥ 1− n(q − 1)

q(cor(f) + 1)
.

Частным случаем теоремы 41 является
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Теорема 42. Булева функция f является характеристической функцией 1-совершенного

кода тогда и только тогда, когда cor(f) = n−1
2
, ρ(f) = 1

n+1
.

Необходимость в теореме 42 была доказана П.Дельсартом [103] в булевом и А.К.Пула-

товым [58] в произвольном случае, а достаточность — П.Остергардом, О.Поттоненом

и К.Т.Фелпсом [168].

§ 2.2.3. Верхняя оценка числа совершенных раскрасок

Граф называется антиподальным, если для каждой его вершины найдётся един-

ственная вершина, находящаяся на максимальном расстоянии5 от исходной. Такую

вершину называют антиподальной исходной вершине. Булев гиперкуб ΓQn
2 является

анитиподальным графом. Вершины x, y ∈ Qn
2 антиподальны, когда x⊕ y = 1.

Из следствия 22 имеем

Предложение 173. В зависимости от матрицы параметров для любой совершенной

2-раскраски булева гиперкуба либо все пары антиподальных вершин имеют одина-

ковый цвет, либо все пары антиподальных вершин имеют различный цвет.

Следующая теорема была вначале доказана С.В.Августиновичем для 1-совершенных

кодов, а затем обобщена на совершенные раскраски дистанционно-регулярных гра-

фов. Здесь мы сформулируем её применительно к совершенным 2-раскраскам булева

гиперкуба.

Теорема 43 ([1]). Пусть f1 и f2 — совершенные 2-раскраски гиперкуба Qn
2 . Пусть

f1|L(n−1)/2(0) = f2|L(n−1)/2(0) (n — нечётно) или f1|Ln/2(0) = f2|Ln/2(0) (n — нечётно). Тогда

f1 = f2.

Дока зат ельст во . Рассмотрим случай, когда n — нечётно. Из предложе-

ния 173 следует, что f1|L(n+1)/2(0) = f2|L(n+1)/2(0). Тогда функция

f(x) =





f1(x) при wt(x) < n/2;

f2(x) при wt(x) > n/2.

5 Расстояние в графе определяется как минимальное количество рёбер в пути, соединяющем

вершины.
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Является совершенной 2-раскраской по определению. Но из предложения 173 имеем

f2|wt(x)<n/2 = f |wt(x)<n/2 = f1|wt(x)<n/2,

и

f1|wt(x)>n/2 = f |wt(x)>n/2 = f2|wt(x)>n/2.

Случай чётного n рассматривается аналогично. N

Отсюда сразу следует верхняя оценка 22(
n

(n−1)/2) (или 22(
n

n/2)) числа совершенных 2-

раскрасок булева n-мерного куба. Для совершенных 2-раскрасок f булева n-мерного

куба с cor(f) > n/2 эту оценку можно усилить.

Как и ранее через Npc(k, s) обозначаем число различных совершенных 2-раскрасок

с матрицей параметров


 0 k(2s − 1)

k k(2s − 2)


 . При минимальном значении s = 1 со-

вершенная раскраска с такой матрицей параметров является счётчиком чётности и

Npc(k, s) = 2.

Для двоичных векторов x, y ∈ Qn
2 удобно определить операцию

[x, y] = (x1y1, . . . , xnyn) Тогда каждому набору y ∈ Qn
2 можно поставить в соответ-

ствие грань En
y (z) = {x ∈ Qn

2 : [x, y] = [z, y]} размерности n − wt(y). Докажем

верхнюю оценку на число совершенных 2-раскрасок n-мерного булева куба. Идея

доказательства этой оценки взята из [69].

Теорема 44 ([50]). Пусть Npc(k, s) — число различных совершенных раскрасок с

матрицей параметров


 0 k(2s − 1)

k k(2s − 2)


 . Тогда ln Npc(k, s) ≤ 2k2s−2k−sk2(k + s)(1 +

o(1)) при n = k(2s − 1) →∞.

Дока зат ельст во . Пусть f = χS — совершенная 2-раскраска с матрицей

параметров


 n− b b

c n− c


. Вычислив количество пар соседних вершин разных

цветов (0 и 1), нетрудно видеть, что |S| = c
b+c

2n. Отметим, что b + c = c′2t, где

c′ — нечётный делитель числа c. Определим функцию a(u) =





b2n при u ∈ S;

−c2n при u 6∈ S,

т. е. a = 2n(bχS − c(1 − χS)) = (b + c)2nf − 2nc. Тогда â(0) = 0 по построению. Из

предложения 172 и определения функции a имеем равенство â(v) = 0 для любых
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v ∈ Qn
2 веса wt(v) 6= 0, b+c

2
. Из равенства Парсеваля (2.9) имеем

∑

wt(v)= b+c
2

â2(v) = 2n

(
b2 c

b + c
2n + c2 b

b + c
2n

)
. (2.16)

Зафиксируем вершину w ∈ Qn
2 , wt(w) = (b + c)/2 и возьмём содержащую 0 грань E

размерности l = n − (b + c)/2, т. е. E = En
w(0) = {x ∈ Qn | [x,w] = 0}. Ясно, что

скалярное произведение векторов φv(u) = (−1)〈u,v〉 и χE в V равно 0, если v 6= w

и wt(v) = (b + c)/2. Рассмотрим скалярное произведение векторов a и χE в V. Из

формулы обращения (2.8) имеем

â(w)2l−n = (a(u), χE(u)) = bm(w)− c(2l −m(w)) = (b + c)m(w)− c2l, (2.17)

где m(w) = |S ∩ En
w(0)|. Очевидно, что числа ã(w) = â(w)2l−n−t целые для любой

вершины w ∈ Qn
2 , wt(w) = (b + c)/2. Из (2.16) имеем

∑

wt(v)= b+c
2

ã2(v) = 22l−2t

(
b2 c

b + c
+ c2 b

b + c

)
= 22l−2tbc.

Подставляя в это равенство n = b = k(2s − 1), l = n− k2s−1, c = k, t = s, получаем

∑

wt(v)=k2s−1

ã2(v) = 2k(2s−2)−2sk2(2s − 1). (2.18)

Оценим мощность N(M,R) множества целочисленных наборов {(α1, . . . , αM) |
M∑
i=1

α2
i =

R} при R ≤ M . Нетрудно видеть, что N(M,R) ≤ (
M
R

)
CR, где C — некоторая кон-

станта. Применяя асимптотическое равенство ln
(

M
R

)
= R ln M

R
(1+o(1)), получаем что

ln N(M,R) = R ln M
R

(1+ o(1)) при M
R
→∞. Тогда из равенства (2.18) заключаем, что

ln Npc(k, s) ≤ 2k2s−2k−sk2(k + s)(1 + o(1))

при n = k(2s − 1) →∞.N

В частности, при s = 2 из теоремы 44 вытекает следующая оценка на число

совершенных раскрасок log log Npc(k, s) ≤ 2n
3

(1 + o(1)) при 3k = n →∞.
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§ 2.3. Компоненты совершенных 2-раскрасок и бент-

функций

§ 2.3.1. Алгебраическая степень совершенных раскрасок и кор-

реляционно-иммунных функций

Расстояние между булевыми функциями f и g определяется как d(f, g) = |{x ∈ Qn
2 :

f(x) 6= g(x)}|. Булевы функции в Qn
2 при чётном n, находящиеся на максимальном

расстоянии от множества аффинных функций, называются бент-функциями.

Пусть S1 ⊂ Qn
2 и функция χS1 является совершенной 2-раскраской, корреля-

ционно-иммунной функцией или бент-функцией. Напомним, что множество S1 \ S2

называется компонентой совершенной раскраски (корреляционно-иммунной функ-

ции, бент-функции) χS1 , если существует совершенная раскраска (корреляционно-

иммунная функция, бент-функция) χS2 с теми же параметрами (в случае корреля-

ционно-иммунной функции — того же порядка и веса). Компоненту S2 \S1 функции

χS2 будем называть альтернативной к компоненте S1\S2. Объединение двух альтер-

нативных компонент, т. е. симметрическую разность S14S2 будем называть двойной

компонентой.

Множество S ⊂ Qn
2 и его характеристическую функцию χS будем называть унит-

рейдом порядка6 n−m, если для любой грани Γ размерности m мощность пересече-

ния Γ ∩ S чётная (возможно равна нулю). Отметим, что корреляционно-иммунная

функция порядка n−m является унитрейдом порядка n−m− 1.

Каждая булева функция f : Qn
2 → Q2 может быть представлена в виде многочлена

Жегалкина (в алгебраической нормальной форме)

f(x1, . . . , xn) =
⊕
y∈Qn

2

G[f ](y)xy1

1 . . . xyn
n ,

где a0 = 1, a1 = a, G[f ] : Qn
2 → Q2 — булева функция.

Алгебраической степенью булевой функции f называется максимальная степень

слагаемого в её многочлене Жегалкина, т. е. deg f = max
G[f ](y)=1

wt(y). Алгебраической

6 В [53] унитрейды назывались битрейдами.
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степенью множества S ⊂ Qn
2 будем называть алгебраическую степень его характери-

стической функции.

Справедливо следующее

Предложение 174 (см. [63, 38]). Для любой булевой функции f верно равенство

G[f ](y) =
⊕

x∈Qn
2 ,[x,y]=x

f(x).

Поскольку f(x) =
⊕

y∈Qn,[x,y]=y

G[f ](y), имеем равенство G[G[f ]] = f для любой

булевой функции f .

Из предложения 174 непосредственно следует

Предложение 175. Булева функция f : Qn
2 → Q2 является унитрейдом порядка

n−m тогда и только тогда, когда deg f ≤ m− 1.

Пусть S1, S2 ⊂ Qn и корреляционно-иммунные функции χS1 , χS2 имеют порядок

n − m и одинаковый вес. Ясно, что множество S1 является унитрейдом порядка

n−m− 1, а двойная компонента S14S2 является унитрейдом порядка n−m. Таким

образом, из предложения 175 получаем

Предложение 176. Пусть f : Qn
2 → Q2 — корреляционно-иммунная функция по-

рядка n−m. Тогда

(a) deg(f) ≤ m (неравенство Зигенталера [181]);

(b) алгебраическая степень двойной компоненты корреляционно-иммунной функ-

ции f не превосходит m− 1.

Замечание 16. Если корреляционно-иммунная функция f порядка n − m имеет

чётное число единиц в каждой грани размерности m, то f является унитрейдом

порядка n−m. Тогда из предложения 175 имеем deg f ≤ m− 1.

Поскольку совершенная 2-раскраска с матрицей параметров


 n− b b

c n− c


 (2.19)

является корреляционно-иммунной функцией порядка b+c
2
− 1 (см. следствие 29), из

предложения 176 вытекает
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Следствие 30. Пусть f : Qn
2 → Q2 — совершенная раскраска с матрицей параметров

(2.19). Тогда

(a) deg(f) ≤ n− b+c
2

+ 1;

(b) алгебраическая степень двойной компоненты совершенной раскраски f не пре-

восходит n− b+c
2
.

Поскольку количество мономов степени не более m равняется
m∑

i=0

(
n
i

)
, из следствия

30 имеем верхнюю оценку числа совершенных раскрасок.

Следствие 31. Число совершенных раскрасок с матрицей параметров


 n− b b

c n− c




не превышает 2

mP
i=0

(n
i), где m = n− b+c

2
+ 1.

Из следствия 31 для числа 2-раскрасок с матрицей параметров


 0 k(2s − 1)

k k(2s − 2)




имеем оценку

log Npc(k, s) ≤ 2
nh
�

2s−1−1
2s−1

�
(1+o(1)) (2.20)

при s ≥ 2, n = k(2s − 1) → ∞, где h(p) = −p log p − (1 − p) log(1 − p) — энтропия

Шеннона.

Оценка (2.20) может быть переписана в виде log log Npc(k, s) ≤ nh(1
2
(1 − k

n
))(1 +

o(1)), а оценка из теоремы 44 в виде log log Npc(k, s) ≤ n(1− k
n
)(1+o(1)). Вторая оценка

сильнее, поскольку неравенство h(α/2) > α следует из выпуклости вверх функции

h(α/2) при 0 < α < 1
2
.

1-Совершенный код длины n (при n 6= 3) является не только корреляционно-

иммунной функцией порядка n−1
2
, но и унитрейдом порядка n−1

2
, поскольку пересе-

кается с гранями размерности n+1
2

по одинаковому числу вершин равному 2t, где t

— целое. Из предложения 176 имеем

Следствие 32. Пусть C ⊂ Qn
2 — 1-совершенный код. Тогда

(a) deg(χC) ≤ n−1
2

при n 6= 3;

(b) алгебраическая степень двойной компоненты 1-совершенного кода C не пре-

восходит n−1
2
.

Булевы функции f : Qn
2 → Q2 можно рассматривать в виде набора значений как
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элементы булева гиперкуба размерности 2n. Множество унитрейдов порядка n−m−1

(булевых функций алгебраической степени не выше m) называется кодом Рида —

Маллера типаR(m,n) в Q2n

2 . В [40] рассмотрен весовой спектр кодов Рида —Маллера

и, в частности, имеются следующие утверждения.

Предложение 177 ([40], глава 13, теоремы 3 и 5). Для любой не тождественно

нулевой булевой функции f = χS справедливо неравенство |S| ≥ 2n−deg(f). Если

|S| = 2n−deg(f), то множество S является линейным кодом.

Напомним, что линейным кодом называется произвольное аффиное подмноже-

ство булева куба Qn
2 , который рассматривается как векторное пространство над

GF (2).

Предложение 178 ([134]; [40], глава 15, теорема 10). Пусть f = χS — булева

функция в Qn
2 , deg(f) ≥ 2 и 2n−deg(f)+1 > |S|. Тогда |S| = 2n−deg(f)+1 − 2n−deg(f)+1−p,

где p ∈ {1, . . . , µ} и µ = max{(n− deg(f) + 2)/2, min{n− deg(f), deg(f)}}.

Отметим, что в [134] и [135] перечислены (с точностью до аффинных преобра-

зований) все булевы функции в Qn
2 , соответствующие вершинам кода R(m,n) в Q2n

2

и имеющие вес не более чем в 2.5 раза превосходящий минимальный ненулевой вес

2n−m.

Из предложений 175–178 докажем

Предложение 179 ([54]).Пусть множество S ⊂ Qn
2 есть компонента корреляционно-

иммунной функции порядка n − m и 2n−m+1 > |S|. Тогда |S| = 2n−m+1 − 2p, где

p ∈ {0, . . . , n − m}. Более того, компонента мощности 2n−m является линейным ко-

дом.

Дока зат ельст во . Поскольку мощность компоненты равна половине мощ-

ности двойной компоненты, из предложений 176 и 178 получаем требуемые ограни-

чения на мощности компонент. Из предложения 177 следует, что двойная компонента

A = S∪S ′, |A| = 2n−m+1, корреляционно-иммунной функции порядка n−m является

линейным кодом. Тогда множество A пересекается c любыми гранями гиперкуба Qn
2

либо по пустому множеству, либо по множеству мощности 2t, где t — целое. Причём

непустое пересечение множества A c (m+1)-мерной гранью имеет мощность не менее
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4. Тогда компонента S является унитрейдом порядка n−m− 1. Из предложений 175

и 177 получаем требуемое. N

Замечание 17. Компонента корреляционно-иммунной функции f порядка n − m

имеет алгебраическую степень не более 2 deg f . Поэтому при m < n
2
компонента

имеет чётную мощность.

Из предложений 179 и следствий 30, 32 получаем

Следствие 33 ([54]). Пусть f — совершенная 2-раскраска с матрицей параметров
 n− b b

c n− c


, множество S ⊂ Qn

2 есть компонента f и 2
b+c
2 > |S|. Тогда |S| =

2
b+c
2 − 2p, где p ∈ {0, . . . , b+c

2
− 1}. Более того, компонента мощности 2

b+c
2
−1 является

линейным кодом.

Следствие 34 ([54]). Пусть множество S ⊂ Qn
2 есть компонента 1-совершенного

кода C ⊂ Qn
2 и 2

n+1
2 > |S|. Тогда |S| = 2

n+1
2 − 2p, где p ∈ {1, . . . , n−1

2
}. Более того,

компонента мощности 2
n−1

2 является линейным кодом.

§ 2.3.2. Компоненты совершенных 2-раскрасок и корреляционно-

иммунных функций

Минимальная мощность (2
n−1

2 ) компоненты 1-совершенного кода длины n хорошо из-

вестна, линейность минимальной компоненты была доказана С.В.Августиновичем.

Компоненты минимально возможной мощности имеются в любом линейном коде (ко-

де Хэмминга). В [110] найдены все возможные мощности пересечений линейных со-

вершенных кодов. В частности, показано, что линейные совершенные коды могут пе-

ресекаться по четверти своих вершин. Нетрудно вычислить, что мощность совершен-

ного кода в Q7
2 равна 24 и вдвое превосходит минимальную мощность компоненты.

Таким образом, при n = 7 два линейных кода, пересекающиеся по четверти вершин,

порождают компоненту мощности в 1.5 раза больше минимальной. При n > 7 неиз-

вестны компоненты совершенных кодов (длины n) мощности промежуточной между

2
n−1

2 и 2
n+1

2 . Более того, можно показать, что i-компоненты промежуточной мощ-

ности отсутствуют в совершенных кодах (при n > 7), имеющих ранг (размерность
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аффинной оболочки) не более чем на два превосходящий ранг линейного кода. Дей-

ствительно, из теоремы 33 следует, что все совершенные коды такого ранга могут

быть получены конструкцией I из 4-ичных МДР-кодов. Из предложения 160 следует,

что в данной конструкции компоненты 4-ичных МДР-кодов взаимно однозначно со-

ответствуют i-компонентам совершенных кодов; в следствии 3 указано, что 4-ичные

МДР-коды не имеют компонент промежуточной мощности. Ниже будут построены

двукратные 1-совершенные коды с компонентами промежуточной между минималь-

ной и удвоенной минимальной мощностью.

В предложении 27 доказано, что для любых t ≥ 3 и p ∈ {0, . . . , t− 1} существует

2-МДР-код Bp
t ⊂ Qt

4, имеющий компоненту мощности 2t − 2p.

Рассмотрим ещё одно обобщение конструкции I. Будем следовать обозначениям

из § 2.1.6. Рассмотрим множество

Sp,m,k =
⋃
r∈R

⋃

α∈Bp
km

Qα,r, Qα,r = Cr1
α1
× Cr2

α2
× · · · × C

rk(m−1)
αk(m−1) × Cαk(m−1)+1

× · · · × Cαkm
,

(2.21)

где Bp
km — двукратный МДР-код, определённый в предложении 27.

Теорема 45 ([54]). Пусть p ∈ {0, . . . , km − 1} и множество Sp,m,k ⊂ Qn
2 определено

равенством (2.21), тогда

(a) χSp,m,k — совершенная раскраска с матрицей параметров

 k k(2s − 2)

2k k(2s − 3)


 , (2.22)

где n = (2s − 1)k, m = 2s−2, s ≥ 2, k ≥ 1, km ≥ 3;

(b) совершенная раскраска χSp,m,k имеет компоненту мощности (2km − 2p)2km.

Доказательство пункта (a) теоремы 45 вполне аналогично доказательству теоре-

мы 36. Пункт (b) следует из предложения 27.

Как было указано выше, для совершенных 2-раскрасок имеется оценка их кор-

реляционной иммунности, зависящая только от параметров раскраски. В частности,

функция χSp,m,k является корреляционно-иммунной порядка 2km−1. Пусть f : Qn
2 →

Q2 — корреляционно-иммунная функция порядка i. Тогда функция g : Qn+n′
2 → Q2,
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определённая равенством g(x, y) = f(x) ⊕ y1 ⊕ · · · ⊕ yn′ , является корреляционно-

иммунной порядка i+n′. Таким образом, из теоремы 45, подставляя m = 1, получаем

Следствие 35 ([54]). Пусть n = 3k + n′, r = 2k + n′ − 1, k ≥ 3. Для любого p ∈
{0, . . . , k − 1} найдётся корреляционно-иммунная функция g : Qn+n′

2 → Q2 порядка

r, имеющая компоненту мощности (2k − 2p)2k+n′ .

§ 2.4. Компоненты бент-функций и подвижные мно-

жества

Пусть f : Qn
2 → Q2 — булева функция и w ∈ Qn. Через wt(fw) = |{x ∈ Qn | f(x) =

1, [x, 1 ⊕ w] = x}| будем обозначать число единиц подфункции, полученный подста-

новкой 0 во все такие аргументы xi функции f , что wi = 1.

Предложение 180 ([176], см. также [63]). Для любой булевой функции f : Qn
2 →

Q2 справедливо равенство
∑

v∈Qn
2 ,[v,w]=v

σ̂f (v) = 2n − 2wt(w)+1wt(fw) (тождество Саркара).

Из тождества Саркара нетрудно вывести следующее

Предложение 181. Пусть f булева функция и σ̂f (v) ≡ 0 mod 2k для любого v ∈ Qn,

тогда deg(f) ≤ n− k + 1.

Дока зат ельст во . Пусть deg(f) > n− k +1. Рассмотрим ненулевое слага-

емое максимальной степени в многочлене Жегалкина функции f . Пусть G[f ](y) = 1

и wt(y) = deg(f). Тогда wt(fy⊕1) ≡ 1 mod 2. Из тождества Саркара имеем

∑

v∈Qn,[v,y⊕1]=v

σ̂f (v) = 2n − 2n−wt(y)+1wt(fy⊕1) ≡ 1 mod 2n−wt(y)+2 6≡ 0 mod 2k.

N

Из тождества Саркара и предложения 164 следует

Предложение 182 (см. [63]). Пусть f : Qn
2 → Q2 — корреляционно-иммунная

функция порядка m, m ≤ n− 1. Тогда σ̂f (v) ≡ 0 mod 2m+1 для любого v ∈ Qn
2 .

В работе [9] используется понятие подвижного множества в Qn
2 как объединения
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двух кодов C1 и C2 с кодовым расстоянием 3, имеющих одинаковую окрестность.

Определим функцию h : Qn
2 → Q равенством h = χC1 − χC2 . Из определения видно,

что сумма значений функции h по любому шару радиуса 1 равняется 0, т. е. функция

h является 0-центрированной. Известно

Предложение 183 (см. [2]). Пусть h : Qn
2 → Q — 0-центрированная функция.

Тогда ĥ(v) = 0 при wt(v) 6= n+1
2
.

В частности, из этого утверждения следует, что подвижные множества имеются

в булевых кубах только нечётной размерности.

Предложение 184 ([54]). Любое подвижное множество C ⊂ Qn
2 является унитрей-

дом порядка n−1
2
.

Дока зат ельст во . По определению подвижное множество C является объ-

единением кодов C1 и C2 с кодовым расстоянием 3 и h = χC1−χC2 есть 0-центрирован-

ная функция. Подпространство пространства V, порождённое всеми функциями f v,

где wt(v) ≤ m, содержит характеристические функций всех граней размерности не

менее n−m. Тогда из предложения 183 следует, что скалярное произведение (h, χF )

равно нулю для любой грани G размерности n+1
2
. Следовательно, |C1 ∩G| = |C2 ∩G|

и число |C ∩G| чётное.N
Из предложений 177, 178 и 184 имеем

Следствие 36 ([54]). Пусть S ⊂ Qn
2 — подвижное множество и 2

n+3
2 > |S|. Тогда

|S| = 2
n+3

2 − 2p, где p ∈ {1, . . . , n+1
2
}. Более того, подвижное множество мощности

2
n+1

2 является линейным кодом.

Отметим, что построенные в предыдущем разделе пары альтернативных компо-

нент двукратных совершенных кодов, т. е. совершенных раскрасок с матрицей пара-

метров


 1 (2s − 2)

2 (2s − 3)


 являются подвижными множествами.

Предложение 185 (см., например, [65]). Булева функция f является бент-

функцией тогда и только тогда, когда σ̂f (v) = ±2n/2 для любого v ∈ Qn
2 и n —

чётное.

Теорема 46 ([54]). (a) Пусть множество S ⊂ Qn
2 есть компонента бент-функции f и

160



2
n
2 > |S|. Тогда |S| = 2

n
2 −2p, где p ∈ {0, . . . , n

2
−1}. Более того, компонента мощности

2
n
2
−1 является линейным кодом.

(b) Для любого p ∈ {0, . . . , n
2
−1} существует бент-функция f : Qn

2 → Q2, имеющая

компоненту мощности 2
n
2 − 2p.

Дока зат ельст во . Подобно доказательству предложения 181 из тожде-

ства Саркара и предложения 185 нетрудно получить, что deg(f) ≤ n/2 для лю-

бой бент-функции f в Qn
2 (см. также [38]). Тогда пункт (a) следует из предложе-

ний 177 и 178. Построим бент-функции с компонентами требуемой мощности. Пусть

x, y ∈ Q
n/2
2 и λ — произвольная булева функция в Q

n/2
2 . Известно (см., например,

[38],[65]), что булева функция f(x, y) = 〈x, y〉 ⊕ λ(y) является бент-функцией. Тогда

функции f 1(x, y) = 〈x, y〉⊕y1 · · · yn/2 и f 2
p (x, y) = 〈x, y〉⊕y1 · · · ypxp+1 · · · xn/2 являются

бент-функциями, причём wt(f 1⊕f 2
p ) = 2p(2

n
2
−p+1−2). Следовательно, бент-функция

f 1 имеет компоненту мощности 2
n
2 − 2p.N

Свойства минимальных по мощности компонент бент-функций рассматривались

в [30], [96], [97]. В частности в [30] доказано, что компонента бент-функции мощности

2
n
2
−1 является линейным кодом, а в [96] доказано, что если бент-функция аффинна

на аффинном множестве размерности n/2, то это множество является двойной ком-

понентой.

§ 2.5. Компоненты совершенных 2-раскрасок в q-ичном

гиперкубе

Унитрейдом порядка n−m в Qn
q как и в булевом гиперкубе называется множество,

пересечения которого с гранями размерности m имеют чётную мощность. В q-ичном

гиперкубе при q 6= 2 понятие унитрейда не связано с алгебраической степенью. До-

кажем некоторые утверждения из предыдущих разделов для q-ичного гиперкуба без

привлечения понятия алгебраической степени.

Предложение 186. Пусть B ⊆ Qn
q — непустой унитрейд порядка m, m < n. Тогда

|B| ≥ 2m+1.
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Дока зат ельст во . Предположим, что утверждение верно для n = k. До-

кажем его для n = k + 1. Пусть |B| ≥ 2, тогда найдутся две параллельные k-мерные

грани F1, F2, такие что их пересечения с унитрейдом непусты. Ясно, что множество

Fi∩S есть унитрейд порядка m−1 в (n−1)-мерном гиперкубе Fi. По предположению

индукции имеем |Fi ∩B| ≥ 2m при i = 1, 2, следовательно, |B| ≥ 2m+1. N

Предположим, что функции f = χS1 и g = χS2 являются совершенными 2-

раскрасками с одинаковой матрицей параметров, следовательно cor(f) = cor(g). Яс-

но, что двойная компонента корреляционно-иммунной функции порядка m является

унитрейдом порядка m. Из предложения 186 и следствия 29 имеем

Предложение 187 ([172]).

(a)Пусть f — совершенная 2-раскраска с матрицей параметров


 n− b b

c n− c


 .

Для любой компоненты S ⊂ Qn
q 2-раскраски f имеем |S| ≥ 2

c+b
q
−1.

(b) Пусть C ⊂ Qn
p — 1-совершенный код. Для любой компоненты S ⊂ Qn

q кода C

имеем |S| ≥ 2
n(q−1)+1

q
−1.

Заметим, что компоненты мощности |S| = 2
c+b

q
−1 имеются в совершенных 2-

раскрасках с параметрами


 n(q − 2) n

n(q − 1) 0


, т.е. в МДР-кодах.

При q > 2 верхняя оценка минимальной мощности компоненты S0 1-совершенного

кода, несовпадающая с приведённой выше нижней оценкой, была получена конструк-

тивно.

Предложение 188 ([170], [39]). Если q = pr и p — простое число, то |S0| ≤
p

qm−1−1
q−1

(r(q−2)+1), где n = qm−1
q−1

.
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Глава 3

Кликосочетания, блок-схемы и

гамильтоновы циклы в гиперкубах

§ 3.1. Перманенты

§ 3.1.1. Двумерные перманенты

Пусть A = {aij} — матрица размера m×m. Перманентом матрицы A называется

per(A) =
∑

σ∈Sm

m∏
i=1

aiσ(i).

Если A — (0, 1)-матрица, то неравенство per(A) 6= 0 эквивалентно наличию в матрице

A диагонали из 1.

Известны следующие классические теоремы о двумерных перманентах.

Теорема 47 (теорема Холла, [121]). Для неотрицательной матрицы A размера

m × m имеем per(A) = 0 тогда и только тогда, когда A содержит подматрицу из

нулей размера k1 × k2, где k1 + k2 > m.

Дока зат ельст во . Применяем индукцию по m. При m = 1 утверждение

очевидно. Возможны два случая:

1) max(k1 + k2) ≤ m. Выберем ненулевой элемент aij. Вычеркнем i-ю строку и

j-й столбец. У оставшейся матрицы положительный перманент по предположению
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индукции.

2) max(k1 + k2) = m + 1. Без ограничения общности считаем, что подматрица

из нулей размера k1 × k2 находится в правом верхнем углу. Тогда матрица A имеет

блочную структуру и per(A) = per(A1)·per(A2), где A1 имеет размер k1×k1, A2 имеет

размер k2 × k2.

Пусть per(A1) = 0, тогда по предположению индукции A1 имеет подматрицу из

нулей размера m1 ×m2, m1 + m2 > k1. Тогда матрица A имеет подматрицу из нулей

размера m1 × (k2 + m2) и m1 + m2 + k2 > m + 1. Пришли к противоречию.

Теорема 48 (теорема Кёнига, [141]). Если (0, 1)-матрица A содержит t единиц в

каждом столбце и строке, то per(A) 6= 0.

Дока зат ельст во . Без ограничения общности считаем, что максимальная

подматрица из нулей размера k1×k2 находится в правом верхнем углу. Пусть A1 левая

верхняя подматрица из первых k1 строк и m−k2 столбцов. Подсчитаем число единиц

в A1 по строкам и по столбцам: k1t ≤ (m− k2)t. Тогда k1 + k2 ≤ m. N

Рассмотрим двудольный граф G2 с N вершинами в каждой из долей и вершины

каждой доли занумеруем числами 1, 2, . . . , N . Матрицей смежности графа G2 на-

зывается квадратная (0, 1)-матрица A(G2) = (aij) порядка N такая, что aij = 1, если

i-я вершина первой доли смежна с j-й вершиной второй доли; в противном случае

aij = 0. Каждому совершенному паросочетанию в графе G2 соответствует диагональ

в матрице A(G2). Из теоремы 48 имеем хорошо известное

Следствие 37. В регулярном двудольном графе имеются совершенные паросочета-

ния.

Известны следующие оценки перманента неотрицательной матрицы и, следова-

тельно, числа совершенных паросочетаний в двудольном графе.

Теорема 49 ([7]). Для перманента (0, 1)-матрицы B порядка N справедлива оценка

per B ≤
N∏

i=1

(ri!)
1/ri ,

где ri — сумма элементов i-й строки матрицы B.
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Из этой теоремы непосредственно следует оценка

per A(G2) ≤ (t!)
N
t (3.1)

для числа различных совершенных паросочетаний в t-регулярном (t-однородном)

двудольном графе G2 с 2N -вершинами. Обозначим через SK2(n) множество совер-

шенных паросочетаний в булевом n-мерном кубе. Тогда из (3.1) имеем неравенство

|SK2(n)| ≤ (n!)2n−1/n. (3.2)

Квадратная матрица, состоящая из неотрицательных элементов, называется два-

жды стохастической, если суммы элементов в каждой строке и в каждом столбце

этой матрицы равны 1.

В 1980 году Г.П.Егорычев [21], [22] и Д.И.Фаликман [67] доказали гипотезу Ван

дер Вардена:

Теорема 50. Перманент произвольной дважды стохастической матрицы порядка N ,

содержащей хотя бы два различных элемента, строго больше перманента дважды

стохастической матрицы порядка N с одинаковыми элементами.

Перманент матрицы порядка N , составленной из чисел 1/N , равен N !/(NN). Если

G2 — t-регулярный двудольный граф, то разделив каждый элемент матрицы A(G)

на t получим дважды стохастическую матрицу. Поэтому при t < N из теоремы 50

следует неравенство

per A(G2) > (N !)

(
t

N

)N

. (3.3)

Ясно, что для дважды стохастических матриц теорема 50 даёт точную оценку

перманента, но для (0, 1)-матриц неравенство (3.3) может быть усилено. А именно,

справедлива

Теорема 51 ([179]). Если G2 является t-регулярным двудольным графом c 2N вер-

шинами, N ≥ t, то в G2 имеется не менее
(

(t− 1)t−1

tt−2

)N

(3.4)

различных совершенных паросочетаний.
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Из формулы Стирлинга следует, что при фиксированном t и N →∞ оценка (3.4)

лучше оценки (3.3).

Из неравенств (3.2) и (3.4) (или (3.3)) имеем

Следствие 38 ([22]). ln |SK2(n)| = 2n−1(ln n− 1 + o(1)) при n →∞.

§ 3.1.2. Многомерные перманенты

Рассмотрим Gk — k-дольный гиперграф с N вершинами в каждой долe, каждое k-

ребро которого состоит из k вершин по одной из каждой доли гиперграфа. Зану-

меруем вершины каждой доли числами 1, 2, . . . , N . Определим массив смежности

A(Gk) = (ai1...ik) гиперграфа Gk равенствами ai1...ik = 1, если имеется k-ребро ги-

перграфа Gk, состоящее из вершин с номерами i1, i2, . . . , ik из 1-й, 2-й и т. д. долей

соответственно; в противном случае ai1...ik = 0. Диагональю массива F = {1, . . . , N}k

будем называть множество, состоящее из N попарно различных во всех координатах

элементов F . При k = 2 понятие диагонали массива совпадает с понятием диагонали

матрицы. k-Мерным перманентом массива A(Gk) называется величина

per kA(Gk) =
∑

I∈DN

∏

(i1,...,ik)∈I

ai1...ik ,

где DN — множество всех диагоналей массива F .

Совершенным k-сочетанием в гиперграфе Gk будем называть набор попарно не

пересекающихся k-рёбер гиперграфа Gk, покрывающих все вершины гиперграфа Gk.

Из сказанного выше имеем

Предложение 189. Число совершенных k-сочетаний в гиперграфе Gk равно

per kA(Gk).

Напомним, что кликосочетанием в Qn
q называется набор не пересекающихся по

вершинам линий (клик в ΓQn
q ) . При q = 2 понятие кликосочетания в Qn

2 совпадает

с понятием паросочетания. Кликосочетание в гиперкубе Qn
q будем называется совер-

шенным, если оно является разбиением всех вершин гиперкуба на линии. Разбиени-

ем Qn
q на МДР-коды будем называть набор попарно не пересекающихся МДР-кодов

M0, . . . , Mq−1 с расстоянием 2.
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Обозначим через Qn
q (w) множество (n − w)-мерных граней в гиперкубе Qn

q . Рас-

смотрим гиперграф Gq(n) с множеством вершин Qn
q , q-рёбрами которого являются

элементы множества Qn
q (n− 1) (максимальные клики в гиперкубе ΓQn

q ). В качестве

набора долей гиперграфа Gq(n) рассмотрим произвольное разбиение гиперкуба Qn
q

на МДР-коды. Как нетрудно видеть, совершенному q-сочетанию в гиперграфе Gq(n)

соответствует совершенное кликосочетание в гиперкубе Qn
q . Тогда из предложения

189 имеем

Следствие 39. Число совершенных кликосочетаний в гиперкубе Qn
q равно q-мерному

перманенту массива A(Gq(n)).

Утверждение аналогичное теореме 48 Кёнига неверно для многомерных перма-

нентов. А именно, существуют трёхмерные (и большей размерности) (0, 1)-матрицы

с одинаковым ненулевым числом единиц в каждой гиперграни и нулевым перманен-

том. Примерами таких матриц, могут случить характеристические функции МДР-

кодов, представляющие латинские квадраты без трансверсалей. Примеры таких ла-

тинских квадратов для произвольного чётного порядка приведены в предложении

22.

Пусть G — двудольный бирегулярный граф. Множество вершин C, принадлежа-

щих одной из долей будем называть совершенным кодом в графе G, если их окрест-

ности не пересекаются и покрывают вторую долю графа G. Предположим одна из

долей графа допускает разбиение C = {C1, . . . , Ck} на совершенные коды. Зануме-

руем элементы каждого из кодов C1, . . . , Ck числами 1, 2, . . . , N . Определим массив

M(G,C) = (mi1...ik) графа G равенством mi1...ik = |B1
i1
∩· · ·∩Bk

ik
|, где Bj

ij
окрестность

вершины с номером ij из кода Cj. Нетрудно видеть, что

Предложение 190. Число совершенных кодов во второй доле графа G равно

per kM(G,C).

Как было сказано во введении, совершенные кликосочетания являются частным

случаем A-дизайнов (A-схем), а МДР-коды — H-дизайнов (H-схем). Число A-дизайнов

и H-дизайнов также можно представить как многомерный перманент некоторого

массива. Для фиксированных w, t (n ≥ w ≥ t ≥ 1), определим двудольный граф
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G(n, q, w, t) с долями Qn
q (w) и Qn

q (t), состоящими из всевозможных граней размер-

ностей n − w и n − t соответственно. Пару вершин c ∈ Qn
q (w) и b ∈ Qn

q (t) соединим

ребром в графе G(n, q, w, t), если c ⊂ b. По определению дизайн типа H(n, q, w, t)

является таким подмножеством в Qn
q (w), которое однократно протыкает все элемен-

ты множества Qn
q (t), т.е. в графе G(n, q, w, t) окрестности вершин из H-дизайна не

пересекаются покрывают все вершины, соответствующие граням из Qn
q (t). Предпо-

ложим, что существует разбиение H = {H1, . . . , Hk}, где k =
(

n−t
n−w

)
qw−t, множества

Qn
q (w) на дизайны типа H(n, q, w, t). Тогда из предложения 190 имеем

Предложение 191 ([173]). Число различных дизайнов типа A(n, q, w, t) равно

perkM(G,H).

Аналогично, по определению каждый дизайн типа A(n, q, w, t) является таким

подмножеством в Qn
q (t), которое однократно покрывает все грани из Qn

q (w). Т. е.

является совершенным кодом в G(n, q, w, t). Предположим, что существует разбиение

A = {A1, . . . , Am}, где m =
(

w
t

)
, множества Qn

q (t) на дизайны типа A(n, q, w, t). Тогда

из предложения 190 имеем

Предложение 192 ([173]). Число различных дизайнов типа H(n, q, w, t) равно

permM(G,A).

Конструкции из параграфа 3.3 обеспечивают примеры параметров, для которых

существует разбиение граней гиперкуба на H-дизайны или A-дизайны. Это обеспе-

чивает область применения предложений 191 и 192.

§ 3.2. Число кликосочетаний

Кликосочетание можно рассматривать как функцию, ставящую в соответствие

каждой вершине из Qn
q направление i линии кликосочетания, в которой лежит верши-

на, или 0, если вершина не содержится ни в одной грани кликосочетания. Нетрудно

видеть, что функция f : Qn
q → {0, 1, . . . , n} определяет кликосочетание, если удовле-

творяет следующему условию

f(a1, ., ai−1, ai, ai+1, ., an) = i 6= 0 ⇒ ∀x ∈ Qq f(a1, ., ai−1, x, ai+1, ., an) = i. (3.5)
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В дальнейшем будем называть кликосочетанием и определяющую кликосочетание

функцию. Кликосочетание f является совершенным тогда и только тогда, когда

0 /∈ f(Qn
q ). Обозначим через Kq(n) множество кликосочетаний и через SKk(n) —

множество совершенных кликосочетаний в Qn
q . Из определения следует тривиальная

верхняя оценка |SKq(n)| ≤ nqn числа кликосочетаний в Qn
q .

Напомним, что изотопией называется упорядоченный набор из n перестановок

(θ1, . . . , θn), θi : Qq → Qq, где i ∈ [n]. Обозначим через Sn
q множество изотопий

гиперкуба Qn
q . Пусть θ̄ = (θ1, ..., θn) ∈ Sn

q и f ∈ Kq(n). Нетрудно видеть, что функция

g(x1, . . . , xn) = f(θ1x1, . . . , θnxn) является кликосочетанием. Введём обозначение g =

θ̄f . Определим изотопное замыкание множества A ⊆ Kq(n) равенством A = {θ̄f | f ∈
A, θ̄ ∈ Sn

q }. Справедливо следующее

Предложение 193. Пусть A ⊆ Kq(n) и A = A. Тогда величины PA,i(x) = |{f∈A | f(x)=i}|
|A|

не зависят от x ∈ Qn
q и равны для любых i ∈ [n] и x ∈ Qn

q .

Обозначим через Kq(n, p) множество кликосочетаний, принимающих значение 0

с вероятностью p, т. е. Kq(n, p) =
{

f ∈ Kq(n, p) | p =
|{x∈Qn

q | f(x)=0}|
qn

}
.

Теорема 52 ([52]). Пусть 0 < p < 1 и Kq(m, p) 6= ∅ для некоторого натурального

m. Тогда |Kq(n, p)| ≥ ncqn−2(1+o(1)) при n →∞, где c = pq−1(1− p) ln 2.

Дока зат ельст во . Докажем неравенство

|Kq(n + 1, p)| ≥ |Kq(n, p)|q2 qn−1pq−1(1−p)
n . (3.6)

Рассмотрим произвольную вектор-функцию F ∈ (Kq(n, p))q, F = (f0, . . . , fq−1). Нетруд-

но видеть, что вектор-функция F определяет кликосочетание F̂ в гиперкубе Qn+1
q

по правилу F̂ (x1, . . . , xn, z) = fz(x1, . . . , xn). Однако, построенных таким способом

кликосочетаний в Qn+1
q оказывается недостаточно для требуемой асимптотической

оценки числа |Kq(n, p)|. Ниже описан способ получения из кликосочетаний вида F̂

кликосочетаний другого типа посредством некоторых локальных преобразований.

Двумерную грань αx2,...,xn = {(y, x2, . . . , xn, z) | y, z ∈ Qq} в Qn+1
q будем назы-

вать сдвигаемой относительно F , если (f0(y0, x2, . . . , xn), . . . , fq−1(y0, x2, . . . , xn)) =

(0, . . . , 0, 1) для некоторого y0 ∈ Qq. Определим функцию g0
α[F ] : α → Qq на про-
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извольной грани α = αx2,...,xn равенством

g0
α[F ](y, x2, . . . , xn, z) = fz(y, x2, . . . , xn)

и функцию g1
α[F ] : α → Qq на сдвигаемой грани α = αx2,...,xn равенством

g1
α[F ](y, x2, . . . , xn, z) =





n + 1 при z ∈ Qq и y = y0,

0 при z = q − 1 и y 6= y0,

fz(y, x2, . . . , xn) при z 6= q − 1 и y 6= y0.

Если y0 ∈ Qq можно выбрать несколькими способами, то для определённости по-

лагаем y0 минимальным из возможных. Рассмотрим произвольный набор Ω сдвига-

емых граней αx2,...,xn , xi ∈ Qq, относительно фиксированной вектор-функции F ∈
(Kq(n, p))q. Нетрудно видеть, что функция hΩ[F ] : Qn+1

q → Qq определённая как

hΩ[F ]|α =





g0
α[F ] при α /∈ Ω,

g1
α[F ] при α ∈ Ω

является кликосочетанием, более того, hΩ[F ] ∈ Kq(n + 1, p).

Вектор-функция F восстанавливается из кликосочетания hΩ[F ] однозначно заме-

ной подфункции g1
α[F ] на подфункцию g0

α[F ] во всех тех гранях αx2,...,xn , xi ∈ Qq, где

кликосочетание hΩ[F ] принимает значение n + 1. Тогда из равенства hΩ[F ] = hΩ′ [F
′]

следует, что F = F ′ и Ω = Ω′. Следовательно, имеем неравенство

|Kq(n + 1, p)| ≥
∑

F∈(Kq(n,p))q

2dF , (3.7)

где dF — число сдвигаемых граней относительно вектор-функции F .

Оценим количество сдвигаемых граней во всех функциях F ∈ (Kq(n, p))q. Имеем

|{F ∈ (Kq(n, p))q | F (x) = (0, . . . , 0, 1)}| = |Kq(n, p))|q(P0(x))q−1P1(x),

где Pi(x) = |{f∈Kq(n,p) | f(x)=i}|
|Kq(n,p)| . Поскольку каждая двумерная грань состоит из q од-

номерных, справедливо неравенство

∑

F∈(Kq(n,p))q

dF ≥ 1

q
|Kq(n, p))|q

∑
x∈Qn

q

(P0(x))q−1P1(x), (3.8)
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Без ограничения общности полагаем, что
∑

x∈Qn
q

P1(x) = max
1≤i≤n

∑
x∈Qn

q

Pi(x) ≥ 1
n
(1 − p)qn.

Поскольку Kq(n, p) = Kq(n, p), из предложения 193 и равенства (3.8) имеем

∑

F∈(Kq(n,p))q

dF ≥ 1

q
|Kq(n, p))|q

∑
x∈Qn

q

(P0(x))q−1P1(x) ≥ qn−1|Kq(n, p))|q pq−1(1− p)

n
.

Тогда из (3.7) и выпуклости (вниз) функции y(t) = 2t получаем неравенство (3.6).

Введём обозначение βn = ln |Kq(n,p)|
qn−1 . Подразумевается, что Kq(n, p) 6= ∅. Это верно,

например, при n = 2 и p = 1 − 1
q
. Тогда из неравенства (3.6) имеем βn+1 ≥ βn + c

qn
,

следовательно, βn ≥ c
q
ln n(1 + o(1)) при n →∞. N

Следствие 40 ([52]). |SKq(n)| ≥ ncnqn−4 при n →∞, где cn = ln 2(1+o(1))
e

.

Дока зат ельст во . Пусть f ∈ Kq(n). Определим функцию

f̃(x1, . . . , xn+1) =





f(x1, . . . , xn), если f(x1, . . . , xn) 6= 0,

n + 1, если f(x1, . . . , xn) = 0.

Нетрудно видеть, что f̃ ∈ SKq(n). Тогда |SKq(n)| ≥ |Kq(n − 1, p)| для любого p,

0 < p < 1. Выберем p = 1− 1
q
. Тогда pq−1 > 1/e и из теоремы 52 получаем требуемое

неравенство. N

Поскольку ln |SKq(n)| ≤ ln |Kq(n)| ≤ qn ln n, справедливо

Следствие 41 ([52]). ln |SKq(n)| ³ qn ln n при n →∞.

На основе этой оценки (3.2) в следующем утверждении предлагается некоторое

усиление тривиальной верхней оценки числа совершенных кликосочетаний в случае

чётного q.

Предложение 194 ([52]). Пусть q чётно, тогда |SKq(n)| ≤ (
n
e

)qn−1(1+o(1)) при n →
∞.

Дока зат ельст во . Пусть q = 2m, представим элементы a ∈ Q2m в виде

a = (α, β) ∈ Q2 × Qm. Пусть M — некоторый МДР-код в Qn
m. Совершенное клико-

сочетание f : (Q2 ×Qm)n → [n] однозначно определяется набором своих сужений на

множества Qn
2 × c, где c ∈ M . Поскольку |M | = mn−1, из неравенства (3.2) получа-

ем оценку |SK2m(n)| ≤ (n!)mn−12n−1/n. Отсюда требуемое асимтотическое неравенство
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получается при помощи формулы Стирлинга n! =
(

n
e

)n√
2πn(1 + o(1)) при n → ∞.

N

§ 3.3. Конструкции точных кликосочетаний и блок-схем

§ 3.3.1. Точные кликосочетания

Будем говорить, что кликосочетание f не содержит близких параллельных клик,

если никакие две клики из f не лежат в одной двумерной грани. Совершенное клико-

сочетание f будем называть точным, если в каждой двумерной грани лежит ровно

одна клика из кликосочетания f . В [33], [122] и [186] построены совершенные па-

росочетания без близких параллельных рёбер в булевом гиперкубе. Точнее в [33] и

[186] построены тернарные коды, эквивалентность которых паросочетаниям показа-

на в [33]. В частности, в [33] доказано, что при n = 2j, j ≥ 2 в булевом n-мерном

кубе Qn
2 имеются совершенные паросочетания без параллельных рёбер в трёхмерных

гранях. Из мощностных соображений нетрудно доказать, что при q > 2 в гиперкубе

Qn
q не существует совершенных кликосочетаний без параллельных клик в трёхмер-

ных гранях. В [45] построены совершенные паросочетания в булевом n-мерном кубе,

сужения которых на любую грань размерности больше 1 и меньше n не является

паросочетанием в этой грани и, следовательно, не содержит близких параллельных

рёбер.

Выясним при каких q и n в гиперкубе Qn
q могут существовать совершенные кли-

косочетания без близких параллельных клик и точные кликосочетания.

Предложение 195. (a) Если в Qn
q существует совершенное кликосочетание без близ-

ких параллельных клик, то n ≥ 2q.

(b) Совершенное кликосочетание без близких параллельных клик в Qn
q является

точным, если и только если n = 2q.

Дока зат ельст во . Совершенное кликосочетание B в гиперкубе Qn
q содер-

жит qn−1 клик и каждая клика (одномерная грань) содержится в n − 1 двумерной

грани. Если в кликосочетании B нет близких параллельных клик, то qn−1(n− 1) не
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меньше числа различных двумерных граней в гиперкубе Qn
q , т. е. справедливо нера-

венство

qn−1(n− 1) ≤ n(n− 1)

2
qn−2,

из которого следует утверждение (a). Причём это неравенство превращается в ра-

венство тогда и только тогда, когда совершенное кликосочетание без близких парал-

лельных клик является точным. Отсюда имеем (b). N

Предложение 196 ([52]). Если в Qn
q существует точное кликосочетание, то n = 4m,

q = 2m, m — натуральное.

Дока зат ельст во . Покажем, что точное кликосочетание содержит рав-

ное количество клик каждого из направлений. Пусть zi — число клик направления i,

i ∈ [n], в точном кликосочетании B ⊂ Qn
q (n−1). Число двумерных граней в гиперкубе

Qn
q одинаково для каждой пары направлений и равно qn−2. Имеем систему из n(n−1)

2

линейных уравнений zi + zj = qn−2, где i 6= j, i, j ∈ [n]. Нетрудно видеть, что соот-

ветствующая однородная система имеет единственное (нулевое) решение при n ≥ 3.

Поэтому исходная неоднородная система имеет единственное решение zi = qn−2

2
при

любом i ∈ [n]. Поскольку zi — целое число, то q делится на 2; n = 2q из предложения

195 (b). N

Перейдём к построению точных кликосочетаний в Qn
q при q = 2t и n = 2t+1. За-

нумеруем произвольным образом элементы поля Галуа xi ∈ GF (2t+1) числами из

множества i ∈ [n]. Поле Галуа GF (2t+1) можно рассматривать как (t + 1)-мерное

векторное пространство над полем GF (2). Выберем в этом векторном пространстве

произвольный базис {b1, . . . , bt+1}. Элементам множества Qq = {0, . . . , 2t − 1} по-

ставим во взаимно однозначное соответствие элементы линейной оболочки векторов

{b1, . . . , bt} в GF (2t+1). Ниже, с целью упрощения формул, будем отождествлять эле-

менты множества Qq с соответствующими элементами GF (2t+1). Зададим функцию

f : Qn
q → [n] равенством

f(a1, . . . , an) = l, где xl =

n∑
i=1

xiai

bt+1 +
n∑

i=1

ai

, (3.9)
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где все арифметические операции производятся в GF (2t+1).

Теорема 53 ([52]). Функция f , определённая формулой (3.9), является точным

кликосочетанием.

Дока зат ельст во . Поскольку bt+1 не содержится в линейной оболочке

множества {b1, . . . , bt}, то знаменатель в выражении (3.9) не обращается в ноль. Сле-

довательно функция f определена всюду на Qn
q .

Покажем, что f определяет кликосочетание. Достаточно доказать, что из ра-

венства f(a1, . . . , al, . . . , an) = l следует f(a1, . . . , al−1, c, al+1, . . . , an) = l для любого

c ∈ Qq. Из (3.9) имеем

xl

(
bt+1 +

n∑
i=1

ai

)
=

n∑
i=1

xiai.

Прибавив к правой и левой частям последнего равенства величину xl(c−al) получаем,

что f(a1, . . . , al−1, c, al+1, . . . , an) = l.

Покажем, что кликосочетание f не содержит близких параллельных клик, т. е.

для любого c ∈ Qq, c 6= am и m 6= l имеем f(a1, . . . , am−1, c, am+1, . . . , an) 6= l когда

f(a1, . . . , al, . . . , an) = l. Предположим, что f(a1, . . . , am−1, c, am+1, . . . , an) =

f(a1, . . . , al, . . . , an) = l. Тогда из (3.9) имеем равенства

xl

(
bt+1 +

n∑
i=1

ai

)
=

n∑
i=1

xiai,

xl(c− am) + xl

(
bt+1 +

n∑
i=1

ai

)
=

n∑
i=1

xiai + xm(c− am).

Вычитая из второго равенства первое, имеем xl(c − am) = xm(c − am). Если am 6= c,

то xm = xl. Пришли к противоречию.

Из предложения 195(b) следует, что кликосочетание f точное. N

При t = 1 паросочетание, определяемое формулой (3.9), совпадает с построенным

в [122].

Рассмотрим вопрос построения совершенных кликосочетаний без близких парал-

лельных клик.

Предложение 197 ([52]).При q = 2t и n = 2t+1 (t - натуральное) в гиперкубе Qn
q

существует разбиение множества клик Qn
q (n− 1) на n точных кликосочетаний.
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Дока зат ельст во . Определим кликосочетание fj, j ∈ [n], формулой:

fj(a1, . . . , an) = l, где xl + xj =

n∑
i=1

(xi + xj)ai

bt+1 +
n∑

i=1

ai

.

По теореме 3.9 кликосочетания fj являются точными при j ∈ [n]. Ясно, что из равен-

ства fj(a1, . . . , an) = fj′(a1, . . . , an) следует xj = xj′ . Таким образом, набор {fj}j=1,...,n

представляет собой разбиение множества Qn
q (n − 1) на попарно не пересекающиеся

точные кликосочетания. N

Предложение 198 ([52]). При 2 ≤ q ≤ 2t и n ≥ 2t+1 (t - натуральное) в гиперкубе

Qn
q существует совершенное кликосочетание без близких параллельных клик.

Дока зат ельст во . В предложении 197 доказано, что при m = 2t суще-

ствует разбиение множества Q2m
m (2m − 1) на 2m совершенных кликосочетания без

близких параллельных клик. Представим произвольные m из этих 2m кликосочета-

ний в виде функций f0, . . . , fm−1 : Q2m
m → [2m]. Пусть ϕ : Qn−2m

m → Qm некоторая

(n − 2m)-арная квазигруппа. Тогда функция F : Q2m
m × Qn−2m

m → [2m], заданная

равенством

F (c1, . . . , c2m, a1, . . . , an−2m) = fϕ(a1,...,an−2m)(c1, . . . , c2m),

соответствует совершенному кликосочетанию без близких параллельных клик в Qn
m.

Пусть q < m. Тогда сужение g = F |Qn
q
также является совершенным кликосоче-

танием без близких параллельных клик. N

Таким образом, остаются открытыми вопросы о существовании в Qn
q точных кли-

косочетаний при q = 2m, n = 4m, где m — не степень числа 2 и совершенных клико-

сочетаний без близких параллельных клик при q и n таких, что 2t−1 < q < 2t, 2q ≤
n < 2t+1.

§ 3.3.2. Конструкции комбинаторных A- и H-схем

Далее предложены несколько конструкций H-дизайнов (H-схем) и A-дизайнов (A-

схем). Напомним, что словам в алфавите Qq∗ соответствуют грани гиперкуба, причём

175



размерность грани равна числу символов ∗ в слове, т. е. разности между длиной и

весом слова.

Конструкция I. Пусть S ⊂ Qn
q∗ является дизайном типа H(n, q, w, t) и R ⊂ Qw

q′∗

является дизайном типа H(w, q′, w, t) (т.е. МДР-кодом). Для наборов произволь-

ных (a1, . . . , ∗, . . . , ai, . . . , ∗, . . . , aw) ∈ S и (b1, . . . , bw) ∈ R составим кодовое слово

((a1, b1), . . . , ∗, . . . , (ai, bi), . . . , ∗, . . . , (aw, bw)) ∈ Qn
qq′∗. Пусть T — множество всех та-

ких кодовых слов. Тогда

Предложение 199 ([173]). T есть дизайн типа H(n, qq′, w, t).

Дока зат ельст во . Пусть ci ∈ Qq,

di ∈ Qq′ и ((c1, d1), . . . , ∗, . . . , (ci, di), . . . , ∗, . . . , (ct, dt)) — произвольный элемент из

Qn
qq′∗ веса t. По определению H-дизайна имеется единственное слово

(a1, . . . , ∗, . . . , ai, . . . , ∗, . . . , aw) ∈ S такое, что (n− w)-мерная грань

(a1, . . . , ∗, . . . , ai, . . . , ∗, . . . , aw) содержится в (n− t)-мерной грани

(c1, . . . , ∗, . . . , ci, . . . , ∗, . . . , ct). Преобразуем слово (d1, . . . , ∗, . . . , di, . . . , ∗, . . . , dt) ∈ Qn
q′∗

в новое слово длины w, удалив позиции i, если слово (a1, . . . , ∗, . . . , ai, . . . , ∗, . . . , aw)

имеет ∗ на позиции i. Так мы получим слово d ∈ Qw
q′∗. По определению H-дизайна

имеется ровно одно кодовое слово (b1, . . . , bw) ∈ R такое, что (b1, . . . , bw) ⊂ d. Тогда

T есть дизайн типа H(n, qq′, w, t) по определению. N

Из теоремы 53 следует, что дизайны типа H(2k, k, 2k− 1, 2k− 2) существуют при

k = 2t, t ≥ 1. Поскольку МДР-коды с расстоянием 2 (дизайны типа H(m, q, m,m−1))

существуют при всех q ≥ 2 и m ≥ 2, имеем

Следствие 42. Для любых s, t ≥ 1 существуют дизайны типа H(2t+1, s2t, 2t+1 −
1, 2t+1 − 2).

Замечание 18. Заметим, что МДР-код R в Конструкции I может быть выбран

независимо для каждого элемента из S. Число s-чных МДР-кодов растёт экспонен-

циально при s ≥ 3 (см. § 1.4). Тогда число дизайнов типа H(2t+1, s2t, 2t+1−1, 2t+1−2)

растёт дважды экспоненциально относительно размерности 2t+1 при s ≥ 3.

Конструкция II. Пусть S ⊂ Qn
q∗ является дизайном типа A(n, q, w, t). Для каж-

дой пары наборов (a1, . . . , ∗, . . . , ai, . . . , ∗, . . . , at) ∈ S и (b1, . . . , bt) ∈ Qt
q′ составим ко-
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довое слово ((a1, b1), . . . , ∗, . . . , (ai, bi), . . . , ∗, . . . , (at, bt)) ∈ Qn
qq′∗. Пусть U — множество

всех таких слов. Тогда

Предложение 200 ([173]). U есть дизайн типа A(n, qq′, w, t).

Доказательство этого утверждения аналогично доказательству предложения 199.

Как было отмечено во введении, системы Штейнера типа S(n−w, n− t, n) экви-

валентны A-дизайнам типа A(n, 1, w, t). Из предложеия 200 получаем следствие

Следствие 43. Если существует система Штейнера типа S(n − w, n − t, n), то для

любого q ≥ 1 существуют дизайны типа A(n, q, w, t).

Конструкция III. Пусть S ⊂ Qn
q∗ является дизайном типа A(n, q, n − 1, n − 2).

Определим V = (S ×Qn
q ) ∪ (Qn

q × S). Тогда

Предложение 201 ([173]). V есть дизайн типа A(2n, q, 2n− 1, 2n− 2).

Дока зат ельст во . Предположим, что (c1, . . . , ci−1, ∗, ci+1, . . . , c2n) — набор

веса 2n − 1. Если i ≤ n, то существует единственное кодовое слово a ∈ S такое, что

грань (c1, . . . , ci−1, ∗, ci+1, . . . , cn) ⊂ a. Ясно, что (c1, . . . , ci−1, ∗, ci+1, . . . , c2n) ⊂ (a, d),

где d = (cn+1, . . . , c2n). Случай n < i ≤ 2n рассматривается подобным же образом. N

Подставляя в перечисленные конструкции дизайны из разбиения гиперкуба на

дизайны, можно получить разбиения гиперкуба (с новыми параметрами) на дизайны

с новыми параметрами.

§ 3.4. Гамильтоновы циклы в булевом гиперкубе

§ 3.4.1. Свойства гамильтоновых циклов

Гамильтоновым циклом в графе G называется цикл, проходящий через все вер-

шины графа по одному разу. В двудольном графе, в частности в графе ΓQn
2 , рёб-

ра каждого гамильтонова цикла разделяются на два совершенных паросочетания.

Спектром гамильтонова цикла в булевом n-мерном кубе (n-кубе) называется набор

a = (a1, a2, . . . , an), где ai — число рёбер i-го направления в гамильтоновом цикле.

Аналогичным образом определяется спектр совершенного паросочетания в ΓQn
2 .
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Предложение 202 ([46]). Набор целых чисел (a1, . . . , an) является спектром совер-

шенного паросочетания в ΓQn
2 если и только если

ai — неотрицательное четное число для любого i ∈ [n];
n∑

i=1

ai = 2n−1.

Необходимость перечисленных условий очевидна. Достаточность можно доказать

по индукции.

Известны также необходимые условия для того, чтобы целочисленный набор

(a1, . . . , an) являлся спектром некоторого гамильтонова цикла в ΓQn
2 .

Предложение 203 (см. [137]).

(*) ai — неотрицательное четное число для любого i ∈ [n];

(**)
n∑

i=1

ai = 2n;

(***)
k∑

i=1

aπ(i) ≥ 2k для любой перестановки π ∈ Sn и k ∈ [n− 1].

Условия (*) и (**) очевидны, условие (***) следует из связности цикла.

Без ограничения общности можно полагать, что спектр гамильтонова цикла упо-

рядочен: ai ≤ aj при i ≤ j. В этом случае условие (***) приобретает более простой

вид:
k∑

i=1

ai ≥ 2k при любом k ≤ n. Для упорядоченного спектра a определим неотри-

цательную функцию µa равенством µa(k) =
k∑

i=1

ai − 2k.

Целочисленный набор будем называть допустимым, если он удовлетворяет ука-

занным выше необходимым условиям (*)–(***). Множество допустимых n-мерных

наборов будем обозначать через Dn. Очевидно, что любой гамильтонов цикл в ΓQn
2

содержит рёбра всех направлений, в то время как совершенное паросочетание в ΓQn
2

может содержать рёбра от одного до n направлений включительно. Паросочетание

в ΓQn
2 , содержащее ребра всех n направлений, будем называть паросочетанием пол-

ного ранга. Гамильтоновы циклы, содержащие совершенные паросочетания полного

ранга, будем называть циклами, имеющими полный ранг.

Предложение 204. Если для некоторого n любой допустимый целочисленный на-

бор является спектром некоторого гамильтонова цикла в ΓQn
2 , то это же верно при

любых m, 2 ≤ m ≤ n.
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Дока зат ельст во . Действительно, пусть (a1, . . . , am) некоторый допусти-

мый набор, тогда набор (a1, . . . , am, 2m, . . . , 2n−1) также является допустимым. При

этом проекция гамильтонова цикла со спектром (a1, . . . , am, 2m, . . . , 2n−1) на первые

m направлений порождает гамильтонов цикл со спектром (a1, . . . , am).N

Каждому простому (в частности гамильтонову) циклу C в графе ΓQn
2 можно по-

ставить в соответствие циклическое переходное слово X в алфавите [n] = {1, . . . , n},
в котором j-я буква xj определяется как направление j-го ребра в цикле C. Через

S(X) = (s1, . . . , sn) будем обозначать набор состава слова X по модулю 2, т е. si = 0,

если буква i ∈ [n] встречается в слове S(X) чётное число раз и si = 1 в противном

случае.

Cледующее предложение является критерием того, что слово определяет простой

цикл.

Предложение 205 ([45]). Циклическое слово X в алфавите [n] определяет простой

цикл в графе ΓQn
2 тогда и только тогда, когда S(X) = 0 и для любого его подслова

Y , Y 6= X, имеем S(Y ) 6= 0.

Откуда немедленно получаем

Следствие 44. Циклическое слово X в алфавите [n] определяет гамильтонов цикл

в графе ΓQn
2 тогда и только тогда, когда длина слова X равна 2n, S(X) = 0 и для

любого его подслова Y , Y 6= X, имеем S(Y ) 6= 0.

§ 3.4.2. Конструкция гамильтонова цикла

Далее докажем, что любой допустимый набор является спектром гамильтонова цик-

ла в любом булевом n-кубе, если это верно для булева N -куба при некотором доста-

точно большом N . В доказательстве применяется конструкция гамильтонова цикла,

использующая представление булева n-куба как декартова произведения кубов раз-

мерности k и n− k.

Рассмотрим некоторый гамильтонов цикл в ΓQn
2 , состоящий из ребер непересека-

ющихся совершенных паросочетаний P1 и P2. Естественным образом вложим паро-

сочетание P1 в ΓQn
2 . Поскольку каждой вершине из ΓQk

2 в декартовом произведении
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ΓQk
2×ΓQn−k

2 соответствует булев (n−k)-куб, каждому ребру из P1 можно поставить

в соответствие пару параллельных (n− k)-кубов, т. е. один (n− k + 1)-куб. Заменим

каждое ребро v ∈ P1 гамильтоновым циклом Hv в соответствующем (n − k + 1)-

кубе, проходящим через это ребро. Удалив теперь паросочетание P1 из объединения

P2 и циклов Hv, v ∈ P1, получим новый гамильтонов цикл в ΓQk
2 × ΓQn−k

2 = ΓQn
2 .

Сформулируем описанную выше конструкцию в виде леммы

Лемма 16 ([53]). Пусть паросочетания в ΓQk
2 со спектрами (b1, . . . , bk) и (b′1, . . . , b

′
k),

составляют гамильтонов цикл и имеется 2k−1 гамильтоновых циклов в ΓQn−k+1
2 со

спектрами (ai
1, . . . , a

i
n−k, c

i), i ∈ [2k−1]. Тогда в ΓQn
2 имеется гамильтонов цикл со

спектром (d1, . . . , dn), где dk+j =
2k−1∑
i=1

ai
j при j ∈ [n − k] и dj = bj +

sj+1∑
p=sj+1

(cp − 1) при

j ∈ [k], sj =
j−1∑
p=1

b′p.

Дока зат ельст во . Пусть X = x1y1x2 . . . x2k−1y2k−1 — переходное слово га-

мильтонова цикла в ΓQk
2, где паросочетание соответствующее слову x1x2 . . . x2k−1 име-

ет спектр (b1, . . . , bk), а слову y1y2 . . . y2k−1 — спектр (b′1, . . . , b
′
k). Обозначим через yiZ

i

переходное слово гамильтонова цикла в ΓQn−k+1
2 в алфавите {k+1, . . . , n, yi} со спек-

тром (ai
1, . . . , a

i
n−k, c

i), i ∈ [2k−1], причём буква yi встречается ci − 1 раз в слове Zi.

Рассмотрим слово Z, полученное подстановкой в слово X слов Zi вместо букв yi,

т. е. Z = x1Z
1x2Z

2 . . . x2k−1Z2k−1 . Покажем, что слово Z является переходным словом

некоторого гамильтонова цикла в ΓQn
2 . Рассмотрим произвольное подслово W =

Uixi+1Z
i+1 . . . Zj−1xjVj слова Z, где Ui — суффикс слова Zi и Vj — префикс слова

Zj (префикс и суффикс могут быть пустыми). Если i = j, то S(W ) 6= 0 поскольку

W подслово переходного слова yiZ
i. Пусть i < j, без ограничения общности будем

полагать, что yi = 1, yj ∈ {1, 2}. Рассмотрим случай, когда yj = 1. Пусть 0 = S(W )t =

S(xi+1yi+1 . . . xj)t = S(yixi+1yi+1 . . . xj)t при любом t = 2, . . . , k. Поскольку всегда либо

S(xi+1yi+1 . . . xj)1 = 0, либо S(yixi+1yi+1 . . . xj)1 = 0 приходим к противоречию с тем,

что X переходное слово гамильтонова цикла. Случай, когда yj = 2 рассматривается

аналогично. Нетрудно видеть, что S(Z) = S(X) = 0. Следовательно, для слова Z

выполнены условия следствия 44 и Z является переходным словом гамильтонова

цикла в ΓQn
2 . Соответствующий слову Z гамильтонов цикл имеет требуемый спектр
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по построению. N

Замечание 19. Если паросочетание со спектром (b′1, . . . , b
′
k) и хотя бы один из ис-

пользованных в конструкции циклов в ΓQn−k+1
2 имеют полный ранг, то в результате

конструкции (лемма 16) можно получить гамильтонов цикл полного ранга.

§ 3.4.3. Существование гамильтонова цикла с заданным спек-

тром

Докажем две леммы о спектрах гамильтоновых циклов, которые можно построить

посредством описанной выше конструкции.

Лемма 17 ([53]). Если любой допустимый целочисленный набор длины n − k + 1

является спектром гамильтонова цикла в ΓQn−k+1
2 , и имеется гамильтонов цикл со

спектром (b1, . . . , bk) в ΓQk
2, то любой допустимый целочисленный набор

(b1, . . . , bk, ak+1, . . . , an) является спектром гамильтонова цикла в ΓQn
2 .

Дока зат ельст во . На множестве упорядоченных допустимых целочислен-

ных наборов A = {a ∈ Dn | ai = bi, 1 ≤ i ≤ k} рассмотрим лексикографический

порядок. Минимальный в этом порядке набор (b1, . . . , bk, 2
k, . . . , 2n−1) является спек-

тром гамильтонова цикла в ΓQn
2 . Действительно, в приведённой выше конструкции

достаточно выбрать (2, 4 . . . , 2n−k, 2) в качестве спектра (ai
1, . . . , a

i
n−k, c

i) для любого

i ∈ [2k−1]. Предположим некоторые допустимые наборы из множества A не явля-

ются спектрами гамильтоновых циклов, построенных посредством конструкции из

леммы 16, выберем из таких наборов лексикографически минимальный набор d ∈ A.

Рассмотрим предыдущий в лексикографическом порядке набор d′ ∈ A. Очевидно на-

боры d и d′ отличаются в двух позициях i, j ∈ {k+1, . . . , n}, i < j, причём d′i = di−2,

d′j = dj + 2, d′j ≥ d′i + 4. Тогда для спектра f одного из гамильтоновых циклов в

ΓQn−k+1
2 , использованных при построении цикла со спектром d′ верно неравенство

fj − fi ≥ 4 (или fj − fi = 2 в спектрах двух циклов). Очевидно, что если в целочис-

ленном наборе f заменить fi на fi + 2 и fj на fj − 2, то новый набор f ′ также будет

спектром гамильтонова цикла в ΓQn−k+1
2 по условию леммы. При замене в конструк-

ции из леммы 16 цикла со спектром f на цикл со спектром f ′ получим, что набор
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d является спектром гамильтонова цикла. Получили противоречие. В случае когда

fj − fi = 2 в двух спектрах, нужно в каждом из них поменять количества рёбер

направлений i и j местами и применить ту же конструкцию. N

Лемма 18 ([53]). Пусть 4 ≤ s < k < n−1, любые допустимые целочисленные наборы

длины n − s + 1 являются спектрами гамильтоновых циклов, (a) для некоторого

допустимого упорядоченного набора b ∈ Dn имеется допустимый набор, являющийся

спектром гамильтонова цикла полного ранга b′ ∈ Ds такой, что b′i ≤ bi при i ∈ [s]

и справедливы неравенства (b) bs ≤ 2n−s−1 и (c)
k∑

i=s+1

bi ≥ 2k − 2s при таких k, что

2k−s−1 ≤ bs. Тогда набор b является спектром гамильтонова цикла.

Дока зат ельст во . Пусть di = bi − b′i при i ∈ [s] и d =
s∑

i=1

di. Из доказа-

тельства леммы 17 следует, что целочисленный набор (b′1, . . . , b
′
s, 2

s, . . . , 2n−1) являет-

ся спектром гамильтонова цикла в ΓQn
2 , построенного посредством описанной выше

конструкции с s = k. Пусть m — наименьшее целое число, для которого 2m−s−1 > bs.

Поскольку di ≤ bs < 2m−s−1, набор (2, . . . , 2m−s−1, 2m−s − di, 2
m−s+1, . . . , 2n−s, 2 + di)

является допустимым для любого i, i ∈ [s].

Теперь заменим в этой конструкции s гамильтоновых циклов (по одному на каж-

дое направление) со спектром (2, 4, . . . , 2n−s, 2) на гамильтонов цикл со спектром

(2, . . . , 2m−s− di, 2
m−s+1, . . . , 2n−s, 2+ di) так, что в итоге получится цикл со спектром

(b1, . . . , bs, 2
s, . . . , 2m − d, 2m+1, . . . , 2n−1). Рассмотрим теперь множество упорядочен-

ных допустимых целочисленных наборов

A = {a ∈ Dn | ai = bi, 1 ≤ i ≤ s, и спектр a удовлетворяет условию (c)}.

Выше доказано, что лексикографически наименьший спектр из A принадлежит га-

мильтонову циклу, построенному с помощью нашей конструкции (лемма 16). Предпо-

ложим некоторые из наборов a ∈ A не являются спектрами гамильтоновых циклов,

которые могут быть получены посредством нашей конструкцией. Тогда среди та-

ких спектров имеется лексикографически наименьший. Аналогично доказательству

леммы 17 приходим к противоречию. N

Предложение 206. Пусть 2 ≤ s ≤ k ≤ n, a ∈ Dn и k таково, что
k∑

i=s+1

ai < 2k − 2s и
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2k−s−1 ≤ as. Тогда µa(s)− µa(k) ≥ 2 и k ≤ 2s + log µa(s).

Дока зат ельст во . Поскольку 2k−s−1 ≤ as ≤ 2s−1+µa(s) ≤ 2s−1µa(s), имеем

k ≤ 2s + log µa(s). Если
k∑

i=s+1

ai < 2k − 2s, то
k∑

i=s+1

ai ≤ 2k − 2s − 2. Тогда

µa(k) =
k∑

i=1

ai − 2k =
s∑

i=1

ai − 2s +
k∑

i=s+1

ai − 2k + 2s ≤ µa(s)− 2.

N

Теорема 54 ([53]). Существует такое число N , что если любой допустимый целочис-

ленный набор длины N является спектром некоторого гамильтонова цикла (полного

ранга в случае когда
k∑

i=1

ai > 2k при любом k < N), то для любого целого n ≥ 2

любой допустимый целочисленный набор длины n является спектром некоторого га-

мильтонова цикла в ΓQn
2 .

Дока зат ельст во . Пусть a ∈ Dn. Простым перебором упорядоченных до-

пустимых наборов нетрудно установить, что a2 ≥ 4 и a4 ≥ 6 за исключением случаев,

когда a1 = a2 = 2 и a1 = a2 = a3 = a4 = 4. Гамильтонов цикл в ΓQ4
2 с переходной

последовательностью 1213414243212343 имеет спектр (4, 4, 4, 4). Существование га-

мильтонова цикла со спектром a ∈ Dn при n ≥ 5 и a1 = a2 = a3 = a4 = 4 (или

a1 = a2 = 2) следует из леммы 17.

Пусть a2 ≥ 4, a4 ≥ 6. Нетрудно видеть, что в любом упорядоченном допустимом

наборе a1 ≥ 2 и a3 ≥ 4. Имеется гамильтонов цикл полного ранга ΓQ4
2 с переходной

последовательностью 4212312141312313 и спектром (2, 4, 4, 6). Таким образом, при

s = 4 выполнено условие (a) леммы 18 или условие леммы 17. Рассмотрим условия

(b) и (c) леммы 18 при s = 4. Пусть n ≥ 35, тогда a4 ≤ 2n

n−3
≤ 2n−5. Предположим

условие (c) не выполнено, т. е. для некоторого k ≥ 5 имеем 2k−5 ≤ a4 и
k∑

i=5

ai < 2k−24.

Тогда (k − 4)2k−5 ≤ (k − 4)a4 < 2k − 24. Откуда имеем k ≤ 35 и a4 < 235−24

31
. Тогда

µa(4) < µ∗ = 4 · 235−24

31
.

Пусть n ≥ N = 22µ∗/2(4+log µ∗). Далее доказательство будем проводить по индук-

ции. Предположим, что при m, m < n, любой допустимый набор является спектром

гамильтонова цикла (I), причём если m > 4 и
k∑

i=1

ai > 2k при любом k < m, то набор

a ∈ Dm является спектром гамильтонова цикла полного ранга (II). Для обоснова-
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ния шага индукции проверим выполнение условий лемм 17 и 18, т. е. покажем, что

найдётся такое s0 ∈ [n], для которого выполнены условия леммы 18 или условие

леммы 18 — µa(s
0) = 0. Условие (a) леммы 18 выполнено по предположению индук-

ции. Нетрудно видеть, что as ≤ 2n

n−s+1
для любого s ∈ [n]. Поэтому неравенство (b)

as ≤ 2n−s−1 справедливо при s ≤ 2µ∗/2(4 + log µ∗) − 1. Если µ(4) ≥ µ∗, то как было

показано выше условие (с) выполнено. Пусть µa(4) < µ∗. Определим последователь-

ность чисел si рекуррентно. Пусть s0 = 4. Если уже выбрано si, то в качестве si+1

выберем такое минимальное k, для которого не выполнено условие (c) леммы 18, т. е.
si+1∑

i=si+1

ai < 2si+1 − 2si . Из утверждения 206 следует, что найдётся не более M = µ∗/2

таких элементов последовательности s1 < s2 < · · · < sM , для которых µa(si) > 0.

Кроме того, из утверждения 206 следует, что sM ≤ 2M(4+log µ∗)−1. Если очередное

sj невозможно выбрать, то для построения искомого гамильтонова цикла применяем

лемму 18, а если µa(sj) = 0, то применяем лемму 17. Таким образом, предположе-

ние индукции (I) обоснованно; предположение (II) вытекает из замечания 19. Для

завершения доказательства теоремы достаточно применить утверждение 204. N

Для полного решения задачи о спектрах кодов Грея нужно обеспечить базу ин-

дукции для применения теоремы 54. Для построения гамильтоновых циклов в ΓQn
2

при n ≤ N со всевозможными допустимыми спектрами можно использовать как

описанную выше конструкцию, так и другие известные конструкции, в частности,

конструкцию Бакоша (см. [187]).
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