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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è àêòóàëüíîñòü òåìû äèññåðòàöèè.

Èçó÷åíèå îñîáåííîñòåé ñòðîåíèÿ êîíå÷íûõ ãðóïï ÷åðåç çàäàííûå
ñâîéñòâà íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ â òåî-
ðèè ãðóïï. Ñóùåñòâóþò êàê è î÷åâèäíûå óòâåðæäåíèÿ, òàê è äàëåêî
íå òðèâèàëüíûå ôàêòû, êàñàþùèåñÿ, íàïðèìåð, ïðîñòûõ ãðóïï1.

Åñëè ϕ è ψ � îáûêíîâåííûå íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóï-
ïû G, òî ñóùåñòâóåò ðàçëîæåíèå

ϕψ =
∑
θ

cθϕψθ,

ãäå θ � íåïðèâîäèìûå ïîïàðíî íåýêâèâàëåíòíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóï-
ïû G. Ñòðóêòóðíûå êîíñòàíòû cθϕψ ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû ñ ïîìî-
ùüþ õàðàêòåðîâ ïðåäñòàâëåíèé θ èç ñîîòíîøåíèé îðòîãîíàëüíîñòè.

Èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò ñëó÷àè, êîãäà íà ñòðóêòóðíûå êîíñòàíòû
íàêëàäûâàþòñÿ îïðåäåëåííûå îãðàíè÷åíèÿ. Â îäíîì èç íèõ êîëè÷å-
ñòâî íåíóëåâûõ êîíñòàíò cθϕψ íåâåëèêî, â äðóãîì � ñàìè êîíñòàíòû
îãðàíè÷åíû ñâåðõó.

Â ïåðâîì íàïðàâëåíèè èìåþòñÿ ðåçóëüòàòû, êàñàþùèåñÿ ðàçðå-
øèìûõ ãðóïï, è, â ïåðâóþ î÷åðåäü, p-ãðóïï. Äîñòàòî÷íî ïîäðîáíî
èññëåäîâàí ñëó÷àé, êîãäà õàðàêòåð, ïîëó÷åííûé êàê ïðîèçâåäåíèå
íåêîòîðîãî íåïðèâîäèìîãî õàðàêòåðà íà ñâîé ñîïðÿæåííûé, èìååò â
ñâîåì ðàçëîæåíèè ìàëîå ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ñëàãàåìûõ2, 3.

Âî âòîðîì íàïðàâëåíèè íàñ èíòåðåñóþò ñëåäóþùèå ñëó÷àè. Ðàñ-
ñìîòðèì ãðóïïû, ó êîòîðûõ òåíçîðíûå ïðîèçâåäåíèÿ ëþáûõ äâóõ
íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé èìåþò â ñâîåì ðàçëîæåíèè ìàëûå êðàò-
íîñòè.

Êîíå÷íóþ ãðóïïóG íàçîâåì SMm-ãðóïïîé
4, åñëè òåíçîðíûé êâàä-

ðàò ëþáîãî åå íåïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ðàçëàãàåòñÿ â ñóììó
íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû G ñ êðàòíîñòÿìè, íå ïðåâîñ-
õîäÿùèìè m.

Â 1941 ãîäó ëàóðåàò íîáåëåâñêîé ïðåìèè ïî ôèçèêå Þäæèí Âèã-
íåð (Ýóõåíèî Âèãíåð) ââåë ïîíÿòèå SR-ãðóïïû.

1Kazarin L.S. Sagirov I.A. On the degrees of irreducible characters of �nite simple
groups //Proc. of the Steklov Inst. Math. Suppl., 2001, Vol. 2. p. 71-81.

2Adan-Bante E. Squares of characters and �nite groups.// J.Algebra. 2007. 310(2).
p.619-623.

3Adan-Bante E. Products of characters with few irreducible constituents. //
J.Algebra. 2007. 311(1). p.38-68.

4îò àíãëèéñêîãî ¾Square multiplicity¿
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Ïðîñòî ïðèâîäèìûìè ãðóïïàìè (èëè SR-ãðóïïàìè5) íàçûâàþò-
ñÿ âåùåñòâåííûå ãðóïïû, â êîòîðûõ òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå ëþ-
áûõ äâóõ íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé íå èìååò êðàòíîñòåé (òî åñòü
êðàòíîñòè íå âûøå åäèíèöû). Âèãíåð ïîêàçàë6, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëü-
íîé êîíå÷íîé ãðóïïû G ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî∑

g∈G
|√g|3 ≤

∑
g∈G
|CG(g)|2, (∗)

ãäå
√
g = {x ∈ G | x2 = g}, à CG(g) � öåíòðàëèçàòîð ýëåìåíòà g. Êî-

íå÷íàÿ ãðóïïà G ÿâëÿåòñÿ ïðîñòî ïðèâîäèìîé òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà âûøåóêàçàííîå íåðàâåíñòâî îáðàùàåòñÿ äëÿ ýòîé ãðóïïû â ðà-
âåíñòâî. Ïîëó÷àåìîå èç (∗) ðàâåíñòâî íàçûâàåòñÿ ¾óñëîâèåì Âèãíå-

ðà¿. Íåñìîòðÿ íà ïðåäëîæåííûé êðèòåðèé, â îáùåì ñëó÷àå ïðîâåðêà
óñëîâèÿ Âèãíåðà äëÿ êîíêðåòíîé êîíå÷íîé ãðóïïû G ÿâëÿåòñÿ òðó-
äîåìêîé çàäà÷åé, ïîýòîìó âîïðîñ î ñâîéñòâàõ è ñòðîåíèè SR-ãðóïï
äîëãîå âðåìÿ îñòàâàëñÿ îòêðûòûì.

Äëÿ íåðàâåíñòâà, ïðåäëîæåííîãî Âèãíåðîì, ñóùåñòâóåò îáîáùå-
íèå. Â ñâîåé ðàáîòå7 Äæ. Ìàêêè äîêàçàë, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîé êî-
íå÷íîé ãðóïïû G ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà.∑

g∈G
|√g|n+1 ≤

∑
g∈G
|CG(g)|n,

ãäå n � ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Òàì æå ïðèâåäåíî äîêà-
çàòåëüñòâî íåðàâåíñòâà Âèãíåðà äëÿ êîíå÷íûõ ãðóïï (n = 2 � ýòî
óñëîâèå Âèãíåðà).

Â ïðèëîæåíèè ¾Íåðåøåííûå çàäà÷è¿ êíèãè Ââåäåíèå â àëãåáðó8

À.È. Êîñòðèêèí, â êà÷åñòâå íåðåøåííîé ïðîáëåìû, ñôîðìóëèðîâàë
âîïðîñ î SR-ãðóïïàõ:

Êàê âûðàçèòü â îáùåì ïðèíàäëåæíîñòü ê SR-êëàññó â òåðìè-
íàõ ñòðóêòóðíûõ ñâîéñòâ ãðóïïû?

Ñ.Ï. Ñòðóíêîâûì áûëè ñôîðìóëèðîâàíû êîíêðåòíûå ïðîáëåìû
îòíîñèòåëüíî ñòðîåíèÿ SR-ãðóïïû: ¾Äàòü îïèñàíèå âñåõ ïðîñòî ïðè-

5îò ¾Simply reducible¿
6Wigner E.P. On representations of certain �nite groups// Amer. J. Math., 1941.

Vol.63. p.57-63.
7Mackey G.W. Symmetric and anti symmetric kroneker squares and interwining

numbers of induced representations of �nite groups//Amer. J. Math., 1953. Vol.75.
N3. p.387-405.

8Êîñòðèêèí À.È. Ââåäåíèå â àëãåáðó, ÷àñòü 3. Îñíîâíûå ñòðóêòóðû àëãåáðû.
Ì.: Ôèç.-ìàò. ëèò., 2001. 272 c.
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âîäèìûõ ãðóïï ... (âîïðîñ, èíòåðåñíûé äëÿ ôèçèêîâ). Íå áóäåò ëè
êîíå÷íàÿ ïðîñòî ïðèâîäèìàÿ ãðóïïà ðàçðåøèìîé9?¿

Çàìåòèì, ÷òî â 1984 ãîäó, â 9-ì èçäàíèè Êîóðîâñêîé òåòðàäè ïîä
íîìåðîì 9.56 áûë îïóáëèêîâàí âîïðîñ ßíà Ñàêñëà (J. Saxl): ¾Íàéòè
âñå êîíå÷íûå ãðóïïû, äëÿ êîòîðûõ òåíçîðíûé êâàäðàò ëþáîãî îáûê-
íîâåííîãî íåïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ñâîáîäåí îò êðàòíîñòåé10.¿

Âïîñëåäñòâèè çàäà÷à Ñ.Ï. Ñòðóíêîâà áûëà ðåøåíà Ë.Ñ. Êàçà-
ðèíûì, Â.Â. ßíèøåâñêèì11 è Å.È. ×àíêîâûì12. Ïðè ýòîì áûë ðàñ-
ñìîòðåí íîâûé êëàññ ãðóïï, áîëåå øèðîêèé ÷åì SR. Ïðè îòêàçå îò
âåùåñòâåííîñòè è çàìåíû òðåáîâàíèÿ íà ðàçëîæèìîñòü áåç êðàòíî-
ñòåé òîëüêî êâàäðàòîâ íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé, ïîëó÷àþòñÿ
ãðóïïû, íàçâàííûå àâòîðàìè ASR-ãðóïïàìè13. ASR-ãðóïïû, êàê è
ñîäåðæàùèåñÿ â èõ ìíîæåñòâå SR-ãðóïïû, îêàçàëèñü ðàçðåøèìû.

Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî âîïðîñ î ðàçðåøèìîñòè ñòàâèòñÿ òîëü-
êî äëÿ êîíå÷íûõ SR-ãðóïï. Äëÿ áåñêîíå÷íûõ ãðóïï ñóùåñòâóåò êîíòð-
ïðèìåð: òðåõìåðíàÿ ãðóïïà âðàùåíèé O(3) � SR-ãðóïïà14.

Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ASR-ãðóïïû ÿâëÿþòñÿ ñâîåîáðàçíîé ãðàíè-
öåé. Åñëè õîòÿ áû îäíà èç êðàòíîñòåé áîëüøå åäèíèöû, òî â îáùåì
ñëó÷àå ãîâîðèòü î ðàçðåøèìîñòè ãðóïïû íåëüçÿ.

SMm-ãðóïïû ÿâëÿþòñÿ åñòåñòâåííûì îáîáùåíèåì SR è ASR ãðóïï.
Ïîíÿòíî, ÷òî ìíîæåñòâî SM2-ãðóïï òàêæå ñîäåðæèò â ñåáå è ASR-
ãðóïïû.

Äëÿ óäîáñòâà ââåäåì åùå îäíî îïðåäåëåíèå. Íàçîâåì SM-õàðàê-

òåðèñòèêîé ãðóïïû G íàèáîëüøóþ êðàòíîñòü â ðàçëîæåíèè êâàäðà-
òîâ íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé ýòîé ãðóïïû. SM-õàðàêòåðèñòèêó
ãðóïïû G ìîæíî òàêæå îïðåäåëèòü êàê ÷èñëî mχ(G), òàêîå, ÷òî G
� SMmχ(G), íî óæå íå SMmχ(G)−1-ãðóïïà.

Âåðîÿòíî, ÷òî ñóùåñòâóåò ñâÿçü ìåæäó íàèáîëüøåé êðàòíîñòüþ
â ðàçëîæåíèè êâàäðàòà íåïðèâîäèìîãî õàðàêòåðà è êîëè÷åñòâîì õà-
ðàêòåðîâ, âõîäÿùèõ â ýòî ðàçëîæåíèå. Íàïðèìåð Edith Adan-Bante
äîêàçàëà, ÷òî åñëè G � êîíå÷íàÿ íèëüïîòåíòíàÿ ãðóïïà íå÷åòíîãî
ïîðÿäêà è χ � åå íåïðèâîäèìûé õàðàêòåð ïðîñòîé íå÷åòíîé ñòåïåíè

9Êîóðîâñêàÿ òåòðàäü. Íåðåøåííûå âîïðîñû òåîðèè ãðóïï. Èçäàíèå 16-å, äî-
ïîëíåííîå, âêëþ÷àþùåå Àðõèâ ðåøåííûõ çàäà÷. Íîâîñèáèðñê: ÈÌ ÑÎ ÐÀÍ,
2006. Ñ.61, âîïðîñ 11.94.

10Òàì æå, Ñ.40, âîïðîñ 9.56.
11Êàçàðèí Ë.Ñ., ßíèøåâñêèé Â.Â. Î êîíå÷íûõ ïðîñòî ïðèâîäèìûõ ãðóïïàõ.

// Àëãåáðà è àíàëèç, 2007. Ò.19. N6. Ñ.86-116.
12Êàçàðèí Ë.Ñ. ×àíêîâ Å.È. Êîíå÷íûå ïðîñòî ïðèâîäèìûå ãðóïïû ðàçðåøè-

ìû. // Ìàòåìàòè÷åñêèé ñáîðíèê, 2010. Ò.201. N5. Ñ.27-40.
13îò ¾Almost simply reducible¿
14Õàìåðìåø Ì. Òåîðèÿ ãðóïï è åå ïðèìåíåíèå ê ôèçè÷åñêèì ïðîáëåìàì. Ì.:

Ìèð, 1966. 588 ñ.
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p, òî íàèáîëüøàÿ êðàòíîñòü â ðàçëîæåíèè õàðàêòåðà χ2 ñâÿçàíà ñ
êîëè÷åñòâîì íåïðèâîäèìûõ ñëàãàåìûõ â åãî ðàçëîæåíèè. Áîëåå òî÷-
íî, ýòà êðàòíîñòü ðàâíà 2, åñëè ñëàãàåìûõ (p+ 1)/2, è ðàâíà p åñëè
ñëàãàåìîå âñåãî îäíî15.

Çàìåòèì, ÷òî äîñòàòî÷íî ÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ êîíå÷íûå ðàçðåøè-
ìûå ãðóïïû, ó êîòîðûõ SM-õàðàêòåðèñòèêà áîëüøå åäèíèöû.

Åñëè ðàññìàòðèâàòü ãðóïïû ñ êðàòíîñòÿìè â êâàäðàòàõ íåïðèâî-
äèìûõ ïðåäñòàâëåíèé íå áîëüøèõ äâóõ (SM2-ãðóïïû), òî âîçíèêàåò
ðÿä âîïðîñîâ, ñâÿçàííûõ ñ èõ ñòðîåíèåì:

Êàêèå èç ïðîñòûõ íåàáåëåâûõ ãðóïï ÿâëÿþòñÿ SM2-ãðóïïàìè?

Êàêèìè îñîáåííîñòÿìè ñòðîåíèÿ îáëàäàþò íåðàçðåøèìûå SM2-
ãðóïïû?

Êàêèå èç ðàçðåøèìûõ ãðóïï ÿâëÿþòñÿ SM2-ãðóïïàìè?

SM2-ãðóïïû ïðåäñòàâëÿþò îñîáåííûé èíòåðåñ, ïîñêîëüêó ÿâëÿ-
þòñÿ â êàêîì-òî ñìûñëå ìèíèìàëüíûì ¾ðàñøèðåíèåì¿ êëàññà ASR-
ãðóïï.

Â îáùåì ñëó÷àå âîçíèêàåò âîïðîñ î ñâÿçè ìåæäó SM-õàðàêòåðèñ-
òèêîé êîíå÷íîé ãðóïïû è åå ñòðîåíèåì.

Öåëü è ìåòîäû ðàáîòû.

Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå ñòðîåíèÿ êîíå÷íûõ ãðóïï,
ó êîòîðûõ òåíçîðíûé êâàäðàò ëþáîãî íåïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ
ñîäåðæèò íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ ñ íåáîëüøèìè êðàòíîñòÿìè,
â ÷àñòíîñòè, íå áîëüøå äâóõ. Â äèññåðòàöèè èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû
äîêàçàòåëüñòâ òåîðèè êîíå÷íûõ ãðóïï è òåîðèè õàðàêòåðîâ, â ÷àñò-
íîñòè òåîðåìà Êëàññèôèêàöèè ïðîñòûõ êîíå÷íûõ ãðóïï. Â íåêîòî-
ðûõ ñëó÷àÿõ äëÿ äîïîëíèòåëüíûõ âû÷èñëåíèé áûëà èñïîëüçîâàíà
ñèñòåìà êîìïüþòåðíîé àëãåáðû GAP.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà.

Âñå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè. Ãëàâ-
íûå èç íèõ:

1. Ïîëó÷åíî îïèñàíèå ñòðîåíèÿ íåàáåëåâûõ êîìïîçèöèîííûõ ôàê-
òîðîâ êîíå÷íûõ íåðàçðåøèìûõ SM2-ãðóïï.

2. Ïîëó÷åíî îïèñàíèå ñòðîåíèÿ âñåõ êîíå÷íûõ ïî÷òè ïðîñòûõ SM2-
ãðóïï.

15Adan-Bante E. Squares of characters and �nite groups. Òåîðåìà C.
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3. Äëÿ âñåõ êîíå÷íûõ ïðîñòûõ è ïî÷òè ïðîñòûõ ãðóïï ïîëó÷åíû
íèæíèå îöåíêè SM-õàðàêòåðèñòèêè.

4. Âû÷èñëåíû SM-õàðàêòåðèñòèêè äëÿ íåêîòîðûõ êîíå÷íûõ ïî-
÷òè ïðîñòûõ ãðóïï (â ÷àñòíîñòè, äëÿ âñåõ ñïîðàäè÷åñêèõ ïðî-
ñòûõ ãðóïï).

5. Ïîëó÷åíû íèæíèå îöåíêè SM-õàðàêòåðèñòèêè äëÿ ãðóïï Ôðî-
áåíèóñà, âû÷èñëåíû SM-õàðàêòåðèñòèêè íåêîòîðûõ 2-ãðóïï.

Ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó

1. Äîêàçàíî, ÷òî ñðåäè âñåõ êîíå÷íûõ ïî÷òè ïðîñòûõ ãðóïï SM2-
ãðóïïàìè ÿâëÿþòñÿ òîëüêî ãðóïïû PGL2(q) è çíàêîïåðåìåííàÿ
ãðóïïà A5.

2. Äîêàçàíî, ÷òî íåàáåëåâûìè êîìïîçèöèîííûìè ôàêòîðàìè êî-
íå÷íûõ íåðàçðåøèìûõ SM2-ãðóïï ìîãóò áûòü òîëüêî ãðóïïû,
èçîìîðôíûå ãðóïïå L2(q).

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü.

Ðàáîòà íîñèò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Ðåçóëüòàòû äèññåðòà-
öèè ìîãóò íàéòè ïðèìåíåíèå â èññëåäîâàíèÿõ ïî òåîðèè êîíå÷íûõ
ãðóïï è èõ ïðåäñòàâëåíèÿì, â àëãåáðàè÷åñêîé êîìáèíàòîðèêå, à òàê-
æå â èíòåðïðåòàöèè íåêîòîðûõ çàäà÷ òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû.

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü íà íàó÷íî-ïðàêòè÷åñêîé
êîíôåðåíöèè ¾ßðîñëàâñêèé êðàé. Íàøå îáùåñòâî â òðåòüåì òûñÿ-
÷åëåòèè¿ (ßðîñëàâëü, 2010), íà êîíôåðåíöèè ¾Àëãîðèòìè÷åñêèå âî-
ïðîñû òåîðèè ãðóïï è ñìåæíûõ îáëàñòåé¿, Íîâîñèáèðñê (2010), íà
64-é íàó÷íîé ñòóäåí÷åñêîé êîíôåðåíöèè (ßðîñëàâëü, 2011), íà ìåæ-
äóíàðîäíîé (43-é Âñåðîññèéñêîé) ìîëîäåæíîé øêîëå-êîíôåðåíöèè
¾Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ìàòåìàòèêè¿ (Åêàòåðèíáóðã, 2012), íà XI
Áåëîðóññêîé ìàòåìàòè÷åñêîé êîíôåðåíöèè (Ìèíñê, 2012), à òàêæå
íà íàó÷íûõ ñåìèíàðàõ ¾Èçáðàííûå âîïðîñû òåîðèè ãðóïï¿ êàôåä-
ðû àëãåáðû è ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè ßðÃÓ èì. Ï.Ã. Äåìèäîâà (ßðî-
ñëàâëü, 2011-2013).

Ïóáëèêàöèÿ ðåçóëüòàòîâ.

Ìàòåðèàë äèññåðòàöèè áûë îïóáëèêîâàí â öèêëå ðàáîò, ñîñòîÿ-
ùåì èç 4 ñòàòåé (â òîì ÷èñëå 2 ñòàòüè â æóðíàëå èç ñïèñêà ðåêîìåí-
äîâàííûõ ÂÀÊ ÐÔ), è 4 òåçèñîâ äîêëàäîâ. Âñå 4 ñòàòüè íàïèñàíû
áåç ñîàâòîðîâ. Ñïèñîê ðàáîò ïðèâåäåí â êîíöå àâòîðåôåðàòà.
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Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû.

Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç îãëàâëåíèÿ, ââåäåíèÿ, øåñòè ãëàâ (22 ïà-
ðàãðàôîâ), çàêëþ÷åíèÿ, ñïèñêà ëèòåðàòóðû èç 41 íàèìåíîâàíèÿ è
ïðèëîæåíèé. Òåêñò äèññåðòàöèè èçëîæåí íà 102 ñòðàíèöàõ.

Ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè

Îáùàÿ ñòðóêòóðà äèññåðòàöèè.

Ââåäåíèå

Âî ââåäåíèè îáîñíîâûâàåòñÿ àêòóàëüíîñòü ïðîáëåìû, äåëàåòñÿ
ïîñòàíîâêà çàäà÷è, ïðèâîäèòñÿ êðàòêèé îáçîð óæå èçâåñòíûõ ðå-
çóëüòàòîâ. Äàëåå ñëåäóåò ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè, à òàêæå îáçîð
ïîëó÷åííûõ â íåé ðåçóëüòàòîâ.

Ãëàâà 1. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ

Äàííàÿ ãëàâà íîñèò âñïîìîãàòåëüíûé õàðàêòåð. Â íåé ôîðìóëè-
ðóþòñÿ îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è ðåçóëüòàòû, èñïîëüçóåìûå â äèññåð-
òàöèè.

Â ïàðàãðàôå 1.1 èçëîæåíû ñâåäåíèÿ òåîðåòèêî-ãðóïïîâîãî õàðàê-
òåðà. Äàíû îïðåäåëåíèÿ ïîëóïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ, íîðìàëüíîãî è
êîìïîçèöèîííîãî ðÿäà, ïî÷òè ïðîñòîé ãðóïïû, öîêîëÿ ãðóïïû.

Â ïàðàãðàôå 1.2 ïðèâîäÿòñÿ ñâåäåíèÿ èç òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé
è òåîðèè õàðàêòåðîâ. Ââîäèòñÿ ïîíÿòèå èíäóöèðîâàííîãî õàðàêòå-
ðà, õàðàêòåðà Ñòåéíáåðãà ïðîñòîé íåàáåëåâîé ãðóïïû ëèåâà òèïà,
çàêîí âçàèìíîñòè Ôðîáåíèóñà. Ïðèâîäÿòñÿ îñíîâíûå ôîðìóëèðîâêè
òåîðèè Êëèôôîðäà, ñâåäåíèÿ î õàðàêòåðàõ çíàêîïåðåìåííîé ãðóïïû
An, â ÷àñòíîñòè, ¾ôîðìóëà êðþêîâ¿, óêàçàíû íàèáîëüøèå çíà÷åíèÿ
ñòåïåíè íåïðèâîäèìîãî õàðàêòåðà çíàêîïåðåìåííîé ãðóïïû An ïðè
5 6 n 6 12.

Äàëåå â ïàðàãðàôå ïðèâîäÿòñÿ òàáëèöû õàðàêòåðîâ ãðóïïû L2(q)
äëÿ ÷åòíûõ q, è PGL2(q), à òàêæå çíà÷åíèÿ äâóõ õàðàêòåðîâ ãðóïïû
L2(q) äëÿ íå÷åòíûõ q. Â êîíöå ïàðàãðàôà äàíû òàáëèöû çíà÷åíèé
äâóõ ñïåöèàëüíûõ õàðàêòåðîâ ãðóïï L3(q) è U3(q) è äîêàçûâàþòñÿ
ëåììû î êðàòíîñòè âõîæäåíèÿ îäíîãî õàðàêòåðà â ðàçëîæåíèå êâàä-
ðàòà äðóãîãî.

Â ïàðàãðàôe 1.3 èçëàãàþòñÿ ñâåäåíèÿ î ïðîñòûõ íåàáåëåâûõ ãðóï-
ïàõ: îöåíêè êëàññîâîãî ÷èñëà, ïîðÿäêè ãðóïï âíåøíèõ àâòîìîðôèç-
ìîâ, ñòåïåíè õàðàêòåðà Ñòåéíáåðãà ãðóïï ëèåâà òèïà. Äëÿ ãðóïï
Ln(q), Un(q), Bn(q), Cn(q) ïðè íåáîëüøèõ n è q âû÷èñëåíû òî÷íûå
çíà÷åíèÿ êëàññîâîãî ÷èñëà. Â êîíöå ïàðàãðàôà ïðèâåäåíû ñâåäåíèÿ
î ñïîðàäè÷åñêèõ ãðóïïàõ, à èìåííî: çíà÷åíèÿ êëàññîâîãî ÷èñëà, ïî-
ðÿäêîâ ñàìèõ ãðóïï è ãðóïï èõ âíåøíèõ àâòîìîðôèçìîâ.
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Â ïàðàãðàôå 1.4 ïðèâîäèòñÿ íåðàâåíñòâî Ãàëëàõåðà, äàþùåå âåðõ-
íþþ è íèæíþþ îöåíêó äëÿ êëàññîâîãî ÷èñëà ãðóïïû ÷åðåç èíäåêñ
è êëàññîâîå ÷èñëî åå ïîäãðóïïû. Êðîìå òîãî, äàåòñÿ îöåíêà ÷èñëà
íåïðèâîäèìûõ õàðàêòåðîâ íîðìàëüíîé ïîäãðóïïû êîíå÷íîé ãðóïïû
÷åðåç êëàññîâîå ÷èñëî ýòîé ãðóïïû. Òàêæå ïðèâåäåíû îöåíêè êëàñ-
ñîâîãî ÷èñëà ãðóïïû Sn è åå ïîäãðóïï.

Ïàðàãðàô 1.5 ïîñâÿùåí âûâîäó îñíîâíûõ ñâîéñòâ SMm-ãðóïï.
Äîêàçûâàþòñÿ íåðàâåíñòâà, ñâÿçûâàþùèå ïîðÿäîê SMm-ãðóïïû G,
åå êëàññîâîå ÷èñëî k(G) è ñòåïåíü íåïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ:

Ëåììà 1.5.2. Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ SMm-ãðóïïà. Òîãäà, äëÿ

ëþáîãî íåïðèâîäèìîãî õàðàêòåðà χ ãðóïïû G, χ(1) 6 mk(G).

Ëåììà 1.5.3. Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ SMm-ãðóïïà. Òîãäà |G| 6
6 m2k(G)3.

Ëåììà 1.5.4. Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ SMm-ãðóïïà. Òîãäà äëÿ ëþ-

áîãî åå íåïðèâîäèìîãî õàðàêòåðà χ âûïîëíÿåòñÿ: χ2(1) 6 m
√
|G|k(G).

Ëåììà 1.5.5. Ïóñòü G � íåðàçðåøèìàÿ SMm-ãðóïïà. Òîãäà

ñòåïåíü ëþáîãî åå íåïðèâîäèìîãî õàðàêòåðà χ óäîâëåòâîðÿåò íåðà-

âåíñòâó χ(1) 6 mk(G)−m.
Ïåðâûå òðè ñâîéñòâà âûâîäÿòñÿ èç îïðåäåëåíèÿ. Äëÿ äîêàçàòåëü-

ñòâà ÷åòâåðòîãî ñâîéñòâà èñïîëüçóåòñÿ ôàêò, ÷òî êîëè÷åñòâî ñòåïå-
íåé íåïðèâîäèìûõ õàðàêòåðîâ íåðàçðåøèìîé ãðóïïû íå ìåíüøå 3
(ïðåäëîæåíèå 1.2.6).

Êðîìå òîãî, óêàçûâàåòñÿ êðèòåðèé, ïî êîòîðîìó óäàëîñü ïîëó-
÷èòü íèæíèå îöåíêè m(G) äëÿ SM-õàðàêòåðèñòèêè mχ(G). Ñ ïîìî-
øüþ ýòîãî êðèòåðèÿ îòñåèâàëèñü ãðóïïû, çàâåäîìî íå ïîïàäàþùèå
â êëàññ SM2-ãðóïï.

Â ïàðàãðàôå 1.6 ïðèâåäåí ñïèñîê ïðîñòûõ è ïî÷òè ïðîñòûõ ãðóïï,
äëÿ êîòîðûõ óäàëîñü îïðåäåëèòü èõ SM-õàðàêòåðèñòèêó. Îòäåëüíî
äàíû ðåçóëüòàòû äëÿ ñïîðàäè÷åñêèõ ãðóïï è èõ ãðóïï àâòîìîðôèç-
ìîâ.

Ãëàâà 2. Êðàòíîñòè â ðàçëîæåíèè êâàäðàòîâ íåïðèâîäè-

ìûõ ïðåäñòàâëåíèé ïî÷òè ïðîñòûõ ãðóïï ñ öîêîëåì, èçî-

ìîðôíûì L2(q)
Â ýòîé ãëàâå èññëåäóþòñÿ ïî÷òè ïðîñòûå ãðóïïû ñ öîêîëåì, èçî-

ìîðôíûì ãðóïïå L2(q), äëÿ êîòîðûõ îïðåäåëÿåòñÿ SM-õàðàêòåðèñ-
òèêà.

Â íà÷àëå ãëàâû â ïàðàãðàôå 2.1 äîêàçûâàþòñÿ âñïîìîãàòåëüíûå
óòâåðæäåíèÿ, êàñàþùèåñÿ ñóìì ïðèìèòèâíûõ êîðíåé èç åäèíèöû â
ïîëå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.
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Â ïàðàãðàôå 2.2 ðàññìàòðèâàþòñÿ ãðóïïû L2(q). Ñ ïîìîùüþ âû-
÷èñëåíèé ïî òàáëèöå õàðàêòåðîâ äîêàçûâàåòñÿ ïðè ÷åòíîì q, ÷òî äëÿ
ëþáûõ äâóõ íåïðèâîäèìûõ õàðàêòåðîâ êðàòíîñòü âõîæäåíèÿ îäíîãî
â ðàçëîæåíèÿ êâàäðàòà äðóãîãî íå ïðåâîñõîäèò 2. Äðóãèìè ñëîâàìè,
äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ ÷åòíîãî q, L2(q) � SM2-ãðóïïà è åå SM-õàðàê-
òåðèñòèêà ðàâíà äâóì.

Äëÿ íå÷åòíîãî q > 3 âûáèðàåòñÿ ïàðà ïîäõîäÿùèõ õàðàêòåðîâ, ñ
ïîìîùüþ êîòîðûõ ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå SM-õàðàêòåðèñ-
òèêà ðàâíà òðåì (êðîìå ñëó÷àåâ q = 3 è 5). Çäåñü íå ïðîâîäèëàñü
ïîëíàÿ ïðîâåðêà äëÿ âñåõ ïàð íåïðèâîäèìûõ õàðàêòåðîâ, íî, êàê
ïîêàçûâàþò âû÷èñëåíèÿ äëÿ ãðóïï L2(q) ïðè 5 < q < 125, èìåííî ýòî
çíà÷åíèå è áóäåò íàèáîëüøèì. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ïðåäïîëàãàòü,
SM-õàðàêòåðèñòèêà ãðóïïû L2(q) â ñëó÷àå íå÷åòíîãî q áóäåò ðàâíà
òðåì.

Â ïàðàãðàôå 2.3 äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ãðóïïû PGL2(q), q > 3 ÿâëÿ-
þòñÿ SM2-ãðóïïàìè.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â íà÷àëå èññëåäîâàíèÿ ñðåäè ïðîñòûõ íåà-
áåëåâûõ ãðóïï áûëà èçâåñòíà òîëüêî îäíà SM2-ãðóïïà � A5. Ïî-
ñêîëüêó ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì ãðóïï A5

∼= L2(4) ∼= L2(5), òî ïî-
ÿâëåíèå ãðóïï L2(q), ïî êðàéíåé ìåðå, äëÿ ÷åòíûõ q, â ñïèñêå SM2-
ãðóïï áûëî âïîëíå ëîãè÷íî. Íåîæèäàííûì îêàçàëîñü òî, ÷òî êëàññ
ïðîñòûõ SM2-ãðóïï ñîäåðæàë òîëüêî ýòè ãðóïïû (èñêëþ÷åíèå q = 5).
Êàê îêàçàëîñü âïîñëåäñòâèè, è ýòè ãðóïïû � ÷àñòíûé ñëó÷àé ãðóïï
PGL2(q) ââèäó èçîìîðôèçìà L2(q) ∼= PGL2(q) äëÿ ÷åòíûõ q.

Íàêîíåö, â ïàðàãðàôå 2.4 ðàçáèðàþòñÿ ñëó÷àè, êîãäà G � ïî÷òè
ïðîñòàÿ ãðóïïà ñ öîêîëåì, èçîìîðôíûì L2(q), îòëè÷íàÿ îò L2(q) è
PGL2(q). Â êàæäîì èç íèõ äîêàçàíî, ÷òî SM-õàðàêòåðèñòèêà mχ(G)
ãðóïïû G áîëüøå äâóõ. Èòîã ãëàâû � òåîðåìà:

Òåîðåìà 2.4.4. Ïóñòü G êîíå÷íàÿ ïî÷òè ïðîñòàÿ SM2-ãðóïïà

ñ öîêîëåì, èçîìîðôíûì L2(q). Òîãäà G èçîìîðôíà A5 èëè PGL2(q).

Ãëàâà 3. Ïðîñòûå SM2-ãðóïïû

Ïðè èçó÷åíèè êîíå÷íûõ ãðóïï, ó êîòîðûõ êâàäðàòû íåïðèâîäè-
ìûõ ïðåäñòàâëåíèé èìåþò íåáîëüøèå êðàòíîñòè, ïåðâûì âîçíèê âî-
ïðîñ, êàêèå èç ïðîñòûõ íåàáåëåâûõ ãðóïï áóäóò SM2-ãðóïïàìè. Âû-
áîð SM2-ãðóïï îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî ASR-ãðóïïû (SM1-ãðóïïû) óæå
äîñòàòî÷íî õîðîøî èçó÷åíû16, 17.

16Êàçàðèí Ë.Ñ., ßíèøåâñêèé Â.Â. Î êîíå÷íûõ ïðîñòî ïðèâîäèìûõ ãðóïïàõ.
17Êàçàðèí Ë.Ñ. ×àíêîâ Å.È. Êîíå÷íûå ïðîñòî ïðèâîäèìûå ãðóïïû ðàçðåøè-

ìû.
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Â îáùåì ñëó÷àå âîïðîñ ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü òàê: äëÿ óêàçàí-
íîãî m îïðåäåëèòü, êàêèå èç ïðîñòûõ íåàáåëåâûõ ãðóïï âõîäÿò â
êëàññ SMm-ãðóïï, â ÷àñòíîñòè ïåðå÷èñëèòü ãðóïïû, ó êîòîðûõ SM-
õàðàêòåðèñòèêà â òî÷íîñòè ðàâíà m.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ íåîáõîäèìîé èíôîðìàöèè î êîíå÷íûõ SMm-ãðóï-
ïàõ èñïîëüçîâàëèñü ëåììû 1.5.2 è 1.5.5. Äëÿ êàæäîé ïðîñòîé íåàáå-
ëåâîé ãðóïïû L áûëî ðàññìîòðåíî ÷èñëî m(L), ðàâíîå îòíîøåíèþ
ñòåïåíè íåêîòîðîãî åå íåïðèâîäèìîãî õàðàêòåðà χ ê ÷èñëó êëàññîâ
ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ k(L). Â ñèëó ëåììû 1.5.5, åñëè L � íåðàç-
ðåøèìàÿ SMm-ãðóïïà, òî χ(1) < m(k(L)− 1) äëÿ ëþáîãî íåïðèâîäè-
ìîãî õàðàêòåðà χ ãðóïïû L. Ïîýòîìó, åñëè äëÿ ãðóïïû L çíà÷åíèå
m(L) áîëüøå íåêîòîðîãî ÷èñëà r, òî è åå SM-õàðàêòåðèñòèêà mχ(L)
áîëüøå r. Äðóãèìè ñëîâàìè, L íå ÿâëÿåòñÿ SMr-ãðóïïîé.

Íåîäíîçíà÷íîñòü îïðåäåëåíèÿ m(L) îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî íå âñå-
ãäà èçâåñòíà íàèáîëüøàÿ èç ñòåïåíåé íåïðèâîäèìûõ õàðàêòåðîâ. Ñ
äðóãîé ñòîðîíû, çäåñü âàæíåå áûëè îöåíêè çíà÷åíèé m(L) ñíèçó.
Â êà÷åñòâå ïîäõîäÿùåãî õàðàêòåðà, êàê ïðàâèëî, èñïîëüçîâàëñÿ õà-
ðàêòåð Ñòåéíáåðãà, íî â ðÿäå ñëó÷àåâ, äëÿ óòî÷íåíèÿ ïîëó÷åííîãî
÷èñëà, áûëè èñïîëüçîâàíû äðóãèå íåïðèâîäèìûå õàðàêòåðû áîëüøåé
ñòåïåíè.

Â êîíöå ãëàâû ïîäâîäèòñÿ èòîã èññëåäîâàíèé äëÿ ïðîñòûõ ãðóïï:

Òåîðåìà 3.4.2. Ïóñòü L�êîíå÷íàÿ ïðîñòàÿ íàáåëåâà SM2-ãðóï-

ïà. Òîãäà L èçîìîðôíà ãðóïïå L2(q), ãäå q = 2t > 4.

Ãëàâà 4. Ïî÷òè ïðîñòûå SM2-ãðóïïû

Êàê è â ïðåäûäóùåé ãëàâå, çäåñü áûëà èñïîëüçîâàíà ëåììà 1.5.5.
Äëÿ êàæäîé èç ïî÷òè ïðîñòûõ ãðóïï G ñ öîêîëåì L ðàññìàòðèâàëîñü
÷èñëî m(G) = ψ0(1)/k(G), ãäå ψ0 � íåïðèâîäèìûé õàðàêòåð ãðóïïû
G, èìåþùèé íàèáîëüøóþ ñòåïåíü. Ñ ó÷åòîì ðåçóëüòàòîâ ãëàâû 3,
îêîí÷àòåëüíóþ îöåíêó ñíèçó äëÿ m(G) ìîæíî çàïèñàòü òàê:

m(G) >
m(L)

k(Out(L))
>

m(L)

|Out(L)|
.

Â òîì ñëó÷àå, êîãäà ýòà îöåíêà íåýôôåêòèâíà, èñïîëüçóåòñÿ äîïîë-
íèòåëüíàÿ èíôîðìàöèÿ î ãðóïïå G, à òàêæå ëåììà 1.5.4.

Îêàçàëîñü, ÷òî åñëè L 6= L2(q), òî â ýòîì ñëó÷àå SM-õàðàêòåðèñ-
òèêà mχ(G) > 2 ïîýòîìó G íå áóäåò ÿâëÿòüñÿ SM2-ãðóïïîé. Îêîí÷à-
òåëüíûé ðåçóëüòàò ýòîé ãëàâû îáîáùàåò òåîðåìó 2.4.4:

Òåîðåìà 4.4.2. Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ ïî÷òè ïðîñòàÿ SM2-

ãðóïïà. Òîãäà G èçîìîðôíà A5 èëè PGL2(q).
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Ãëàâà 5. Íåðàçðåøèìûå SM2-ãðóïïû

Äëÿ íåðàçðåøèìûõ SM2-ãðóïï íåáîëüøîãî ïîðÿäêà óäàëîñü óñòà-
íîâèòü, ÷òî âñå èõ íåàáåëåâû êîìïîçèöèîííûå ôàêòîðû èçîìîðôíû
ãðóïïå L2(q). Öåëü èññëåäîâàíèé ãëàâû 5 � âûÿñíèòü, âåðíî ëè ýòî
è äëÿ îñòàëüíûõ êîíå÷íûõ íåðàçðåøèìûõ SM2-ãðóïï.

Äàëüíåéøèå ðàññóæäåíèÿ ñòðîèëèñü â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ñóùå-
ñòâóþò íåðàçðåøèìûå SM2-ãðóïïû ñ íåàáåëåâûìè êîìïîçèöèîííû-
ìè ôàêòîðàìè, îòëè÷íûìè îò L2(q). Ñðåäè âñåõ òàêèõ ãðóïï áûëà
âûáðàíà ãðóïïà G íàèìåíüøåãî ïîðÿäêà � ìèíèìàëüíûé êîíòðïðè-
ìåð.

Â ÷åòûðåõ ïîñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèÿõ â êà÷åñòâå SM2-ãðóïïû
G ðàññìàòðèâàåòñÿ ýòîò êîíòðïðèìåð. Â íà÷àëå ãëàâû äîêàçûâàåòñÿ

Ëåììà 5.0.3. Ïóñòü N � ìèíèìàëüíàÿ íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà

ãðóïïû G. Òîãäà:

1. N � åäèíñòâåííàÿ ìèíèìàëüíàÿ íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà G, òî
åñòü N � öîêîëü ãðóïïû G.

2. N ∼= L1 × · · · × Lm � õàðàêòåðèñòè÷åñêè ïðîñòàÿ ãðóïïà; âñå

Li èçîìîðôíû ïðîñòîé íåàáåëåâîé ãðóïïå L.

3. G èçîìîðôíà ïîäãðóïïå ñïëåòåíèÿ Aut(L) oS, ãäå S � ïîäãðóï-

ïà ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïû Sm, äåéñòâóþùàÿ òðàíçèòèâíî

íà ìíîæåñòâå ìèíèìàëüíûõ íîðìàëüíûõ ïîäãðóïï ãðóïïû N .

Äàëåå ñ ó÷åòîì ýòèõ ñòðóêòóðíûõ îñîáåííîñòåé ãðóïïû G è â
ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ äîêàçûâàåòñÿ:

Ëåììà 5.0.4. Ïóñòü χ0 � íåïðèâîäèìûé õàðàêòåð ãðóïïû G
íàèáîëüøåé ñòåïåíè. Òîãäà

χ0(1) < c · |Out(L)| · k(L),

ãäå c = (2 · k(S))1/m, à k(S) � êëàññîâîå ÷èñëî ãðóïïû S.
Åñëè m > 2, òî c 6 1, 82 è c = 2, åñëè m = 2.
Â ñëåäóþùèõ äâóõ óòâåðæäåíèÿõ, ìû îãðàíè÷èâàåì ñïèñîê ðàñ-

ñìàòðèâàåìûõ ãðóïï äî êîíêðåòíûõ ñëó÷àåâ.

Òåîðåìà 5.0.5. Ïóñòü m 6 2. Òîãäà ãðóïïà L èçîìîðôíà îäíîé

èç ñëåäóþùèõ ãðóïï: A7, L3(3), L3(4), L3(8), U3(3), U3(4), U3(5),
U3(8), U3(16).

Ñëåäñòâèå 5.0.6. Ïóñòm m > 3. Òîãäà L � îäíà èç ñëåäóþùèõ

ãðóïï: L3(3), L3(4), L3(8), U3(3), U3(4), U3(5), U3(8).
Â êîíöå ãëàâû, ïîñëå äîïîëíèòåëüíîé ïðîâåðêè äëÿ îñòàâøèõñÿ

ãðóïï, ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî L íå ìîæåò áûòü íè îäíîé èç ïåðå÷èñëåí-
íûõ ãðóïï. Òàêèì îáðàçîì, äîêàçûâàåòñÿ:
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Òåîðåìà 5.0.7. Ïóñòü G � íåðàçðåøèìàÿ SM2-ãðóïïà. Òîãäà

åå ïðîñòûå íåàáåëåâû êîìïîçèöèîííûå ôàêòîðû èçîìîðôíû ãðóïïå

L2(q).

Ãëàâà 6. Íåêîòîðûå êëàññû êîíå÷íûõ SMm-ãðóïï

Ãëàâà 6 ïîñâÿùåíà SM2-ãðóïïàì â íåêîòîðûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ.
Â ïàðàãðàôå 6.1 ðàçáèðàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà G ∼=M oH � ãðóïïà

Ôðîáåíèóñà ñ ÿäðîì M . Äîêàçàíî, ÷òî SM-õàðàêòåðèñòèêà mχ(G)

ãðóïïûG íå ìåíüøå, ÷åì
|H|2 − |H|
|M | − 1

. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèâîäèòñÿ

ñïèñîê íåêîòîðûõ ìåòàöèêëè÷åñêèõ ãðóïï Ôðîáåíèóñà, äëÿ êîòîðûõ
âû÷èñëåíà SM-õàðàêòåðèñòèêà.

Äàëåå â ãëàâå 6 ðàññìàòðèâàþòñÿ ðàçðåøèìûå ãðóïïû. Â ïàðà-
ãðàôàõ 6.2-6.4 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé SM-õàðàêòåðèñòè-
êè mχ(G) äëÿ 2-ãðóïï. Ñíà÷àëà äàþòñÿ ñâåäåíèÿ î êîëè÷åñòâå SM2

è SM4-ãðóïï ñðåäè íåàáåëåâûõ, â ÷àñòíîñòè ìåòàáåëåâûõ 2-ãðóïï ïî-
ðÿäêîâ, íå ïðåâîñõîäÿùèõ 256. Äàëåå, äëÿ íåêîòîðûõ ñëó÷àåâ óêàçû-
âàåòñÿ ñòðîåíèå, êëàññîâîå ÷èñëî, SM-õàðàêòåðèñòèêàmχ(G) è èäåí-
òèôèêàòîð ãðóïïû â ñèñòåìå GAP. Ïîêàçàíî, ÷òî mχ(G) ìîæåò ïðè-
íèìàòü çíà÷åíèÿ, ðàâíûå òîëüêî 1, 2 è 4.

Â îòäåëüíîé òàáëèöå ïðèâîäÿòñÿ ñâåäåíèÿ î ñòóïåíÿõ ðàçðåøè-
ìîñòè 2-ãðóïï ñ õàðàêòåðèñòèêîé mχ(G) > 2. Óñòàíîâëåíî, ÷òî âñå
ãðóïïû ïîðÿäêîâ 32 è 64 � SM2-ãðóïïû, ïðè÷åì ãðóïïû, ó êîòîðûõ
mχ(G) = 2, èìåþò ñòóïåíü ðàçðåøèìîñòè íå ìåíüøå äâóõ. Äëÿ ãðóïï
ïîðÿäêîâ 128 è 256 ñèòóàöèÿ íåñêîëüêî ñëîæíåå. Çíà÷åíèÿ ñòóïåíåé
ðàçðåøèìîñòè äëÿ ãðóïï ñ SM-õàðàêòåðèñòèêîé áîëüøåé åäèíèöû
ðàâíû òîëüêî 2 èëè 3.

Ïàðàãðàô 6.5 ñîäåðæèò ñâåäåíèÿ î êîëè÷åñòâå âñåõ SMm-ãðóïï
ñðåäè ðàçðåøèìûõ íåàáåëåâûõ ãðóïï ïîðÿäêîâ 6�400 (çà èñêëþ÷å-
íèåì 2-ãðóïï).

Çàêëþ÷åíèå

Çàêëþ÷åíèå ñîäåðæèò ãèïîòåçû, ôîðìóëèðîâêè êîòîðûõ îáîáùà-
þò ïîëó÷åííûå â äèññåðòàöèè ðåçóëüòàòû. Ýòè ãèïîòåçû ìîãóò ñëó-
æèòü îðèåíòèðàìè äëÿ äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé ïî SMm-ãðóïïàì.

Äàëåå ñëåäóåò ñïèñîê ëèòåðàòóðû èç 41 íàèìåíîâàíèÿ.

Ïðèëîæåíèÿ

Â ïðèëîæåíèÿõ îïèñûâþòñÿ êîìàíäû GAP, èñïîëüçîâàííûå â ðà-
áîòå. Ïðèâîäÿòñÿ òåêñòû ïðîãðàìì.
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Çàêëþ÷åíèå

Â êà÷åñòâå çàêëþ÷åíèÿ ñòîèò äîáàâèòü, ÷òî õîòÿ ñòðóêòóðà
íåðàçðåøèìûõ SM2-ãðóïï îïèñûâåòñÿ äîñòàòî÷íî ÷åòêî, îñòàåòñÿ ðÿä
âîïðîñîâ, êîòîðûå ìîãóò ïðåäñòàâëÿòü èíòåðåñ.

Âîïðîñ 1. Áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî íåàáåëåâû êîìïîçèöèîííûå ôàê-
òîðû íåðàçðåøèìîé SM2-ãðóïïû èçîìîðôíû ãðóïïå L2(q). Òåì íå
ìåíåå, íåèçåñòíî êîëè÷åñòâî òàêèõ ôàêòîðîâ. Äëÿ ãðóïï íåáîëüøèõ
ïîðÿäêîâ îêàçàëîñü, ÷òî òàêîé ôàêòîð âñåãî îäèí. Âîïðîñ, êàêîå êî-
ëè÷åñòâî áóäåò â îáùåì ñëó÷àå?

Âîïðîñ 2. Ýêñïåðèìåíòàëüíî áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî SM-õàðàêòå-
ðèñòèêà êîíå÷íûõ p-ãðóïï íåáîëüøèõ ïîðÿäêîâ ðàâíà pt, t > 0. Âåð-
íî ëè ýòî â îáùåì ñëó÷àå?

Âîïðîñ 3. Êàêèå èç 2-ãðóïï ÿâëÿþòñÿ SM2-ãðóïïàìè? Åñòü îñíî-
âàíèÿ ïîëàãàòü, ÷òî SM-õàðàêòåðèñòèêà ñâÿçàíà ñî ñòóïåíüþ ðàçðå-
øèìîñòè ýòèõ ãðóïï.
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