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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû èññëåäîâàíèÿ. Äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà ðàçðàáîòêå àëãîðèò-

ìîâ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ïîâåäåíèåì ðåøåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè òåëåñêîïè-

÷åñêîãî ìàíèïóëÿòîðà. Ìàíèïóëÿòîð ñîñòîèò èç òâåðäîãî òåëà (íàïðàâëÿþùåé), êîòîðîå

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîëûé öèëèíäð, âíóòðè êîòîðîãî âäîëü îñè öèëèíäðà ðàñïîëîæåí îä-

íîðîäíûé âàë ïîñòîÿííîãî êîëüöåâîãî ñå÷åíèÿ, íà êîíöå êîòîðîãî ðàñïîëîæåí ñõâàò. Ðóêà

ìàíèïóëÿòîðà ìîæåò ïåðåìåùàòüñÿ âäîëü îñè íàïðàâëÿþùåé. Âñÿ ìåõàíè÷åñêàÿ ñèñòåìà

ìîæåò ïîâîðà÷èâàòüñÿ âîêðóã îñè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíòð ìàññ òâåðäîãî òåëà ïåðïåíäè-

êóëÿðíî îñè öèëèíäðà. Ìàíèïóëÿòîð èìååò äâå òðàíñïîðòíûå ñòåïåíè ñâîáîäû - ïîâîðîò

ìàíèïóëÿòîðà è ïåðåìåùåíèå ðóêè ñî ñõâàòîì. Ïîä äåéñòâèåì óïðàâëÿþùåãî ìîìåíòà è

âíåøíåé ñèëû ñèñòåìà ñîîòâåòñòâåííî ìîæåò ïîâîðà÷èâàòüñÿ è ïåðåìåùàòü ðóêó âäîëü

ñâîåé îñè. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ðóêà îáëàäàåò óïðóãîé ïîäàòëèâîñòüþ. Óïðóãàÿ ïîäàòëè-

âîñòü ðóêè ìîäåëèðóåòñÿ óïðóãèì ñòåðæíåì â ðàìêàõ ìîäåëè Ýéëåðà-Áåðíóëè. Ìàòåìàòè-

÷åñêàÿ ìîäåëü èçó÷àåìîé ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãèáðèäíóþ ñèñòåìó

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ò.å. ñèñòåìó, ñîäåðæàùóþ êàê îáûêíîâåííûå äèôôåðåí-

öèàëüíûå óðàâíåíèÿ, òàê è óðàâíåíèÿ ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè, ñâÿçü ìåæäó íèìè îñó-

ùåñòâëÿåòñÿ ÷åðåç èíòåãðàëüíûå îïåðàòîðû è ôóíêöèîíàëû. Èçó÷àåòñÿ çàäà÷à ïåðåâîäà

ðåøåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè èç íà÷àëüíîãî ôàçîâîãî ñîñòîÿíèÿ â êîíå÷íîå â çàäàííûé

ìîìåíò âðåìåíè, ìèíèìèçèðóÿ íåêîòîðûå ôóíêöèîíàëû îò óïðàâëåíèé è çàäà÷à áûñòðî-

äåéñòâèÿ ïðè îãðàíè÷åíèè çíà÷åíèé ôóíêöèîíàëîâ îò óïðàâëåíèé.

Ìàíèïóëÿòîðû ïîäîáíîãî âèäà ÿâëÿþòñÿ ñîñòàâíûìè ÷àñòÿìè ñëîæíûõ ðîáîòîòåõíè-

÷åñêèõ êîìïëåêñîâ, èñïîëüçóåìûõ â ðàçíûõ îáëàñòÿõ íàóêè, ïðîìûøëåííîñòè è îáîðîíû.

Ðàçðàáîòêà àëãîðèòìîâ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ïîâåäåíèåì òàêèõ óñòðîéñòâ, ó÷èòûâà-

þùèõ èõ óïðóãèå ñâîéñòâà, ÿâëÿåòñÿ âåñüìà àêòóàëüíîé çàäà÷åé. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû

ìîãóò ïðåäñòàâëÿòü êàê íàó÷íûé èíòåðåñ, òàê è ïðàêòè÷åñêóþ çíà÷èìîñòü - ìîãóò áûòü

èñïîëüçîâàíû ïðè ïðîåêòèðîâàíèè ðîáîòåõíè÷åñêèõ êîìïëåêñîâ.

Ñòåïåíü ðàçðàáîòàííîñòè òåìû èññëåäîâàíèé. Ðåøåíèþ çàäà÷ óïðàâëåíèÿ ìå-

õàíè÷åñêèìè ñèñòåìàìè, ñîäåðæàùèìè óïðóãèå ýëåìåíòû, ïîñâÿùåíà îáøèðíàÿ ëèòåðà-

òóðà. Îòìåòèì, âî-ïåðâûõ, ìîíîãðàôèþ ×åðíîóñüêî Ô.Ë., Áîëîòíèêà Í.Í., Ãðàäåöêîãî

Â.Ã.1, êîòîðàÿ ñîäåðæèò áîëüøîé áèáëèîãðàôè÷åñêèé îáçîð. Â ìîíîãðàôèè íàðÿäó ñî

ìíîãèìè äðóãèìè ðàññìîòðåíà òàêæå èçó÷àåìàÿ â äèññåðòàöèè çàäà÷à óïðàâëåíèÿ òåëå-

ñêîïè÷åñêèì ìàíèïóëÿòîðîì. Ïîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå ïðîãðàììíûõ óïðàâëåíèé, ïåðåâî-

äÿùèõ ñèñòåìó èç îäíîãî ñîñòîÿíèÿ â äðóãîå, îäíàêî çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ â

1Áîëîòíèê, Í. Í. Ìàíèïóëÿöèîííûå ðîáîòû: äèíàìèêà, óïðàâëåíèå, îïòèìèçàöèÿ: ìîíîãðàôèÿ / Ô.

Ë. ×åðíîóñüêî, Í. Í. Áîëîòíèê, Â. Ã. Ãðàäåöêèé. � Ì.: Íàóêà, 1989. � 368 ñ.
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ìîíîãðàôèè íå ðàññìàòðèâàëèñü. Áîëüøîå êîëè÷åñòâî ðàáîò ïîñâÿùåíî çàäà÷àì óïðàâ-

ëåíèÿ ïîâåäåíèåì òâåðäîãî òåëà ñ óïðóãèì ñòåðæíåì. Òàêàÿ ñèñòåìà èçó÷àëàñü â ðàáîòå

Áåðáþêà Â.Å.2, ãäå ðåøàþòñÿ ðàçëè÷íûå ïðîáëåìû äèíàìèêè è îïòèìèçàöèè óïðàâëÿåìûõ

äèñêðåòíî-êîíòèíóàëüíûõ ñèñòåì, ìîäåëèðóþùèõ ðîáîòû, øàãàþùèå àïïàðàòû, ìàíèïó-

ëÿòîðû è äð. Ðàññìîòðåíà çàäà÷à3 îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ïîâîðîòîì äâóõ òâåðäûõ òåë,

ñâÿçàííûõ ìåæäó ñîáîé óïðóãèì ñòåðæíåì. Îñíîâíîé ìåòîä èññëåäîâàíèÿ, âîçíèêàþùèõ

ïðè ýòîì äèñêðåòíî-ðàñïðåäåëåííûõ ñèñòåì � ýòî çàìåíà ðàñïðåäåëåííîé ñîñòàâëÿþùåé

êîíå÷íîìåðíîé ïî ìåòîäó Ãàë¼ðêèíà. Â êà÷åñòâå áàçèñíûõ ôóíêöèé áåðóòñÿ áàëî÷íûå

ôóíêöèè. Äëÿ êîíå÷íîìåðíîãî àíàëîãà ñòðîèòñÿ îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå, êîòîðîå è áå-

ðåòñÿ â êà÷åñòâå óïðàâëåíèÿ ðàñïðåäåëåííîé ñèñòåìîé. Â ðàáîòå4 Sakawa Y., Ito R., Fujii

N., ãäå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ïîâîðîòà ãèáêîé ðóêè ìàíèïóëÿòîðà ñ ïîëíûì ãàøåíè-

åì ïîïåðå÷íîé âèáðàöèè â êîíöå ïðîöåññà óïðàâëåíèÿ, èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä ïðèáëèæåíèé

Ãàë¼ðêèíà. Ïðè èçó÷åíèè çàäà÷ óïðàâëåíèÿ ìåäëåííî âðàùàþùåéñÿ áàëêîé Òèìîøåíêî

Krabs W., Sklyar G.M.5 òàêæå èñïîëüçîâàëè ìåòîä Ãàëåðêèíà. Àâòîðû ïîêàçàëè, ÷òî ñó-

ùåñòâóåò íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíà÷åíèé ðàäèóñà äèñêà, ïðè êîòîðûõ

áàëêà Òèìîøåíêî íå ÿâëÿåòñÿ óïðàâëÿåìîé (íå ñòàáèëèçèðóåìîé). Â ñòàòüÿõ Áåðáþêà Â.Å.

è Äåìèäþêà Ì.Â.6 çàäà÷è äèíàìèêè è îïòèìèçàöèè ìàíèïóëÿöèîííûõ ðîáîòîâ ñ ðàñïðå-

äåëåííûìè ïàðàìåòðàìè ðåøàþòñÿ ìåòîäàìè, îñíîâàííûìè íà êîíöåïöèè îáðàòíûõ çàäà÷

äèíàìèêè. Àñèìïòîòè÷åñêèå ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíûõ óïðàâëåíèé è èõ ïðèëîæå-

íèå ê ðåøåíèþ ðàçëè÷íûõ çàäà÷ ìåõàíèêè ðàññìîòðåíû â ìîíîãðàôèè Àêóëåíêî Ë.Ä.7.

Ãîâîðÿ îá óïðàâëåíèè ñèñòåìàìè ñ ðàñïðåäåëåííûìè ïàðàìåòðàìè â îáùåì, íåëüçÿ

íå óïîìÿíóòü ìîíîãðàôèþ Áóòêîâñêîãî À.Ã.8, ãäå ïîëîæåíî íà÷àëî ñèñòåìíîìó èñïîëü-

çîâàíèþ ïðîáëåìû ìîìåíòîâ â ðåøåíèè çàäà÷ óïðàâëåíèÿ ðàñïðåäåëåííûìè ñèñòåìàìè.

Èññëåäîâàíèÿ Ëóðüå Ê.À.9 ñïîñîáñòâîâàëè øèðîêîìó ðàñïðîñòðàíåíèþ îïåðàòîðíîãî ïîä-

2Áåðáþê, Â. Å. Äèíàìèêà è îïòèìèçàöèÿ ðîáîòîòåõíè÷åñêèõ ñèñòåì. Êèåâ: Íàóêîâà äóìêà, 1989. 192 ñ.
3Áåðáþê, Â. Å. Îá óïðàâëÿåìîì âðàùåíèè ñèñòåìû äâóõ òâåðäûõ òåë ñ óïðóãèìè ýëåìåíòàìè. ÏÌÌ.

� 1984. � Ò. 48, Âûï. 2. � Ñ. 238�246.
4Sakawa, Y. Optimal control of rotation of a �exible arm. Control Theory for Distributed Parameter Systems

and Applications. Lecture Notes in Control and Information Sciences. 1983. V. 54 P. 175�187.
5Krabs, W. On the controllability of a slowly rotating Timoshenko beam. Z. Anal. Anwends. 1999. V.18,

� 2. � P. 437�448.
6Áåðáþê, Â. Å. Îá óïðàâëÿåìîì äâèæåíèè óïðóãîãî ìàíèïóëÿòîðà ñ ðàñïðåäåëåííûìè ïàðàìåòðàìè.

Èçâ. ÀÍ ÑÑÑÐ. Ìåõàíèêà òâåðäîãî òåëà. 1984. � 2. Ñ. 59�67.
7Àêóëåíêî, Ë. Ä. Àñèìïòîòè÷åñêèå ìåòîäû îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ. Ì.: Íàóêà, 1987. 368 ñ.
8Áóòêîâñêèé, À.Ã. Òåîðèÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñèñòåìàìè ñ ðàñïðåäåëåííûìè ïàðàìåòðàìè. �

Ì.: Íàóêà, 1965. 474 ñ.
9Ëóðüå, Ê. À. Îïåðàöèîííîå èñ÷èñëåíèå è åãî ïðèëîæåíèÿ ê çàäà÷àì ìåõàíèêè. Ì.: ÃÈÒÒË, 1951.

432 ñ.
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õîäà â îáëàñòè çàäà÷ óïðàâëåíèÿ îáúåêòàìè ñ ðàñïðåäåëåííûìè ïàðàìåòðàìè. Âîïðîñàì

î íåîáõîäèìûõ óñëîâèÿõ òèïà ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà Ë.Ñ. â çàäà÷àõ îïòèìàëü-

íîãî óïðàâëåíèÿ â óðàâíåíèÿõ ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè ïîñâÿùåíà åãî ìîíîãðàôèÿ10.

Øèðîêèé êðóã çàäà÷ òåîðèè îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñèñòåìàìè ñ ðàñïðåäåëåííûìè ïà-

ðàìåòðàìè îñâåùåí â ðàáîòå Ëèîíñà Æ.-Ë.11.

Öåëè è çàäà÷è ðàáîòû.Îñíîâíîé öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ðàçðàáîòêà è îáîñíîâàíèå

íîâîãî ìåòîäà ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíûõ óïðàâëåíèé ïîâåäåíèåì ðåøåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé

ìîäåëè òåëåñêîïè÷åñêîãî ìàíèïóëÿòîðà, ðóêà êîòîðîãî îáëàäàåò óïðóãîé ïîäàòëèâîñòüþ.

Ðàññìîòðåíû çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ïåðåâîäà ðåøåíèÿ èç íà÷àëüíîãî ôàçîâîãî

ñîñòîÿíèÿ â êîíå÷íîå â çàäàííûé ìîìåíò âðåìåíè ñ ìèíèìóìîì íîðìû óïðàâëÿþùèõ

ôóíêöèé â ïðîñòðàíñòâàõ L2 è L∞ è çàäà÷è áûñòðîäåéñòâèÿ ïðè îãðàíè÷åíèè íîðìû

óïðàâëÿþùèõ ôóíêöèé â ýòèõ ïðîñòðàíñòâàõ.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ðàáîòû. Â äèñ-

ñåðòàöèè ðàçðàáîòàí íîâûé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíûõ óïðàâëåíèé ïîâåäåíèåì ðå-

øåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè òåëåñêîïè÷åñêîãî ìàíèïóëÿòîðà, ðóêà êîòîðîãî îáëàäàåò

óïðóãîé ïîäàòëèâîñòüþ. Ìåòîä îñíîâàí íà ñâåäåíèè çàäà÷ óïðàâëåíèÿ ïîâåäåíèåì ðå-

øåíèé íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ãèáðèäíîé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé,

ÿâëÿþùåéñÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ ðàññìàòðèâàåìîé ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû, ê íåëè-

íåéíîé ïðîáëåìå ìîìåíòîâ. Ðåøåíèå ïðîáëåìû ìîìåíòîâ îñóùåñòâëÿåòñÿ èòåðàöèîííûìè

ìåòîäàìè. Óêàçàííûé ïîäõîä ÿâëÿåòñÿ íîâûì è ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí ïðè ðåøåíèè

äðóãèõ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ìåõàíè÷åñêèìè ñèñòåìàìè, ñîäåðæàùèìè ðàñïðå-

äåëåííûå è ñîñðåäîòî÷åííûå ýëåìåíòû, à òàêæå ïðè ïðîåêòèðîâàíèè ïîäîáíûõ ñèñòåì.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå â êà÷åñòâå ìåòîäà èññëåäîâà-

íèÿ ñôîðìóëèðîâàííûõ â íà÷àëå ââåäåíèÿ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ

ïîäõîä, ïðåäëîæåííûé â ðàáîòàõ Êóáûøêèíà Å.Ï.12,13. Ïîäõîä îñíîâàí íà ñâåäåíèè çàäà÷

îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ïîâåäåíèåì ðåøåíèé íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ãèáðèäíûõ

ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ê ïðîáëåìå ìîìåíòîâ â ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàí-

ñòâàõ. Äëÿ ðåøåíèÿ ïðîáëåìû ìîìåíòîâ, êîòîðûå áûâàþò ÷àñòî íåëèíåéíûìè, ïðèâëåêà-

þòñÿ ëèáî àíàëèòè÷åñêèå, ëèáî èòåðàöèîííûå ìåòîäû.

10Ëóðüå, Ê. À. Îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå â çàäà÷àõ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. Ì.: Íàóêà, 1975. 480 ñ.
11Ëèîíñ, Æ.-Ë. Îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå ñèñòåìàìè, îïèñûâàåìûìè óðàâíåíèÿìè ñ ÷àñòíûìè ïðîèç-

âîäíûìè. Ì.: Ìèð, 1972. 416 ñ.
12Êóáûøêèí Å.Ï. Îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå ïîâîðîòîì òâåðäîãî òåëà ñ ãèáêèì ñòåðæíåì. ÏÌÌ. 1992.

Ò. 56, � 2. Ñ. 240-249.
13Êóáûøêèí Å. Ï. Îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå ïîâîðîòîì äâóõ òåë, ñîåäèíåííûõ óïðóãèì ñòåðæíåì.

ÏÌÌ. 2014. � Ò. 78 �5. � Ñ. 656-670.
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Ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó.

1. Ðàçðàáîòàí àëãîðèòì îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ïîâåäåíèåì ðåøåíèé ìàòåìàòè-

÷åñêîé ìîäåëè ïîâîðîòà òâåðäîãî òåëà ñ óïðóãèì ñòåðæíåì èç íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ â

êîíå÷íîå â çàäàííûé ìîìåíò âðåìåíè ñ ìèíèìèçàöèåé íîðìû óïðàâëÿþùåé ôóíêöèè â

ïðîñòðàíñòâå L∞.

2. Ðàçðàáîòàí àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è áûñòðîäåéñòâèÿ äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè

ïîâîðîòà ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû, ñîñòîÿùåé èç òâåðäîãî òåëà ñ óïðóãèì ñòåðæíåì ïðè

îãðàíè÷åíèè íîðìû óïðàâëÿþùåé ôóíêöèè â ïðîñòðàíñòâå L∞.

3. Ðàçðàáîòàí àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ïîâåäåíèåì ðåøåíèÿ

ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè òåëåñêîïè÷åñêîãî ìàíèïóëÿòîðà èç íà÷àëüíîãî ôàçîâîãî ñîñòîÿ-

íèÿ â êîíå÷íîå â çàäàííûé ìîìåíò âðåìåíè ñ ìèíèìóìîì íîðì óïðàâëÿþùèõ ôóíêöèé â

ïðîñòðàíñòâàõ L2, L∞.

4. Äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè òåëåñêîïè÷åñêîãî ìàíèïóëÿòîðà ðàçðàáîòàí àëãîðèòì

ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ â çàäà÷å áûñòðîäåéñòâèÿ ïðè îãðàíè÷åíèè íîðì

óïðàâëÿþùèõ ôóíêöèé â ïðîñòðàíñòâàõ L2, L∞.

Ñòåïåíü äîñòîâåðíîñòè è àïðîáàöèÿ ðåçóëüòàòîâ. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóá-

ëèêîâàíû â äåñÿòè (âêëþ÷àÿ ÷åòûðå èç íèõ â èçäàíèÿõ ïåðå÷íÿ ÂÀÊ) ðàáîòàõ àâòîðà.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíûõ óïðàâëåíèé ðàçðàáîòàí ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ, ïðîøåä-

øèé ãîñóäàðñòâåííóþ ðåãèñòðàöèþ ïðîãðàììû äëÿ ÝÂÌ14. Ðåçóëüòàòû äîêëàäûâàëèñü

íà Âîðîíåæñêîé çèìíåé ìàòåìàòè÷åñêîé øêîëå ¾Ñîâðåìåííûå ìåòîäû òåîðèè ôóíêöèé è

ñìåæíûå ïðîáëåìû¿ (Âîðîíåæ, 2013); ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ¾Íåëèíåéíàÿ äèíà-

ìèêà è åå ïðèëîæåíèÿ¿, ïîñâÿùåííîé ñòîëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ Ïîëÿ Ïåíëåâå (1863-1933)

(ßðîñëàâëü, 2013); II Ìåæäóíàðîäíîé ìîëîäåæíîé íàó÷íî-ïðàêòè÷åñêîé êîíôåðåíöèè

(ßðîñëàâëü, 2014); International Conference ¾Nonlinear Methods in Physics and Mechanics¿

(Munich, Germany, 2014); III Ìåæäóíàðîäíîé ìîëîäåæíîé íàó÷íî-ïðàêòè÷åñêîé êîíôå-

ðåíöèè (ßðîñëàâëü, 2015); Ìåæäóíàðîäíàÿ íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Íåëèíåéíûå ìåòîäû â

ôèçèêå è ìåõàíèêå¿ (ßðîñëàâëü, 2015).

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ïðîåêòà �984 ¾Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ äèíàìèêè

ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûõ áåñêîíå÷íîìåðíûõ ñèñòåì¿ â ðàìêàõ áàçîâîé ÷àñòè ãîñóäàð-

ñòâåííîãî çàäàíèÿ íà ÍÈÐ ßðÃÓ.

Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû

14Òðÿõîâ Ì. Ñ. Ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ ðàñ÷åòà îïòèìàëüíûõ óïðàâëåíèé äâèæåíèÿìè ðóêè òåëåñêîïè-

÷åñêîãî ìàíèïóëÿòîðà. Ñâèäåòåëüñòâî ãîñóäàðñòâåííîé ðåãèñòðàöèè ïðîãðàììû äëÿ ÝÂÌ. � 2015617666.

Äàòà ðåãèñòðàöèè â ðååñòðå ïðîãðàìì äëÿ ÝÂÌ 17 èþëÿ 2015.
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Âî ââåäåíèè îáîñíîâûâàåòñÿ àêòóàëüíîñòü âûáðàííîãî íàïðàâëåíèÿ èññëåäîâàíèÿ,

íàó÷íàÿ íîâèçíà è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü âûïîëíåííûõ èññëåäîâàíèé, ïðèâîäèòñÿ êðàò-

êèé îáçîð ðàáîò ïî òåìå äèññåðòàöèè è ñìåæíûì âîïðîñàì, à òàêæå êðàòêî èçëàãàþòñÿ

ïîëó÷åííûå â äèññåðòàöèè ðåçóëüòàòû.

Â ïåðâîé ãëàâå äàåòñÿ îïèñàíèå ðàññìàòðèâàåìîé ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû (òåëåñêî-

ïè÷åñêîãî ìàíèïóëÿòîðà). Ñèñòåìà ñîñòîèò èç òâåðäîãî òåëà (íàïðàâëÿþùåé), êîòîðîå

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîëûé öèëèíäð (îäíîðîäíûé, ïîñòîÿííîãî êîëüöåâîãî ñå÷åíèÿ), âíóò-

ðè êîòîðîãî âäîëü îñè öèëèíäðà ðàñïîëîæåí îäíîðîäíûé âàë ïîñòîÿííîãî êîëüöåâîãî

ñå÷åíèÿ (ðóêà ìàíèïóëÿòîðà), íà êîíöå êîòîðîãî íàõîäèòñÿ ñõâàò. Ðóêà ìàíèïóëÿòîðà

ìîæåò áåç òðåíèÿ ïåðåìåùàòüñÿ âäîëü îñè íàïðàâëÿþùåé è îáëàäàåò óïðóãîé ïîäàòëè-

âîñòüþ. Âñÿ ìåõàíè÷åñêàÿ ñèñòåìà ìîæåò ïîâîðà÷èâàòüñÿ âîêðóã îñè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç

öåíòð ìàññ íàïðàâëÿþùåé ïåðïåíäèêóëÿðíî îñè öèëèíäðà. Ñôîðìóëèðîâàíû ãèïîòåçû,

â ðàìêàõ êîòîðûõ ðàññìàòðèâàþòñÿ äâèæåíèÿ ñèñòåìû, ïðèâåäåí âûâîä óðàâíåíèé äâè-

æåíèÿ, îñóùåñòâëåí ïåðåõîä ê áåçðàçìåðíûì ïåðåìåííûì. Ðåçóëüòàòîì ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþ-

ùàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû, ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñîáîé íà÷àëüíî-

êðàåâóþ çàäà÷ó âèäà

J(l)θ̈ −
∫ l

0

(b+ l − x)utt(x, t)dx+ 2l̇θ̇(b+ l − 1

2
) =M(t), (1)

l̈ − θ̇2(b+ l − 1

2
) = F (t), (2)

utt + uxxxx = θ̈(b+ l − x) + 2θ̇l̇, (3)

uxx(0, t) = uxxx(0, t) = 0, ux(l, t) = u(l, t) = 0, (4)

θ(0) = θ0, θ̇(0) = θ̇0, l(0) = l0, l̇(0) = l̇0, u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u̇0(x), (5)

J(l) = J + 1/3 + (b+ l)(b+ l − 1),

îòíîñèòåëüíî ôóíêöèé θ(t), l(t), u(x, t) â îáëàñòèQlT = {0 ≤ x ≤ l, 0 ≤ t ≤ T} ñ ïåðåìåííîé

ãðàíèöåé 0 < l(t) ≤ 1. Â (1)-(2) ôóíêöèè M(t) è F (t) õàðàêòåðèçèðóþò ñîîòâåòñòâåííî

óïðàâëÿþùèé ìîìåíò âíåøíåé ñèëû, îñóùåñòâëÿþùèé ïîâîðîò ñèñòåìû è ñèëó, ïðèëî-

æåííóþ ê ðóêå ìàíèïóëÿòîðà è âûçûâàþùóþ åå ïåðåìåùåíèå.

Íèæå, êàê îáû÷íî, L1(0, T ), L2(0, T ), W
k
2 (0, T ), L∞(0, T ) � ïðîñòðàíñòâà îïðåäåëåí-

íûõ íà [0, T ] âåùåñòâåííîçíà÷íûõ èíòåãðèðóåìûõ ïî Ëåáåãó ôóíêöèé u(t), äëÿ êîòîðûõ

ñîîòâåòñòâåííî ∥u∥L1(0,T ) =
T∫
0

|u(t)|dt < ∞, ∥u∥L2(0,T ) = (
T∫
0

u2dt)1/2 < ∞, ∥u∥Wk
2 (0,T ) =

k∑
j=0

∥u(j)∥L2(0,T ), ∥u∥L∞(0,T ) = vrai sup
t

|u(t)| <∞.

Äëÿ íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è (1)-(5) ôîðìóëèðóþòñÿ ñëåäóþùèå çàäà÷è îïòèìàëü-

íîãî óïðàâëåíèÿ.
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Çàäà÷à 1Îïðåäåëèòü ôóíêöèè F (t),M(t) ∈ L2(0, T ), ïåðåâîäÿùèå ðåøåíèå íà÷àëüíî-

êðàåâîé çàäà÷è (1)-(5) èç íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ (5) â êîíå÷íîå

θ(T ) = θT , θ̇(T ) = θ̇T , l(T ) = lT , l̇(T ) = l̇T , u(x, T ) = uT (x), u̇t(x, T ) = u̇T (x) (6)

â çàäàííûé ìîìåíò âðåìåíè T è ìèíèìèçèðóþùèå ôóíêöèîíàë

Φ1(F,M) = ∥F (t)∥2L2(0,T ) + ∥M(t)∥2L2(0,T ).

Çàäà÷à 2 (Çàäà÷à áûñòðîäåéñòâèÿ). Îïðåäåëèòü ôóíêöèè F (t), M(t) ∈ L2(0, T ),

ïåðåâîäÿùèå ðåøåíèå íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è (1)-(4) èç íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ (4) â êî-

íå÷íîå (5) çà ìèíèìàëüíîå âðåìÿ Ò ïðè óñëîâèè ∥Φ1(F,M)∥ ≤ P1 <∞.

Çàäà÷à 3.Îïðåäåëèòü ôóíêöèè F (t),M(t) ∈ L∞(0, T ), ïåðåâîäÿùèå ðåøåíèå íà÷àëüíî-

êðàåâîé çàäà÷è (1)-(5) èç íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ (5) â êîíå÷íîå (6) â çàäàííûé ìîìåíò

âðåìåíè T , ìèíèìèçèðóÿ ôóíêöèîíàë

Φ2(F,M) = ∥F (t)∥L∞(0,T ) + ∥M(t)∥L∞(0,T )

Çàäà÷à 4 (Çàäà÷à áûñòðîäåéñòâèÿ). Îïðåäåëèòü ôóíêöèè F (t), M(t) ∈ L∞(0, T ),

ïåðåâîäÿùèå ðåøåíèå íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è (1)-(5) èç íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ (5) â êî-

íå÷íîå (6) çà ìèíèìàëüíîå âðåìÿ Ò ïðè óñëîâèè Φ2(F,M) ≤ P2 <∞.

Âî âòîðîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ïîâîðîòà ìàíèïóëÿòîðà, ò.å. ïðåäïîëàãà-

åòñÿ, ÷òî l(t) ≡ l0 = const. Â ýòîì ñëó÷àå èç íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è (1)-(5) âûïàäàåò

óðàâíåíèe (2). Ñèñòåìà ïðèîáðåòàåò âèä

J(l0)θ̈ −
l0∫

0

(b+ l0−x)utt(x, t)dx =M(t), (7)

utt + uxxxx = (b+ l0 − x)θ̈, (8)

uxx(0, t) = uxxx(0, t) = 0, u(l0, t) = ux(l0, t) = 0, (9)

θ(0) = θ0, θ̇(0) = θ̇, u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x). (10)

Äëÿ íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è (7)-(10) â ïðåäïîëîæåíèè M(t) ∈ L2(0, T ) è M(t) ∈

L∞(0, T ) ñôîðìóëèðîâàíî ïîíÿòèå ðåøåíèÿ, ââåäåíû ôóíêöèîíàëüíûå ïðîñòðàíñòâà, îïðå-

äåëÿþùèå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ è ðåøåíèå, ïîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ, åãî åäèíñòâåí-

íîñòü, ïîëó÷åíà àíàëèòè÷åñêàÿ ôîðìóëà ðåøåíèÿ. Äëÿ åå íàïèñàíèÿ ââåäåì ôóíêöèè

vn(x, l0) (j = 1, 2), ÿâëÿþùèåñÿ ïîëíîé ñèñòåìîé ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé ñïåêòðàëüíîé

êðàåâîé çàäà÷è

vIV(x) = λ

(
v(x)− J−1(l0)(b+ l0 − x)

∫ l0

0

(b+ l0 − x1)v(x1)dx1

)
,
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v′′(0) = v′′′(0) = 0, v′(l0) = v(l0) = 0,

îòâå÷àþùèõ îäíîêðàòíûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì λn = λn(l0), 0 < λ1(l0) < λ2(l0) < ....

Ïðè ýòîì λn(l0) = β4
n(l0), ãäå βn(l0) - ïîëîæèòåëüíûå êîðíè íåêîòîðîãî õàðàêòåðèñòè÷å-

ñêîãî óðàâíåíèÿ, à äëÿ vn(x, l0) âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ îðòîãîíàëüíîñòè

⟨vn(x, l0), vm(x, l0)⟩ = δnm,

⟨u(x), v(x)⟩ = (u(x), v(x))L2 − J−1(l0)(b+ l0 − x, u(x))L2(b+ l0 − x, v(x))L2 . (11)

Ââåäåì òàêæå ñëåäóþùèå ôóíêöèîíàëüíûå ïðîñòðàíñòâà. H(0, l0) - ïðîñòðàíñòâî

ôóíêöèé u(x) ∈ L2(0, 1), ñíàáæåííîå ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì (11) è íîðìîé ∥u(x)∥H =

⟨u(x), u(x)⟩1/2. ×åðåç Hj(0, l0) (j = 1, 2, 3) îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé âèäà

u(x) =
∞∑
n=1

un vn(x, l0), un = ⟨u(x), vn(x, l0)⟩ , ∥u(x)∥Hj
= (

∞∑
n=1

ωj
n(l0)u

2
n(x))

1/2 <∞,

ωn(l0) = β2
n(l0). ×åðåç H2(QT ) (QT = {(x, t), 0 < x < l0, 0 < t < T}) îáîçíà÷èì ãèëüáåðòîâî

ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé u(x, t), ïîëó÷åííûõ çàìûêàíèåì ìíîæåñòâà íåïðåðûâíî äèôôå-

ðåíöèðóåìûõ ïî ñîîòâåòñòâóþùèì ïåðåìåííûì óêàçàííîå ÷èñëî ðàç ôóíêöèé u(x, t) ∈

C3,1(QT ), uxx(0, t) = uxxx(0, t) = 0, u(l0, t) = ux(l0, t) = 0 â íîðìå

∥u(x, t)∥H2(QT ) = (u(x, t), u(x, t))
1/2
H2(QT ) ,

(u(x, t), v(x, t))H2(QT ) = (uxx(x, t), vxx(x, t))L2(QT ) +

T∫
0

⟨ut(x, t), vt(x, t)⟩dt.

Ôóíêöèè

u0(x) ∈ H2(0, l0), u1(x) ∈ H(0, l0). (12)

ïðåäñòàâèì â âèäå

u0(x) =
∞∑
n=1

ω−1
n a0n(l0)vn(x, l0), a0n(l0) = ωn(l0)⟨u0(x), vn(x, l0)⟩, ∥u0(x)∥2H2

=
∞∑
n=1

a20n(l0),

u̇0(x) =
∞∑
n=1

b0n(l0)vn(x, l0), b0n(l0) = ⟨u̇0(x), vn(x, l0)⟩, ∥u̇0(x)∥2H =
∞∑
n=1

b20n(l0), (13)

b+ l0 − x =
∞∑
n=1

dn(l0)vn(x, l0), dn(l0) = ⟨b+ l0 − x, vn(x, l0)⟩, ∥b+ l0 − x∥2H =
∞∑
n=1

d2n(l0).

Óòâåðæäåíèå 1. ÏóñòüM(t) ∈ L2(0, T ), òîãäà ðåøåíèå θ(t), u(x, t) íà÷àëüíî-êðàåâîé

çàäà÷è (7)-(10) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (10), (12) ñóùåñòâóåò, åäèíñòâåííî è ïðåäñòàâèìî

â âèäå

θ(t) = θ0 + θ1t+ J−1
0

(
⟨b+ l0 − x, u̇0(x)⟩t− ⟨b+ l0 − x, u(x, t)⟩+ ⟨b+ l0 − x, u0(x)⟩

)
+
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+J−1(l0)

t∫
0

(t− t1)M(t1)dt1, (14)

u(x, t) =
∞∑
n=1

vn(x, l0)ωn(l0)
−1
(
a0n(l0) cos(ωn(l0)t) + b0n(l0) sin(ωn(l0)t)+

+J−1
0 (l0)dn(l0)

t∫
0

sin(ωn(l0)(t− τ))M(τ)dτ
)
, (15)

ãäå a0n(l0), b0n(l0), dn(l0) îïðåäåëåíû â (13), J−1
0 (l0) = J(l0)+ b

2l0− bl20 − l30/3 > 0, ïðè ýòîì

ñïðàâåäëèâà îöåíêà

∥u(x, t)∥H2(QT ) ≤ C
(
∥u0(x)∥2H2

+ ∥u̇0(x)∥2H + ∥b+ l0 − x∥2H ∥M(t)∥2L2(0,T )

)1/2

,

ãäå C > 0 � íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ.

Â ñëó÷àå M(T ) ∈ L∞(0, T ) èç íåðàâåíñòâà ∥M(t)∥L2(0,T ) ≤ T 1/2∥M(t)∥L∞(0,T ) ñïðàâåä-

ëèâà àíàëîãè÷íàÿ îöåíêà.

Óòâåðæäåíèå 2. Âåëè÷èíû

dn(l0) ̸= 0 (n = 1, 2, ...), dn(l0) = O(n−1) ïðè n→ ∞.

Îáîçíà÷èì aTn(l0) = ωn(l0)⟨uT (x), vn(x, l0)⟩, bTn(l0) = ⟨u̇T (x), vn(x, l0)⟩ (n = 1, 2, ...).

Ñ ó÷åòîì ýòîãî, óñëîâèå ïåðåâîäà ðåøåíèÿ íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è (7)-(10) èç íà-

÷àëüíîãî ôàçîâîãî ñîñòîÿíèÿ (10) â êîíå÷íîå (6) ñîãëàñíî (14), (15) çàïèøåòñÿ â âèäå

T∫
0

M(t)dt = J(l0)(θ̇T − θ̇0)− J(l0)J
−1
0

∞∑
n=1

dn(l0)(bTn(l0)− b0n(l0)) = α1(T ),

T∫
0

tM(t)dt = J(l0)(θ0 − θT + θ̇TT )− J(l0)J
−1
0

∞∑
n=1

dn(l0)(a0nω
−1
n (l0)− aTn(l0)ω

−1
n (l0)− bTn(l0)T ) =

= α2(T ),

T∫
0

sin(ωn(l0)t)M(t)dt = J0(l0)d
−1
n (−aTn(l0) cos(ωn(l0)T ) + bTn(l0) sin(ωn(l0)T ) + a0n(l0)) =

= α2n+1(T ),

T∫
0

cos(ωnt)M(t)dt = J0(l0)d
−1
n (l0)(aTn(l0) sin(ωn(l0)T ) + bTn(l0) cos(ωn(l0)T )− b0n(l0)) =

= α2n+2(T ) (n = 1, 2, ...).
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Óòâåðæäåíèå 3.
∞∑
n=1

α2
n(T ) <∞.

Îáîçíà÷èì

φ1(t) = 1, φ2(t) = t, φ2n+1(t) = sin (ωn(l0)t) , φ2n+2(t) = cos (ωn(l0)t) , n = 1, 2, · · · (16)

Çàäà÷à 1 ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ñëåäóþùåé ïðîáëåìû ìîìåíòîâ â ïðîñòðàíñòâå L2(0, T ).

Íàéòè ôóíêöèîíàë

F2(u) = (u(t),M(t))L2(0,T ) , M(t) ∈ L2(0, T ), ∥F2∥ = ∥M(t)∥L2(0,T ), (17)

óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì

F2(φj(t)) = αj(T ) (j = 1, 2, ...) (18)

è èìåþùèé ìèíèìàëüíóþ íîðìó ∥F2∥min = m2(T ).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Q2(0, T ) ïîäïðîñòðàíñòâî L2(0, T ), ÿâëÿþùååñÿ çàìêíóòîé â íîðìå

ýòîãî ïðîñòðàíñòâà ëèíåéíîé îáîëî÷êîé ôóíêöèé (16).

Óòâåðæäåíèå 4. Ôóíêöèè (16) îáðàçóþò áàçèñ Ðèññà â Q2(0, T ).

Ïî ñèñòåìå ôóíêöèé φj(t) ïîñòðîèì îðòîíîðìèðîâàííóþ â L2(0, T ) ñèñòåìó ôóíêöèé

ψj(t), èñïîëüçóÿ îðòîãîíàëèçàöèþ Øìèäòà. Ýòî îïðåäåëÿåò áåñêîíå÷íîìåðíóþ íèæíþþ

òðåóãîëüíóþ ìàòðèöó B(T ) = {Bij(T )}i,j=1..∞, îïðåäåëÿþùóþ îãðàíè÷åííûé è îãðàíè÷åí-

íî îáðàòèìûé îïåðàòîð â l2. Îáîçíà÷èì ÷åðåç β(T ) ∈ l2 âåêòîð ïîëó÷åííûé ïðåîáðàçîâà-

íèåì β(T ) = B(T ) α(T ), α(T ) = (α1(T ), α2(T ), ...).

Óòâåðæäåíèå 5. Ðåøåíèå çàäà÷è 1 äëÿ íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è (7)-(10) (ïðîáëåìû

ìîìåíòîâ (17)-(18)) åäèíñòâåííî è çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

M∗(t) =
∞∑
n=0

βn(T )ψn(t), ∥M∗(t)∥L2(0,T ) = (
∞∑
n=0

β2
n(T ))

1/2 = m2(T ). (19)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç S(m2(T )) ìíîæåñòâî ôóíêöèîíàëîâ âèäà (17), èìåþùèõ íîðìóm2(T ),

êàæäûé èç êîòîðûõ õàðàêòåðèçóåòñÿ ôóíêöèåéM(t). Èìåþùèé åäèíè÷íóþ íîðìó ýëåìåíò

e0(t) =M∗(t)/∥M∗(t)∥L2(0,T ), íàçîâåì ýêñòðåìàëüíûì. Îáîáùåíèåì ôóíêöèîíàëüíîãî ïîä-

õîäà ê çàäà÷àì îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ15, íà ðàññìàòðèâàåìûé áåñêîíå÷íîìåðíûé ñëó-

÷àé ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå 6 (Ïðèíöèï ìàêñèìóìà). Îïòèìàëüíûé ôóíêöèîíàë F ∗
2 (u), âèäà

(17) è îïðåäåëÿåìûé ôóíêöèåé M∗(t), âûäåëÿåòñÿ èç âñåõ ôóíêöèîíàëîâ âèäà (17), èìå-

þùèõ òó æå íîðìó m2(T ), ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì ìàêñèìóìà íà ýêñòðåìàëüíîì ýëåìåíòå

F ∗
2 (e0) = max

F (u)∈S(m2(T ))
F2(e0).

15Êðàñîâñêèé, Í. Í. Òåîðèÿ óïðàâëåíèÿ äâèæåíèåì. Ì.: Íàóêà, 1968. 476 ñ.
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Óòâåðæäåíèå 7.

lim
T→0

m2(T ) = ∞, lim
T→∞

m2(T ) = 0. (20)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç T ∗ ïåðâûé ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü óðàâíåíèÿ m2(T ) = P1.

Óòâåðæäåíèå 8. Ðåøåíèå çàäà÷è 4 äàåò ïàðà (T ∗,M∗(t)), ãäå M∗(t) îïðåäåëÿåòñÿ

ôîðìóëîé (19).

Ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé ôóíêöèîíàë â ïðîñòðàíñòâå L1(0, T ) èìååò âèä

F1(u) =

T∫
0

u(t)M(t)dt, M(t) ∈ L∞(0, T ), ∥F1∥ = ∥M(t)∥L∞ . (21)

Çàäà÷à 3 ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ñëåäóþùåé ïðîáëåìû ìîìåíòîâ â ïðîñòðàíñòâå L1(0, T ).

Íàéòè ôóíêöèîíàë âèäà (21), óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì

F (φj(t)) = αj(T ) (j = 1, 2, ...) (22)

è èìåþùèé ìèíèìàëüíóþ íîðìó ∥F1∥min = m1(T ) .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Q1(0, T ) ïîäïðîñòðàíñòâî L1(0, T ), ïîëó÷åííîå çàìûêàíèåì â íîðìå

ïðîñòðàíñòâà L1(0, T ) ìíîæåñòâà ôóíêöèé âèäà uN(t) =
N∑
j=1

ξjφj(t), ξ = (ξ1, ξ2, ...) ∈ l2. Â

ñèëó ñîîòíîøåíèÿ ∥uN(t)∥L1(0,T ) ≤ T 1/2∥uN(t)∥2L2(0,T ) è óòâåðæäåíèÿ 4 Q1(0, T ) ÿâëÿåòñÿ

çàìêíóòûì ëèíåéíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì L1(0, T ).

Ââåäåì äâîéñòâåííóþ ê óêàçàííîé ïðîáëåìå ìîìåíòîâ çàäà÷ó.

Ïðè óñëîâèè
∞∑
j=1

ξjαj(T ) = 1 (ξ = (ξ1, ξ2, ...) ∈ l2), íàéòè

min
ξ∈l2

∥
N∑
j=1

ξjφj(t)∥L1(0,T ) = ∥
N∑
j=1

ξ∗jφj(t)∥L1(0,T ) = ∥u∗(t)∥L1(0,T ) = l−1(T ).

Óòâåðæäåíèå 9. m1(T ) = l(T ).

Óòâåðæäåíèå 10. Ðåøåíèå çàäà÷è 3 (ïðîáëåìà ìîìåíòîâ (21),(22)) äàåòñÿ ôîðìó-

ëîé

M∗(t) = l(T )sign(u∗(t)). (23)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç S(m1(T )) ìíîæåñòâî ôóíêöèîíàëîâ âèäà (21), èìåþùèõ íîðìóm1(T ),

êàæäûé èç êîòîðûõ õàðàêòåðèçóåòñÿ ôóíêöèåéM(t). Èìåþùèé åäèíè÷íóþ íîðìó ýëåìåíò

e0(t) = u∗(t)/∥u∗(t)∥L1(0,T ), íàçîâåì ýêñòðåìàëüíûì.

Óòâåðæäåíèå 11 (Ïðèíöèï ìàêñèìóìà). Îïòèìàëüíûé ôóíêöèîíàë F∗(u) âèäà

(21) è îïðåäåëÿåìûé ôóíêöèåé M∗(t), âûäåëÿåòñÿ èç âñåõ ôóíêöèîíàëîâ âèäà (21), èìå-

þùèõ òó æå íîðìó m1(T ), ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì ìàêñèìóìà íà ëþáîì ýêñòðåìàëüíîì
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ýëåìåíòå

F∗(e0) = max
M(t)∈S(m1(T ))

F (e0).

Óòâåðæäåíèå 12.

lim
T→0

m1(T ) = ∞, lim
T→∞

m1(T ) = 0. (24)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç T ∗ ïåðâûé ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü óðàâíåíèÿ m1(T ) = P2.

Óòâåðæäåíèå 13. Ðåøåíèå çàäà÷è 4 äàåò ïàðà (T ∗,M∗(t)), ãäå M∗(t) îïðåäåëÿåòñÿ

ôîðìóëîé (23).

Â òðåòüåé ãëàâå èçó÷àåòñÿ ñèñòåìà (1)-(5) â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî l(t) - èçâåñòíàÿ

ôóíêöèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå (2) òàêæå âûïàäàåò èç ðàññìàòðèâàåìîé íà÷àëüíî-

êðàåâîé çàäà÷è. Êðàåâàÿ çàäà÷à ðàññìàòðèâàåòñÿ â îáëàñòè ñ çàäàííîé ïåðåìåííîé ãðà-

íèöåé è èìååò âèä

J(l)θ̈ −
l∫

0

(b+ l − x1)utt(x, t)dx =M(t), (25)

utt + uxxxx = (b+ l − x)θ̈1 + f(x, t), (26)

uxx(0, t) = uxxx(0, t) = 0, ux(l, t) = u(l, t) = 0, (27)

θ(0) = θ0, θ̇(0) = θ̇0, u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u̇0(x), (0 ≤ x ≤ l0) (28)

îòíîñèòåëüíî ôóíêöèé θ = θ(t), u = u(x, t) â îáëàñòè Q1,T = {0 ≤ x ≤ l, 0 ≤ t ≤ T )},

ãäå l = l(t) ∈ W 2
2 (0, T ), 0 < l(t) ≤ 1, l0 = l(0), M(t) ∈ L2(0, T ), b > 0 - ïîñòîÿííàÿ,

ôóíêöèÿ f(x, t) ïðè êàæäîì t ïðèíàäëåæèò L2(0, l) (L∞(0, l)) è íåïðåðûâíà ïî t â ìåòðèêå

ýòîãî ïðîñòðàíñòâà, u0(x) è u̇0(x) - çàäàííûå ôóíêöèè, ïðèíàäëåæàùèå H2(0, l0) è H(0, l0)

ñîîòâåòñòâåííî.

Äëÿ íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è (25)-(28) äàåòñÿ îïðåäåëåíèå ðåøåíèÿ, äîêàçàíî ñóùå-

ñòâîâàíèå ðåøåíèÿ, íåïðåðûâíàÿ çàâèñèìîñòü ðåøåíèÿ îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé è ïàðàìåò-

ðîâ êðàåâîé çàäà÷è. Ïîêàçàíî, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è (25)-(28) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â

âèäå

θ(t) = θ0 + θ̇0t−
t∫

0

(t− t1){(buxxx(l(t1), t1; l1) + uxx(l(t1), t1; l1))+

+

l(t)∫
0

(b+ l(t1)− x)f(x, t1)dx−M(t1)} · J−1
0 (l(t1))dt1, (29)

u(x, t; l1) = u0(x, t; l1) + u1(x, t; l1) +

t∫
0

w∗(x, t, t1; l1)dt1 +

t∫
0

w(x, t, t1; l1)M(t1)dt1, (30)
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ãäå l1(t) = l(t)/l0, íåïðåðûâíûå ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ ôóíêöèè (ôóíêöèîíàëû)

óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì

u0(x, 0, l0; l1) = u0(x), u0t(x, 0, l0; l1) = 0, u1(x, 0, l0; l1) = 0, u1t(x, 0, l0; l1) = u̇0(x),

w∗(x, t, t; l1) = f(x, t), w(x, t, t; l1) = b+ l(t)− x.

Ïðåäëîæåíû ýôôåêòèâíûå àëãîðèòìû ïîñòðîåíèÿ óêàçàííûõ ôóíêöèé.

Ïðåäñòàâëåíèå (29)-(30) ïîçâîëÿåò ñâåñòè ðåøåíèå çàäà÷ 1-4 îïòèìàëüíîãî óïðàâëå-

íèÿ ïîâåäåíèåì ðåøåíèé (25)-(28) ê ïðîáëåìå ìîìåíòîâ. Óñëîâèÿ ïåðåâîäà ðåøåíèÿ (25)-

(28) èç íà÷àëüíîãî ôàçîâîãî ñîñòîÿíèÿ â êîíå÷íîå â çàäàííûé ìîìåíò âðåìåíè T ïîçâî-

ëÿþò íà îñíîâàíèè (29)-(30) ïîñòðîèòü ñèñòåìó ôóíêöèé (ôóíêöèîíàëîâ) Qj(T, t; l1) j =

1, 2, ..., îáðàçóþùèõ áàçèñ Ðèññà â èõ çàìêíóòîé ëèíåéíîé îáîëî÷êå â ïðîñòðàíñòâå L2(0, T ).

Ýòî ïîçâîëÿåò ñâåñòè ðåøåíèå çàäà÷ 1, 3 ê ðåøåíèþ ñëåäóþùèõ ïðîáëåì ìîìåíòîâ â ïðî-

ñòðàíñòâàõ L2(0, T ), L1(0, T ) ñîîòâåòñòâåííî.

Îïðåäåëèòü ôóíêöèîíàë âèäà (17), óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì

F2(Qj(T, t; l1) = αj(T ; l1), j = 1, 2, ...

è èìåþùèé ìèíèìàëüíóþ íîðìó ∥F2∥min = m2(T ).

Îïðåäåëèòü ôóíêöèîíàë âèäà (21), óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì

F1(Qj(T, t; l1) = αj(T ; l1), j = 1, 2, ...

è èìåþùèé ìèíèìàëüíóþ íîðìó ∥F1∥min = m1(T ).

Ðåøåíèÿ óêàçàííûõ ïðîáëåì ìîìåíòîâ íàõîäÿòñÿ ñîãëàñíî ìåòîäèêå ãëàâû 2. Äëÿ

ôóíêöèém1(T ) èm2(T ) ñïðàâåäëèâû ñâîéñòâà (20), (24). Ðåøåíèÿ çàäà÷ 2, 4 äëÿ íà÷àëüíî-

êðàåâîé çàäà÷è (25) - (28) îïðåäåëÿþòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ (19) - (23).

Â çàêëþ÷èòåëüíîé ãëàâå äèññåðòàöèè ðàññìàòðèâàåòñÿ ðåøåíèå çàäà÷ 1-4 äëÿ

íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è (1)-(5).

Óðàâíåíèå (2) ìîæåò áûòü ðàññìîòðåíî àâòîíîìíî â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî θ̇(t) - èç-

âåñòíàÿ, ïðèíàäëåæàùàÿ ïðîñòðàíñòâó W 1
2 (0, T ) ôóíêöèÿ. Èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû ãëàâû

2, íàõîäèì îäíîçíà÷íûå ðåøåíèÿ çàäà÷ 1, 3, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ â âèäå íåëèíåéíûõ

íåïðåðûâíûõ îòíîñèòåëüíî θ̇2 ôóíêöèîíàëîâ

Fθ̇(t) = F (t; θ̇2), l(t) = l(t, θ̇2), l̇(t) = lt(t; θ̇
2). (31)

Ðåøåíèå çàäà÷ 2, 4 â äîïîëíåíèè ê (31) äàåòñÿ íåëèíåéíûì è íåïðåðûâíûì ôóíêöè-

îíàëîì Tθ̇ = T (θ̇2).
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Ñíà÷àëà ðàññìîòðåí ñëó÷àé áåñêîíå÷íî æåñòêîãî ñòåðæíÿ. Â ýòîì ñëó÷àå íà÷àëüíî-

êðàåâàÿ çàäà÷à âûðîæäàåòñÿ â ñèñòåìó íåëèíåéíûõ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé

J(l)θ̈ + 2l̇θ̇(b+ l − 1/2) =M(t), (32)

l̈ − θ̇(b+ l − 1/2) = F (t) (33)

ñ íà÷àëüíûìè è êîíå÷íûìè óñëîâèÿìè

θ(0) = θ0, θ̇(0) = θ̇0, l(0) = l0, l̇(0) = l̇0, θ(T ) = θT , θ̇(T ) = θ̇T , l(T ) = lT , l̇(T ) = l̇T . (34)

Ïîêàçàíî, ÷òî îïòèìàëüíûå òðàåêòîðèè ìîãóò áûòü íàéäåíû ñ ïîìîùüþ èòåðàöèîí-

íîãî ïðîöåññà

l̇n(t) = l̇0 +

t∫
0

[
θ̇2n−1(τ)(b+ ln−1(τ)− 1/2) + Fn(τ)

]
dτ,

ln(t) = l0 + l̇0t+

t∫
0

(t− τ)
[
θ̇2n−1(τ)(b+ ln(τ)− 1/2) + Fn(τ)

]
dτ,

θ̇n(t) = θ̇0 +

t∫
0

J−1(ln(τ))
[
−2l̇n−1(τ)θ̇n−1(τ)(b+ ln−1(τ)− 1/2) +Mn(τ)

]
dτ,

θn(t) = θ0 + θ̇0t+

t∫
0

(t− τ)J−1(ln(τ))
[
−2l̇n−1(τ)θ̇n−1(τ)(b+ ln−1(τ)− 1/2) +Mn(τ)

]
dτ,

l0(t) ≡ 0, θ0(t) ≡ 0, J(ln(τ)) = J + 1/3 + [b+ ln(τ)](b+ ln(τ)− 1).

Ïðè ýòîì Fn(t) è Mn(t) íàõîäÿòñÿ êàê ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîáëåì ìîìåíòîâ

â ïðîñòðàíñòâàõ L2(0, T ) è L1(0, T ) ïðè îãðàíè÷åíèÿõ

α
(n)
1 (T ) ≡ l̇T − l̇0 −

T∫
0

θ̇n−1(τ)(b+ ln−1(τ)− 1/2)dτ =

T∫
0

Fn(τ)dτ,

α
(n)
2 (T ) ≡ lT − l0 − l̇0T −

T∫
0

(T − τ)θ̇2n−1(τ)(b+ ln−1(τ)− 1/2)dτ =

T∫
0

(T − τ)Fn(τ)dτ,

α
(n)
3 (T ) ≡ θ̇T − θ̇0 + 2

T∫
0

J−1(l(τ))l̇n−1(τ)θ̇n−1(τ)(b+ l(τ)− 1/2)dτ =

T∫
0

J−1(ln(τ))Mn(τ)dτ,

α
(n)
4 (T ) ≡ θT − θ0T − l̇0θ0 + 2

T∫
0

(T − τ)J−1(ln−1(τ))l̇t(τ)θ̇n−1(τ)(b+ l(τ)− 1/2)dτ =

=

T∫
0

(T − τ)J−1(ln(τ))Mn(τ)dτ.
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Ïîêàçàíà ñõîäèìîñòü èòåðàöèîííûõ ïðîöåññîâ.

Ðåøåíèÿ çàäà÷ 2, 4 äëÿ (32)-(34) íàõîäÿòñÿ ïî ñëåäóþùåé ñõåìå. Äëÿ çàäàííîãî

T > 0 îïðåäåëÿþòñÿ îïòèìàëüíûå F ∗(t) èM∗(t). Âû÷èñëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ Φ1(F
∗(t), M∗(t)),

Φ2(F
∗(t), M∗(t)). Èç ñâîéñòâ ïðîáëåìû ìîìåíòîâ ñëåäóåò, ÷òî lim

T→0
Φj(F

∗(t),M∗(t)) → ∞,

lim
t→∞

Φj(F
∗(t),M∗(t)) → 0, (j = 1, 2). Íàõîäèì ìèíèìàëüíîå T ∗, äëÿ êîòîðîãî Φ1(F

∗(t),

M∗(t)) = P2 (Φ2(F
∗(t),M∗(t)) = P1). Óêàçàííîå T

∗ è îïðåäåëÿåò ðåøåíèå çàäà÷è áûñò-

ðîäåéñòâèÿ.

Â ñëó÷àå êîíå÷íîé æåñòêîé ðóêè ìàíèïóëÿòîðà ïîâåäåíèå ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû

îïðåäåëÿåòñÿ ðåøåíèÿìè íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷åé (1)-(5). Ðåøåíèå çàäà÷ 1-4 ïîñòðîåíèÿ

îïòèìàëüíûõ óïðàâëåíèé ïîâåäåíèåì ðåøåíèé íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è (1)-(5) ñòðîèò-

ñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ðåçóëüòàòîâ ãëàâû 3 ïðèìåíèòåëüíî ê ñëåäóþùåìó èòåðàöèîííîìó

ïðîöåññó

J(l(k+1))θ̈(k+1) −
l(k+1)∫
0

(b+ l − x1)u
(k+1)
tt (x1, t)dx1 + 2l̇(k+1)θ̇(k)(b+ l(k+1) − 1/2) =M (k+1)(t),

u
(k+1)
tt + u(k+1)

xxxx = (b+ l(k+1) − x)θ̈(k+1) + 2θ̇(k)l̇(k+1),

u(k+1)
xx (0, t) = u(k+1)

xxx (0, t) = 0, u(k+1)
x (l(k+1), t) = u(k+1)(l(k+1), t) = 0,

θ(k+1)(0) = θ0, θ̇
(k+1)(0) = θ̇0, u

(k+1)(x, 0) = u0(x), u
(k+1)
t (x, 0) = u̇0(x),

l(k+1)(t) = l(t, (θ̇(k)(t))2), θ̇(0)(t) ≡ 0, k = 0, 1, ....

Ïîêàçàíà ñõîäèìîñòü èòåðàöèîííûõ ïðîöåññîâ, îïðåäåëÿþùèõ ðåøåíèÿ çàäà÷ 1-4.

Ïðèìåíåíèå óêàçàííûõ ìåòîäîâ äåìîíñòðèðóåòñÿ íà êîíêðåòíûõ ïðèìåðàõ.

Â ïðèëîæåíèè ïðèâåäåíû êëþ÷åâûå ôðàãìåíòû òåêñòà ïðîãðàììû, èñïîëüçóåìîé

äëÿ ðàñ÷åòà îïòèìàëüíûõ óïðàâëåíèé.

Â çàêëþ÷åíèè ïîäâîäÿòñÿ îáùèå èòîãè èññëåäîâàíèé, ïðîâîäèìûõ â äèññåðòàöèè.

Óïîìèíàþòñÿ îñíîâíûå èäåè è ìåòîäû, êîòîðûå èñïîëüçîâàëèñü ïðè ðåøåíèè ðàññìàòðè-

âàåìûõ â äèññåðòàöèè çàäà÷. Ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû ðàáîòû, êîòîðûå ñîñòîÿò â ñëåäóþ-

ùåì:

1. Äëÿ íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è (1)-(5) ðåøåíû çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ,

ñâÿçàííûå ñ ïåðåâîäîì ðåøåíèé èç íà÷àëüíîãî ôàçîâîãî ñîñòîÿíèÿ â êîíå÷íîå â çàäàííûé

ìîìåíò âðåìåíè T ïðè ìèíèìàëüíîì çíà÷åíèè íîðìû óïðàâëÿþùèõ ôóíêöèé â ïðîñòðàí-

ñòâàõ L2(0, T ) è L∞(0, T ), à òàêæå çàäà÷è áûñòðîäåéñòâèÿ ïðè óñëîâèè îãðàíè÷åííîñòè

ýòèõ íîðì, ðàçðàáîòàíû àëãîðèòìû ïîñòðîåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ îïòèìàëüíûõ óïðàâëå-

íèé.

2. Ïîêàçàíà ñõîäèìîñòü èòåðàöèîííûõ ïðîöåññîâ, èñïîëüçóåìûõ äëÿ ïîñòðîåíèÿ îï-

òèìàëüíûõ óïðàâëåíèé ñ ïîìîùüþ ïðîáëåìû ìîìåíòîâ.
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3. Äëÿ êîíêðåòíûõ ïðèìåðîâ ïðîäåìîíñòðèðîâàíà ýôôåêòèâíîñòü ïðåäëîæåííûõ â

äèññåðòàöèè ïîäõîäîâ ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíûõ óïðàâëåíèé. Ðàçðàáîòàí ïðîãðàììíûé

êîìïëåêñ ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíûõ óïðàâëåíèé, êîòîðûé ïðîøåë ãîñóäàðñòâåííóþ ðåãè-

ñòðàöèþ.
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