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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû
Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè íà

îñíîâå íåëèíåéíûõ âçàèìîäåéñòâóþùèõ îñöèëëÿòîðîâ, âîçíèêàþùèå â õîäå
ðåøåíèÿ ìíîãèõ çàäà÷ ìåõàíèêè, ðàäèîôèçèêè, ïîïóëÿöèîííîé áèîëîãèè,
ýêîëîãèè, íåéðîäèíàìèêè, íåëèíåéíîé îïòèêè è ðÿäà äðóãèõ îáëàñòåé åñòå-
ñòâîçíàíèÿ. Ïðîâîäèòñÿ èññëåäîâàíèå ëîêàëüíîé äèíàìèêè ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ ñèñòåì, â õîäå êîòîðîãî îñîáîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ ôåíîìåíó áóôåðíî-
ñòè, î êîòîðîì ïðèíÿòî ãîâîðèòü, êîãäà â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå íåêîòîðîé
äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ïðè ïîäõîäÿùåì âûáîðå ïàðàìåòðîâ ìîæíî ãàðàíòè-
ðîâàòü ñîñóùåñòâîâàíèå ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî ÷èñëà îäíîòèïíûõ àòòðàê-
òîðîâ (ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ, öèêëîâ, òîðîâ è ïðî÷.). Îñîáûé èíòåðåñ èçó-
÷åíèþ ôèçè÷åñêèõ ñèñòåì, äåìîíñòðèðóþùèõ äèíàìèêó, ïîäõîäÿùóþ ïîä
îïèñàíèå ÿâëåíèÿ áóôåðíîñòè, ïðèäàåò òîò ôàêò, ÷òî îäíîé èç àêòóàëüíûõ
íà íàñòîÿùèé ìîìåíò çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ ðàçâèòèå è ñîâåðøåíñòâîâàíèå òåõ-
íèêè àíàëèçà è ïðîåêòèðîâàíèÿ ¾ñëîæíûõ¿ ñèñòåì, òî åñòü íåëèíåéíûõ ñè-
ñòåì, îáëàäàþùèõ áîëüøèì ÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáîäû. Ïðè ïîïûòêå ðåøåíèÿ
ýòîé ïðîáëåìû çà÷àñòóþ ïðèõîäèòñÿ ñòàëêèâàòüñÿ ñ äâóìÿ ïðîòèâîñòîÿùè-
ìè äðóã äðóãó ïðèíöèïàìè: âûáðàííàÿ ñèñòåìà äîëæíà áûòü äîñòàòî÷íî
ïðîñòîé ñ òåì, ÷òîáû áûëà âîçìîæíîñòü å¼ ñêîíñòðóèðîâàòü è ïîñòðîèòü, íî
îäíîâðåìåííî îíà äîëæíà áûòü äîñòàòî÷íî ñëîæíîé, ÷òîáû ïðåäñòàâëÿòü
îïðåäåëåííûé èíòåðåñ. Òàêîãî ðîäà ýêñïåðèìåíòàëüíûå ñèñòåìû, îñíîâàí-
íûå íà èñïîëüçîâàíèè öåïî÷åê è ðåøåòîê àâòîãåíåðàòîðîâ Ñêîòòà1, è áóäóò
ðàññìàòðèâàòüñÿ â õîäå äàííîé ðàáîòû.

Êðîìå òîãî â ðàáîòå èññëåäóåòñÿ ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
ñ äâóìÿ çàïàçäûâàíèÿìè, îòíîñÿùàÿñÿ ê øèðîêîìó êëàññó äèíàìè÷åñêèõ ñè-
ñòåì ñî ñëîæíûì ïîâåäåíèåì ðåøåíèé. Íåòðèâèàëüíîñòü ñâîéñòâ ïîäîáíûõ
óðàâíåíèé îáóñëîâëåíà â ïåðâóþ î÷åðåäü áåñêîíå÷íîìåðíîñòüþ èõ ôàçîâî-
ãî ïðîñòðàíñòâà. Â çàäà÷å îá óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé ýòèõ óðàâíåíèé ìîæåò
íàáëþäàòüñÿ áåñêîíå÷íîìåðíîå âûðîæäåíèå è â êà÷åñòâå èõ íîðìàëüíûõ
ôîðì, òàêæå ïðèõîäèòñÿ ðàññìàòðèâàòü áåñêîíå÷íîìåðíûå ñèñòåìû ñïåöè-
àëüíîãî âèäà. Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé â äèññåðòàöèè çàäà÷è â ñèíãóëÿðíîì
ñëó÷àå óäàåòñÿ ïîñòðîèòü êâàçèíîðìàëüíóþ ôîðìó.

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ óðàâíåíèé óêàçàííîãî òèïà áîëüøîå çíà÷åíèå èìååò
îáúåäèíåíèå èõ â êàêóþ-ëèáî àññîöèàöèþ. Â ðàäèîôèçè÷åñêèõ è íåéðîáèî-
ëîãè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ òàêèå àññîöèàöèè çà÷àñòóþ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé
îäíîíàïðàâëåííî ñâÿçàííûå â êîëüöî ñèñòåìû. Ïðîñòåéøèì íåòðèâèàëüíûì
êîëüöîì èç îäíîíàïðàâëåííî ñâÿçàííûõ àâòîãåíåðàòîðîâ ñëåäóåò ñ÷èòàòü
ñèñòåìó, âêëþ÷àþùóþ òðè ýëåìåíòà, ðàññìàòðèâàåìóþ â ýòîé ðàáîòå. Â öå-
ëîì ðÿäå ñëó÷àåâ ðàññìîòðåíèå òàêîé ñèñòåìû ïîçâîëÿåò îáíàðóæèòü íåêî-
òîðûå íîâûå ýôôåêòû, âîçíèêàþùèå êàê ðåçóëüòàò âçàèìîäåéñòâèÿ îñöèë-

1Scott Ñ.À., Distributed Multimode Oscillators of One and Two Spatial Dimensions /Ñ.À. Scott //, IEEE
Trans. on circuit theory, CT-17:1 (1970)� P. 55 � 80.
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ëÿòîðîâ2, â òîì ÷èñëå ÿâëåíèå áóôåðíîñòè, êîòîðîå íàáëþäàåòñÿ â èññëåäó-
åìîé çàäà÷å.

Îáðàùàÿñü ê ïðàêòè÷åñêîé çíà÷èìîñòè ïðîâîäèìûõ èññëåäîâàíèé, õî-
÷åòñÿ îòìåòèòü âîçìîæíîñòü ïðèëîæåíèÿ è âíåäðåíèÿ ïîëó÷åííûõ ðåçóëü-
òàòîâ â ðàçíîîáðàçíûå ïðîìûøëåííûå, èíôîðìàöèîííûå è èíûå îáëàñòè
ïðîèçâîäñòâà. Â ÷àñòíîñòè, øèðîêèå ïåðñïåêòèâû îòêðûâàþòñÿ â ñôåðå õðà-
íåíèÿ èíôîðìàöèè. Îïèñàííûå âûøå ñèñòåìû öåïî÷åê è ðåøåòîê àâòîãåíå-
ðàòîðîâ èñïîëüçóþò äëÿ ýòîãî ñïîñîá, âêëþ÷àþùèé ëîêàëèçàöèþ èíôîð-
ìàöèè â äâóõ ïðîñòðàíñòâàõ: ðåàëüíîì(ñàìîì ìàññèâå àâòîãåíåðàòîðîâ) è
äâîéñòâåííîì(êîìáèíàöèè ðåæèìîâ ðåøåòêè), ÷òî èíòåðåñíî â ñâåòå èññëå-
äîâàíèé ìåòîäîâ õðàíåíèÿ èíôîðìàöèè æèâûìè îðãàíèçìàìè. Åù¼ îäíîé
îáëàñòüþ ïðèëîæåíèÿ ìîãóò ñòàòü ñèñòåìû ðàñïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ, ãäå ñðå-
äè öåëåâûõ ïðîáëåì ñòîèò âûäåëåíèå îïðåäåëåíèé øàáëîííûõ îñîáåííîñòåé
îáúåêòà, êàê íåêîòîðûõ ôóíêöèé ãåîìåòðèè îáðàçà, íå çàâèñÿùèõ îò ñäâèãà
è ïîâîðîòà. È, íàêîíåö, îñîáåííî ñòîèò îòìåòèòü âîçìîæíîñòè èññëåäóåìûõ
ñèñòåì ïðè àíàëèçå òàê íàçûâàåìûõ ¾ìûñëèòåëüíûõ¿ ïðîöåññîâ áèîëîãè-
÷åñêîãî ìîçãà â òåðìèíàõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ îòðàæåíèé èëè ñîñòîÿíèé
íåëèíåéíûõ êîëåáàòåëüíûõ ñèñòåì. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åííûå â äàííîé
ðàáîòå ðåçóëüòàòû, îáëàäàþò êàê âûñîêîé òåîðåòè÷åñêîé çíà÷èìîñòüþ, òàê
è øèðîêèìè âîçìîæíîñòÿìè äëÿ èõ ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ.

Öåëü ðàáîòû
Öåëüþ äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå ïðè ïîìîùè óíè-

âåðñàëüíûõ àñèìïòîòè÷åñêèõ è ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ àíàëèçà äèíàìè÷åñêèõ
ñèñòåì óñëîâèé âîçíèêíîâåíèÿ ôåíîìåíà áóôåðíîñòè â ðÿäå ïðîñòåéøèõ ôè-
çè÷åñêèõ çàäà÷, ïðåäñòàâëþùèõ ñîáîé öåïî÷êè è ðåøåòêè íåëèíåéíûõ îñ-
öèëëÿòîðîâ.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ
Â ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ êà÷åñòâåííûå àñèìïòîòè÷åñêèå ìåòîäû èññëåäî-

âàíèÿ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, â ÷àñòíîñòè, ìåòîä íîðìàëüíûõ ôîðì äëÿ ñëó-
÷àÿ êîíå÷íîìåðíîãî âûðîæäåíèÿ è ìåòîä êâàçèíîðìàëüíûõ ôîðì â ñëó÷àå
áåñêîíå÷íîìåðíîãî âûðîæäåíèÿ. Êðîìå òîãî èñïîëüçîâàëèñü ìåòîäû îöåíêè
èíâàðèàíòíûõ õàðàêòåðèñòèê àòòðàòîðîâ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì è ÷èñëåííûé
àíàëèç.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà

1. Ïîñòðîåíà è ïðîàíàëèçèðîâàíà íîðìàëüíàÿ ôîðìà äëÿ ðàçëè÷íûõ ìî-
äèôèêàöèé öåïî÷åê è ðåøåòîê Ñêîòòà. Îïðåäåëåíû ñöåíàðèè ôàçîâûõ
ïåðåñòðîåê, âîçíèêàþùèõ â ýòèõ çàäà÷àõ. Äîêàçàíà ðåàëèçóåìîñòü ôå-
íîìåíà áóôåðíîñòè â èññëåäóåìûõ ñèñòåìàõ.

2. Èññëåäîâàíà ìîäåëü òðåõ ñâÿçàííûõ â êîëüöî íåéðîíîâ ñ äâóìÿ çàïàç-
äûâàíèÿìè, ïîñòðîåíà è èññëåäîâàíà íîðìàëüíàÿ ôîðìà, îïðåäåëåíà

2Ãëûçèí Ñ.Ä., Î ÿâëåíèÿõ õàîñà â êîëüöå èç òðåõ îäíîíàïðàâëåííî ñâÿçàííûõ ãåíåðàòîðîâ/Ñ.Ä.
Ãëûçèí, À.Þ. Êîëåñîâ, Í.Õ. Ðîçîâ // Æóðíàë âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè è ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè.
2006. Ò. 46, � 10. Ñ. 1809 - 1821.
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àñèìïòîòèêà ðåøåíèé. Îáîñíîâàíî íàëè÷èå ÿâëåíèÿ áóôåðíîñòè â äàí-
íîé çàäà÷å.

Ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó

1. Äëÿ öåïî÷êè ñâÿçàííûõ íåëèíåéíûõ îñöèëëÿòîðîâ ðàçìåðíîñòè N
ñôîðìóëèðîâàíû óñëîâèÿ ñîñóùåñòâîâàíèÿ â èñõîäíîé ñèñòåìå ïðè
íàäëåæàùåì âûáîðå ïàðàìåòðîâ ìàêñèìàëüíîãî êîëè÷åñòâà( ðàâíî-
ãî N) óñòîé÷èâûõ îäíîêîìïîíåíòíûõ ðåæèìîâ, ïîçâîëÿþùèå óòâåð-
æäàòü î ðåàëèçàöèè â çàäà÷å ôåíîìåíà áóôåðíîñòè. Òàêæå ïîêàçàíî,
÷òî âñå ðåæèìû ñ ÷èñëîì êîìïîíåíò áîëüøèì åäèíèöû íåóñòîé÷èâû.

2. Äëÿ ðåøåòêè ñâÿçàííûõ íåëèíåéíûõ îñöèëëÿòîðîâ ðàçìåðíîñòè 4 ×
4 äëÿ äâóõ ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé â ñëó÷àå îò-
ñóòñòâèÿ âíóòðåííèõ ðåçîíàíñîâ ñôîðìóëèðîâàíû óñëîâèÿ ñîñóùå-
ñòâîâàíèÿ â èñõîäíîé ñèñòåìå ïðè íàäëåæàùåì âûáîðå ïàðàìåò-
ðîâ ìàêñèìàëüíîãî êîëè÷åñòâà óñòîé÷èâûõ îäíîêîìïîíåíòíûõ ðåæè-
ìîâ(ðàâíîãî 16), äâóõêîìïîíåíòíûõ ðåæèìîâ(ðàâíîãî 120) è ÷åòûðåõ-
êîìïîíåíòíûõ ðåæèìîâ(ðàâíîãî 24). Äëÿ òîé æå ñèñòåìû â ñëó÷àå íà-
ëè÷èÿ âíóòðåííèõ ðåçîíàíñîâ ñôîðìóëèðîâàíû óñëîâèÿ ñîñóùåñòâî-
âàíèÿ â èñõîäíîé ñèñòåìå ïðè íàäëåæàùåì âûáîðå ïàðàìåòðîâ ìàê-
ñèìàëüíîãî êîëè÷åñòâà óñòîé÷èâûõ îäíîêîìïîíåíòíûõ(ðàâíîãî 16) è
äâóõêîìïîíåíòíûõ ðåæèìîâ(ðàâíîãî 120). Òàêæå ïîêàçàíî, ÷òî âñå ðå-
æèìû ñ ÷èñëîì êîìïîíåíò, îòëè÷àþùèìñÿ îò âñåõ âûøåóêàçàííûõ,
íåóñòîé÷èâû.

3. Äëÿ öåïî÷êè èç òðåõ ñâÿçàííûõ â êîëüöî ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûõ
îñöèëëÿòîðîâ ñ äâóìÿ çàïàçäûâàíèÿìè äîêàçàíà âîçìîæíîñòü ñîñó-
ùåñòâîâàíèÿ ñêîëü óãîäíî áîëüøîãî ÷èñëà ðàçëè÷íûõ óñòîé÷èâûõ ðå-
æèìîâ.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü
Ðàáîòà íîñèò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò

áûòü èñïîëüçîâàíû â äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèÿõ äèíàìèêè ðåøåíèé íåëè-
íåéíûõ êðàåâûõ çàäà÷ è ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé,
à òàêæå âîïðîñîâ, êàñàþùèõñÿ ìóëüòèñòàáèëüíîñòè è áóôåðíîñòè â òàêîãî
ñîðòà ñèñòåìàõ.

Ìàòåðèàë äèññåðòàöèè ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ äëÿ ñïåöèàëèñòîâ â îáëàñòè
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, íåëèíåéíîé äèíàìèêè è õàîñà. Ðàáîòà ìîæåò
áûòü âîñòðåáîâàíà âî ìíîãèõ îòå÷åñòâåííûõ è ìåæäóíàðîäíûõ ìàòåìàòè÷å-
ñêèõ öåíòðàõ, ãäå âåäóòñÿ èññëåäîâàíèÿ, ñâÿçàííûå ñ äèôôåðåíöèàëüíûìè
óðàâíåíèÿìè è èõ ïðèëîæåíèÿìè.

Àïðîáàöèÿ ðåçóëüòàòîâ
Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû íåîäíîêðàòíî äîêëàäûâàëèñü íà íàó÷íîì

ñåìèíàðå, ïðîâîäèìîì íàó÷íî-îáðàçîâàòåëüíûì öåíòðîì ßðÃÓ ¾Íåëèíåé-
íàÿ äèíàìèêà¿, à òàêæå ïðåäñòàâëÿëèñü íà ñëåäóþùèõ íàó÷íûõ êîíôåðåí-
öèÿõ:
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1. Âîðîíåæñêàÿ çèìíÿÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ øêîëà, Âîðîíåæ, 2008.

2. XVI Ìåæäóíàðîäíàÿ íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèÿ ñòóäåíòîâ, àñïèðàíòîâ è
ìîëîäûõ ó÷åíûõ ¾Ëîìîíîñîâ-2010¿, Ìîñêâà, 2010.

3. Research group "Dynamics and synchronization of complex
systems Research Seminar, Humboldt-Universität zu Berlin, Berlin,
2010.

4. Âñåðîññèéñêàÿ âûñòàâêà íàó÷íî-òåõíè÷åñêîãî òâîð÷åñòâà ìîëîäåæè
ÍÒÒÌ-2011, Ìîñêâà,2011.

5. Foundations & Advances in Nonlinear Science: 16th International
Conference-School, Minsk, 2012.

6. Ìåæðåãèîíàëüíàÿ âûñòàâêà ðàáîò ìîëîäûõ èññëåäîâàòåëåé ¾Øàã â
áóäóùåå¿, ßðîñëàâëü, 2012.

7. Mathematical Modeling and Computational Physics, Dubna, Russia, 2013.

8. Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ, ïîñâÿùåííàÿ 150-ëåòèþ ñî äíÿ ðîæäå-
íèÿ Ïîëÿ Ïåíëåâå, ßðîñëàâëü, 2013.

Òàêæå èññëåäîâàíèÿ ïî òåìå äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû áûëè îòìå÷åíû äè-
ïëîìîì ìèíèñòåðñòâà îáðàçîâàíèÿ è íàóêè ÐÔ ïî èòîãàì îòêðûòîãî êîíêóð-
ñà íà ëó÷øóþ ðàáîòó ñòóäåíòîâ ïî åñòåñòâåííûì, òåõíè÷åñêèì è ãóìàíèòàð-
íûì íàóêàì â âóçàõ ÐÔ, 2008, äèïëîìîì ìýðèè ãîðîäà ßðîñëàâëÿ çà ïîáåäó â
ãîðîäñêîì êîíêóðñå íà ëó÷øóþ ñòóäåí÷åñêóþ íàó÷íóþ ðàáîòó ¾ßðîñëàâëü
íà ïîðîãå òûñÿ÷åëåòèÿ¿, 2009, ìåäàëüþ ¾Çà óñïåõè â íàó÷íî-òåõíè÷åñêîì
òâîð÷åñòâå¿ ÍÒÒÌ-2011, äèïëîìîì ïîáåäèòåëÿ 3 âíóòðèâóçîâñêîãî êîíêóð-
ñà èííîâàöèîííûõ ïðîåêòîâ ìîëîäûõ ó÷åíûõ ¾Ìîëîäåæü è íàóêà¿, 2011,
äèïëîìîì II ñòåïåíè ìåæðåãèîíàëüíîé âûñòàâêè ðàáîò ìîëîäûõ èññëåäîâà-
òåëåé ¾Øàã â áóäóùåå¿, 2012.

Ïóáëèêàöèè
Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ïî òåìå äèññåðòàöèè èçëîæåíû â 10 ïå÷àòíûõ èçäà-

íèÿõ, 3 èç êîòîðûõ èçäàíû â æóðíàëàõ, ðåêîìåíäîâàííûõ ÂÀÊ, 4 â òåçèñàõ
äîêëàäîâ ìåæäóíàðîäíûõ êîíôåðåíöèé.

Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû
Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, òðåõ ãëàâ è çàêëþ÷åíèÿ. Ïîëíûé îáú-

åì äèññåðòàöèè 80 ñòðàíèö òåêñòà ñ 3 ðèñóíêàìè. Ñïèñîê ëèòåðàòóðû ñîäåð-
æèò 70 íàèìåíîâàíèé.
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Ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Âî Ââåäåíèè îáîñíîâûâàåòñÿ àêòóàëüíîñòü èññëåäîâàíèé, ïðîâîäèìûõ
â ðàìêàõ äàííîé äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû, ïðèâîäèòñÿ îáçîð íàó÷íîé ëèòå-
ðàòóðû ïî èçó÷àåìîé ïðîáëåìå, ôîðìóëèðóåòñÿ öåëè èññëåäîâàíèÿ è ïîñòà-
íîâêè çàäà÷, ñôîðìóëèðîâàíû íàó÷íàÿ íîâèçíà è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü
ïðåäñòàâëÿåìîé ðàáîòû.

Ïåðâàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ öåïî÷êè ñâÿçàííûõ íåëèíåé-
íûõ àâòîãåíåðàòîðîâ ñ òóííåëüíûì äèîäîì. Â ðàáîòå ïðèâîäèòñÿ ïðîöåäóðà
ïîëó÷åíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè çàäà÷è íà îñíîâå ôèçè÷åñêîãî îïèñàíèÿ
ýêñïåðèìåíòà Ñêîòòà ñ öåïî÷êîé íåëèíåéíûõ àâòîãåíåðàòîðîâ ñ òóííåëüíû-
ìè äèîäàìè(ñì. ðèñ. 1 )

Ðèñ. 1: Ñõåìà ÿ÷åéêè öåïî÷êè Ñêîòòà.

d2uk
dt2
− εduk

dt
− εν d

dt
Luk + uk = Luk − εu2k

duk
dt
,

u0 = 0, uN+1 = 0, k = 1, . . . , N,
(1)

ãäå Luk� ðàçíîñòíûé îïåðàòîð âèäà Luk = δ2(uk+1 − 2uk + uk−1), ε−
ìàëûé ïàðàìåòð.

Â ïóíêòå 1.2 îïèñàí ñïîñîá âûáîðà ñîáñòâåííûõ ðåøåíèé çàäà÷è

u(n) = exp(±iωnt)en(j), en(j) = sin
nπj

N + 1
, n = 1, . . . , N. (2)

Çäåñü j� ïðîñòðàíñòâåííàÿ ïåðåìåííàÿ, à ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû ωn èìåþò
âèä

ωn =

√
1 + 2δ2(1− cos

πn

N + 1
), n = 1, . . . , N. (3)

Äàëåå ïðèâîäèòñÿ îïèñàíèå àëãîðèòìè÷åñêîé ÷àñòè ïîëó÷åíèÿ íîðìàëü-
íîé ôîðìû èñõîäíîé çàäà÷è, ðåøåíèÿ êîòîðîé ïðè óñëîâèè 0 < ε << 1, v =
const > 0 áóäóò èñêàòüñÿ â âèäå

uj = u0(t, τ, j) + εu1(t, τ, j) + . . . , τ = εt, j = 1, . . . , N, (4)
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ãäå

u0 =
N∑
n=1

[zn(τ) exp(iωnt) + zn(τ) exp(−iωnt)]en(j), (5)

à zn� íåèçâåñòíûå ïîäëåæàùèå îïðåäåëåíèþ àìïëèòóäû. Çàòåì äàåòñÿ îïðå-
äåëåíèå ïîíÿòèÿ ðåçîíàíñà â ñèñòåìå: ïîä íèì ïîíèìàåòñÿ îäíîâðåìåííîå
âûïîëíåíèå ðàâåíñòâ ñëåäóþùåãî âèäà ìåæäó ñîáñòâåííûìè ÷àñòîòàìè ωn:
ωn0

= m1ωn1
+m2ωn2

+m3ωn3
, n0 = ±n1 ± n2 ± n3 äëÿ ëþáîãî íàáîðà èí-

äåêñîâ nk, k = 0, . . . , 3, äëÿ ëþáîãî öåëî÷èñëåííîãî âåêòîðà (m1,m2,m3):
|m1|+ |m2|+ |m3| = 3 è ïðè ëþáîé ðàññòàíîâêå çíàêîâ âî âòîðîì ñîîòíîøå-
íèè. Äàëåå îñóùåñòâëÿåòñÿ ïåðåõîä ê ðàññìîòðåíèþ íåðåçîíàíñíîãî ñëó÷àÿ,
äëÿ êîòîðîãî â ñëåäóþùåì ïóíêòå è ñòðîèòñÿ íîðìàëüíàÿ ôîðìà:

2
dzn
dτ

= (1− ν(ω2
n − 1))zn −

3

4
zn|zn|2 −

N∑
k=1,k 6=n

zn|zk|2, n = 1, . . . , N. (6)

Èññëåäîâàíèþ åå ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ ïîñâÿùåí ïóíêò 1.4, â êîòîðîì ôîð-
ìóëèðóåòñÿ è äîêàçûâàåòñÿ îñíîâíîé ðåçóëüòàò ýòîé ãëàâû, îïèðàþùèéñÿ
íà òåîðåìó î ñîîòâåòñòâèè3 è êàñàþùèéñÿ ìàêñèìàëüíîãî ÷èñëà óñòîé÷è-
âûõ ñîñóùåñòâóþùèõ ðåæèìîâ â èñõîäíîé çàäà÷å

Òåîðåìà 1. Ïóñòü äëÿ êðàåâîé íåðåçîíàíñíîé çàäà÷è (1) âûïîëíåíû óñëî-
âèÿ

ω2
N <

1 + ν

ν
, 1− ν(ω2

1 − 1) <
4

3
(1− ν(ω2

N − 1)), (7)

ãäå ω1, ωN çàäàþòñÿ ðàâåíñòâîì (3), òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå ε0 > 0, ÷òî
äëÿ âñåõ 0 < ε < ε0 çàäà÷à (1) èìååò ðîâíî N ñîñóùåñòâóþùèõ îðáèòàëü-
íî àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûõ öèêëîâ, àñèìïòîòèêà êîòîðûõ çàäàåòñÿ
ñëåäóþùåé ôîðìóëîé

ui(t, j) =
4
√
3

3

√
1− ν(ω2

i − 1) cos (ωit+ ϕi) sin
πij

N + 1
+O(ε),

i = 1, . . . , N.

(8)

Òàêæå â äàííîì ïóíêòå ïðèâîäèòñÿ äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåé òåîðåìû

Òåîðåìà 2. Âñå ñîñòîÿíèÿ èñõîäíîé íåðåçîíàíñíîé ñèñòåìû ñ ÷èñëîì
íåíóëåâûõ êîìïîíåíò áîëüøèì ëèáî ðàâíûì 2 íåóñòîé÷èâû.

Ïóíêò 1.5 ïîñâÿùåí êëàññèôèêàöèè ðåçîíàíñíûõ ñèñòåì - çäåñü ïðèâî-
äÿòñÿ âñåâîçìîæíûå èõ òèïû, ïîñëå ÷åãî â ïóíêòàõ 1.6-1.7 ïðîâîäèòñÿ ïîëíîå

3Êîëåñîâ, À.Þ. Àòòðàêòîðû òèïà æåñòêîé òóðáóëåíòíîñòè â ðåëàêñàöèîííûõ ñèñòåìàõ / À.Þ. Êî-

ëåñîâ, Í.Õ. Ðîçîâ //Äèôôåðåíö. óðàâíåíèÿ.�2002.�Ò. 38, � 12�Ñ. 1596�1605.
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èññëåäîâàíèå êàæäîãî èç íèõ, â õîäå êîòîðîãî áûëè ïîëó÷åíû ðåçóëüòàòû
ïîëíîñòüþ ñîãëàñóþùèåñÿ ñ ðàíåå äîêàçàííûìè äëÿ íåðåçîíàíñíûõ ñèñòåì.

Âòîðàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ êîíå÷íîìåðíîé ðåøåòêè íåëè-
íåéíûõ àâòîãåíåðàòîðîâ ñ òóííåëüíûì äèîäîì ðàçìåðîì 4×4. Ïåðâûé ïóíêò
ïîñâÿùåí ïîñòðîåíèþ ñîîòâåòñòâóþùåé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè íà îñíîâà-
íèè ñõåìû óçëà ðåøåòêè, ïðåäñòàâëåííîé íà ðèñ. 2.

Ðèñ. 2: Ñõåìà ÿ÷åéêè ðåøåòêè Ñêîòòà.

Â èòîãå ñôîðìóëèðîâàíû è ïðåäëîæåíû äëÿ èññëåäîâàíèÿ 2 çàäà÷è ñ
ðàçëè÷íûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

d2un,m
dt2

− εdun,m
dt
− εν d

dt
Lun,m + un,m = Lun,m − εu2n,m

dun,m
dt

,

u0,m = 0, u5,m = 0, un,0 = 0, un,5 = 0, n,m = 0, . . . , 3,
(9)

d2un,m
dt2

− εdun,m
dt
− εν d

dt
Lun,m + un,m = Lun,m − εu2n,m

dun,m
dt

,

u0,m = u1,m, u4,m = u5,m, un,0 = un,1,
un,4 = un,5, n,m = 1, . . . , 4,

(10)

ãäå Lun,m- ðàçíîñòíûé îïåðàòîð âèäà
Lun,m = δ21(un+1,m − 2un,m + un−1,m) + δ22(un,m+1 − 2un,m + un,m−1),
ε− ìàëûé ïàðàìåòð. Çäåñü, êàê è â ïðåäûäóùåé ãëàâå, ïðîèçâîäèòñÿ âûáîð
ñîáñòâåííûõ ðåøåíèé ïðèâåäåííûõ êðàåâûõ çàäà÷: â ÷àñòíîñòè, (10) äîïóñ-
êàåò òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ðåøåíèÿ âèäà

u(n,m) = exp(±iωn,mt)en,m(k, j),

en,m(k, j) = 2 cos
πn(k − 1

2
)

4
cos

πm(j − 1

2
)

4
,

n = 0, . . . , 3, m = 0, . . . , 3, k = 1, . . . , 4, j = 1, . . . , 4,

(11)
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à (9) ñîîòâåòñòâåííî ðåøåíèÿ âèäà

u(n,m) = exp(±iωn,mt)en,m(k, j), en,m(k, j) = 2 sin
πnk

5
sin

πmj

5
,

n = 1, . . . , 4, m = 1, . . . , 4, k = 1, . . . , 4, j = 1, . . . , 4,
(12)

çäåñü k, j âûïîëíÿþò ðîëü ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ. Ïðè ýòîì çíà÷å-
íèÿ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò äëÿ çàäà÷è (10) èìåþò âèä

ωn,m =

√
1 + 2(δ21(1− cos

πn

4
) + δ22(1− cos

πm

4
)), n,m = 0, . . . , 3, (13)

à äëÿ (9):

ωn,m =

√
1 + 2(δ21(1− cos

πn

5
) + δ22(1− cos

πm

5
)), n,m = 1, . . . , 4. (14)

Ñõåìà èññëåäîâàíèÿ ïðèâåäåííûõ çàäà÷ àíàëîãè÷íà ïðèâåäåííîé â îïè-
ñàíèè ïåðâîé ãëàâû, ïîýòîìó ïðèâåäåì ëèøü îñíîâíûå ðåçóëüòàòû. Òàê â
ïóíêòå 2.3 îïèñàíî ïîñòðîåíèå íîðìàëüíûõ ôîðì èññëåäóåìûõ çàäà÷ â íåðå-
çîíàíñíîì ñëó÷àå: äëÿ (10) ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñèñòåìà áóäåò èìåòü âèä

2
dzn,m
dτ

= (1− ν(ω2
n,m − 1))zn,m −

9

4
zn,m|zn,m|2 − 3

3∑
k=0,k 6=n

zn,m|zk,m|2

−3
3∑

s=0,s6=m

zn,m|zn,s|2 − 2
3∑

k,s=0,k 6=n,s6=m

zn,m|zk,s|2,

n = 0, . . . , 3, m = 0, . . . , 3.

(15)

Äëÿ çàäà÷è (9)

2
dzn,m
dτ

= (1− ν(ω2
n,m − 1))zn,m −

9

4
zn,m|zn,m|2 − 3

4∑
k=1,k 6=n

zn,m|zk,m|2

−3
4∑

s=1,s6=m

zn,m|zn,s|2 − 2
4∑

k,s=1,k 6=n,s6=m

zn,m|zk,s|2,

n = 1, . . . , 4, m = 1, . . . , 4.

(16)

Â ðåçóëüòàòå èññëåäîâàíèÿ ïðèâåäåííûõ ñèñòåì â ïóíêòå 2.4 ñôîðìóëè-
ðîâàíû ñëåäóþùèå òåîðåìû, êàñàþùèåñÿ ñîñóùåñòâîâàíèÿ áîëüøîãî ÷èñëà
óñòîé÷èâûõ öèêëîâ, à òàêæå äâóõ- è ÷åòûðåõìåðíûõ òîðîâ â èñõîäíîé çàäà-
÷å:
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Òåîðåìà 3. Ïóñòü äëÿ çàäà÷ (10),(9) âûïîëíåíî óñëîâèå

ω2
imax,jmax

<
1 + ν

ν
,

1− ν(ω2
imin,jmin

− 1) <
8

9
(1− ν(ω2

imax,imax
− 1)),

(17)

(imin = jmin = 0, imax = jmax = 3 äëÿ (10), imin = jmin = 1, imax =
jmax = 4 äëÿ (9)), ãäå ωimin,jmin

, ωimax,jmax
çàäàþòñÿ ðàâåíñòâîì (13), òîãäà

ñóùåñòâóåò òàêîå ε0 > 0, ÷òî äëÿ âñåõ 0 < ε < ε0 çàäà÷è (10),(9) èìå-
þò ðîâíî 16 ñîñóùåñòâóþùèõ îðáèòàëüíî àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûõ
öèêëîâ, àñèìïòîòèêà êîòîðûõ çàäàåòñÿ ñëåäóþùåé ôîðìóëîé

u(t, k, j) =
8

3

√
(1− ν(ω2

p,q − 1)) cos (ωp,qt+ ϕp,q)×

× cos
πp(k − 1

2
)

4
cos

πq(j − 1

2
)

4
+O(ε),

p = imin, . . . , imax, q = jmin, . . . , jmax,

(18)

imin = jmin = 0, imax = jmax = 3 äëÿ (10), imin = jmin = 1, imax = jmax =
4 äëÿ (9).

Òåîðåìà 4. Ïóñòü äëÿ çàäà÷ (10), (9) âûïîëíåíî óñëîâèå

(1− ν(ω2
imax,jmax

− 1)) <
16

21
(1− ν(ω2

imin,jmin
− 1)). (19)

(imin = jmin = 0, imax = jmax = 3 äëÿ (10), imin = jmin = 1, imax =
jmax = 4 äëÿ (9)), ãäå ωimin,jmin

, ωimax,jmax
çàäàþòñÿ ðàâåíñòâîì (13), òîãäà

ñóùåñòâóåò òàêîå ε0 > 0, ÷òî äëÿ âñåõ 0 < ε < ε0 êàæäàÿ çàäà÷à (10),(9)
èìååò ðîâíî 120 îðáèòàëüíî àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûõ òîðîâ, àñèìï-
òîòèêà êîòîðûõ çàäàåòñÿ ñëåäóþùåé ôîðìóëîé

u(t, k, j) = 2(

√√√√4C(p,q)(r,s)(1− ν(ω2
r,s − 1))− 9(1− ν(ω2

p,q − 1))

16C2
(p,q)(r,s) − 81

×

× cos (ωp,qt+ ϕp,q) cos
πp(k − 1

2
)

4
cos

πq(j − 1

2
)

4
+

+

√√√√4C(r,s)(p,q)(1− ν(ω2
p,q − 1))− 9(1− ν(ω2

r,s − 1))

16C2
(r,s)(p,q) − 81

×

× cos (ωr,st+ ϕr,s) cos
πr(k − 1

2
)

4
cos

πs(j − 1

2
)

4
) +O(ε),

(20)
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ãäå p = q = r = s = 0, . . . , 3, äëÿ (10), p = q = r = s = 1, . . . , 4 äëÿ (9).

Òåîðåìà 5. Ïóñòü äëÿ çàäà÷è (10), (9) âûïîëíåíî óñëîâèå

(1− ν(ω2
imax,jmax

− 1)) <
32

33
((1− ν(ω2

imin,jmin
− 1))) (21)

imin = jmin = 0, imax = jmax = 3 äëÿ (10), imin = jmin = 1, imax =
jmax = 4 äëÿ (9)), ãäå ωimin,jmin

, ωimax,jmax
çàäàþòñÿ ðàâåíñòâîì (13), òîãäà

ñóùåñòâóåò òàêîå ε0 > 0, ÷òî äëÿ âñåõ 0 < ε < ε0 çàäà÷à (10), (9) èìååò
ðîâíî 24 îðáèòàëüíî àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûõ òîðà, àñèìïòîòèêà
êîòîðûõ çàäàåòñÿ ñëåäóþùåé ôîðìóëîé

u(t, k, j) = ρp1,q1 cos (ωp1,q1t+ ϕp1,q1) cos
πp1(k −

1

2
)

4
cos

πq1(j −
1

2
)

4
+

ρp2,q2 cos (ωp2,q2t+ ϕp2,q2) cos
πp2(k −

1

2
)

4
cos

πq2(j −
1

2
)

4
+

ρp3,q3 cos (ωp3,q3t+ ϕp3,q3) cos dfracπp3(k −
1

2
)4 cos

πq3(j −
1

2
)

4
+

ρp4,q4 cos (ωp4,q4t+ ϕp4,q4) cos
πp4(k −

1

2
)

4
cos

πq4(j −
1

2
)

4
+O(ε),

(22)

ãäå ps = qs = 0, . . . , 3, äëÿ (10), ps = qs = 1, . . . , 4 äëÿ (9), s=1,. . . ,4.

Òåîðåìà 6. Âñå ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ èñõîäíîé íåðåçîíàíñíîé ñèñòåìû ñ
÷èñëîì íåíóëåâûõ êîìïîíåíò ðàâíûì 3, à òàêæå áîëüøèì ëèáî ðàâíûì 5
íåóñòîé÷èâû.

Äëÿ ðåçîíàíñíîãî ñëó÷àÿ áûëè ïðîâåäåíû àíàëîãè÷íûå èññëåäîâàíèÿ.
Ïîä ðåçîíàíñîì â èññëåäóåìîé â ýòîé ãëàâå ñèñòåìå áóäåò ïîíèìàòüñÿ
îäíîâðåìåííîå âûïîëíåíèå ðàâåíñòâ âèäà ωn0,m0

= s1ωn1,m1
+ s2ωn2,m2

+
s3ωn3,m3

,n0 = ±n1 ± n2 ± n3,m0 = ±m1 ±m2 ±m3

äëÿ ëþáûõ íàáîðîâ èíäåêñîâ nk,mk k = 0, . . . , 3, äëÿ ëþáîãî öåëî÷èñëåí-
íîãî âåêòîðà (s1, s2, s3): |s1|+ |s2|+ |s3| = 3 è ïðè ëþáîé ðàññòàíîâêå çíàêîâ
âî âòîðîì è òðåòüåì ñîîòíîøåíèÿõ. Ïðîäåëàííûé àíàëèç ïîçâîëèë ñôîðìó-
ëèðîâàòü ñõîäíûå ñ íåðåçîíàíñíûì ñëó÷àåì ðåçóëüòàòû, íî ñî ñëåäóþùèìè
ïîïðàâêàìè: â ñëó÷àå íàëè÷èÿ â ñèñòåìå ðåçîíàíñà ÷åòûðåõêîìïîíåíòíûå
ðåæèìû òåðÿþò óñòîé÷èâîñòü, òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåî-
ðåìà

Òåîðåìà 7. Âñå ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ èñõîäíîé ñèñòåìû ñ ÷èñëîì íåíó-
ëåâûõ êîìïîíåíò áîëüøèì ëèáî ðàâíûì 3 íåóñòîé÷èâû.
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Â Òðåòüåé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäåëüíàÿ ñèñòåìà, ïðèìåíÿåìàÿ â
íåéðîäèíàìèêå è ïîïóëÿöèîííîé áèîëîãèè, ñîñòîÿùàÿ èç òðåõ ñâÿçàííûõ â
êîëüöî ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûõ îñöèëëÿòîðîâ ñ äâóìÿ çàïàçäûâàíèÿìè

u̇j = λ
[
− 1 + f1(uj(t− h1)) + f2(uj(t− h2)) + νg(uj−1)

]
uj, (23)

ãäå j = 1, 2, 3, λ > 0, h1, h2 > 0 � ïàðàìåòðû, fj(u), j = 1, 2, g(u) � äîñòàòî÷íî
ãëàäêèå ôóíêöèè, ν � êîýôôèöèåíò ñâÿçè ìåæäó îñöèëëÿòîðàìè.

Ïðè îòñóòñòâèè ñâÿçè (ν = 0) êàæäîå èç óðàâíåíèé ñèñòåìû (23) â ñëó÷àå
ëèíåéíûõ ôóíêöèé fj(u) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáîáùåííîå óðàâíåíèå Õàò÷èí-
ñîíà â êîòîðîì ó÷òåíû äâå âîçðàñòíûå ãðóïïû. Êðîìå òîãî, äàííîå óðàâíå-
íèå ìîæåò ñëóæèòü ôåíîìåíîëîãè÷åñêîé ìîäåëüþ èìïóëüñíîãî íåéðîíà ñ
ó÷åòîì äâóõ çàïàçäûâàíèé.

Ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî (23) èìååò åäèíñòâåííîå íåíóëåâîå ñîñòîÿíèå ðàâ-
íîâåñèÿ u∗ òàê, ÷òî f1(u∗) + f2(u∗) = 1. Ïóñòü, êðîìå òîãî, ôóíêöèè ïðàâîé
÷àñòè (23) ðàñêëàäûâàþòñÿ â òî÷êå u∗ â ðÿä fi(u) = ai0 + ai1u∗(u − 1) +
ai2u

2
∗(u − 1)2 + ai3u

3
∗(u − 1)3 + O

(
(u − 1)4

)
, çäåñü u = (u1, u2, u3), i = 1, 2.

Òàêæå ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî ïàðàìåòð γ ôèêñèðîâàí è óäîâëåòâîðÿåò íåðà-
âåíñòâó γ < 1. Â ðàáîòå çàäà÷à (23) èçó÷àëàñü â ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííîì
ñëó÷àå, êîãäà

h2 = εγh1, a11 = −1/2− µ, a21 = −1/2 + µ,

γ = const > 0, ε = 1/λ, 0 < ε, µ << 1.
(24)

Ïîðÿäîê ìàëîñòè ïàðàìåòðà ν áóäåò ñîãëàñîâàí ñ ïîðÿäêàìè ìàëîñòè âåëè-
÷èí ε è µ. Òåì ñàìûì, îáúåêòîì èññëåäîâàíèé íàøåé ðàáîòû áóäåò ñëóæèòü
ñèñòåìà

εv̇j = −
[
(1/2+µ)vj(t−1)−a12v2j (t−1)−a13v3j (t−1)+(1/2−µ)vj(t−εγ)−

− a22v2j (t− εγ)− a23v3j (t− εγ) +O
(
v4j
)
+ νvj−1

]
(1 + vj), j = 1, 2, 3, (25)

ïîëó÷àþùååñÿ èç (23) ïðè óñëîâèÿõ (24) è ñîîòâåòñòâóþùåì âûáîðå ôóíê-
öèè g(u) = u∗(uj − 1) ïîñëå çàìåí t/h1 → t è vj = u∗(uj − 1) j = 1, 2, 3.
Îòìåòèì, ÷òî êàê è âûøå âûïîëíåíî óñëîâèå v0(t) ≡ v3(t) êîëüöåâîé ñâÿçè
ìåæäó îñöèëëÿòîðàìè.

Ïîñòàâèì âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè è óñòîé÷èâîñòè àâòîêîëåáàíèé ñèñòå-
ìû (25), áèôóðöèðóþùèõ èç íóëÿ ïðè óâåëè÷åíèè µ. Ïåðâûì ýòàïîì â ðå-
øåíèè ýòîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ àíàëèç óñòîé÷èâîñòè íóëåâîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâ-
íîâåñèÿ ïàðöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (25) ïðè îòñóòñòâèè âçàèìîäåé-
ñòâèÿ. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî âûÿñíèòü ðàñïîëîæåíèå êîðíåé ñîîòâåòñòâóþ-
ùåãî ýòîìó ñîñòîÿíèþ ðàâíîâåñèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

2ελ+ (1 + 2µ) exp(−λ) + (1− 2µ) exp(−λεγ) = 0. (26)
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Ðåçóëüòàòû ýòîãî àíàëèçà ïîçâîëÿþò ñîãëàñîâàòü ïîðÿäêè ìàëîñòè ïàðàìåò-
ðîâ ε, µ è ν, à òàêæå óòî÷íèòü âûáîð ïàðàìåòðà γ.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ èíôîðìàöèè î ïîâåäåíèè êîðíåé (26) áëèçêèõ ê ìíèìîé
îñè èñïîëüçóþòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèå ðàâåíñòâà

λn(ε, µ) = iωn

(
1+ε(γ−2)+ε2(γ−2)2

)
−2ε2ω2

n(1−γ)+4µ+O(ε3+εµ), (27)

ãäå n = 1, 2, . . . , ωn = π(2n− 1), è äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïàðàìåòð γ ôèêñèðîâàí è óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ γ < 1. Òîãäà ïî ëþáîìó íàòóðàëüíîìó N ìîæíî óêàçàòü òàêîå
ε0 = ε0(γ,N) > 0, ÷òî ïðè ε ∈ [0, ε0], âî-ïåðâûõ, êàæäîå èç óðàâíåíèé
Reλn(ε, µ) = 0, n = 1, . . . , N äîïóñêàåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå

µ = µn(ε), µn(ε) = ε2ω2
n(1− γ)/2 +O(ε3), (28)

âî-âòîðûõ, ïðè 0 ≤ µ ≤ µ1(ε) âñå êîðíè óðàâíåíèÿ (26) èìåþò îòðèöà-
òåëüíûå äåéñòâèòåëüíûå ÷àñòè, à â ñëó÷àå µk(ε) < µ < µk+1(ε) ïðè íåêî-
òîðîì 1 ≤ k ≤ N − 1 âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà Reλn(ε, µ) > 0, 1 ≤ n ≤ k;
Reλn(ε, µ) < 0 ∀n > k.

Âûïîëíåííûé ëèíåéíûé àíàëèç ïîêàçûâàåò, ÷òî ïîñòàâëåííàÿ áèôóðêà-
öèîííàÿ ïðîáëåìà áëèçêà ê áåñêîíå÷íîìåðíîé: ïðè ε, µ,→ 0 ê ìíèìîé îñè
ñòðåìèòñÿ ñ÷åòíîå ÷èñëî êîðíåé (27) õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (26).
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â äàííîé ñèòóàöèè íåâîçìîæíî íàïðÿìóþ èñïîëüçîâàòü
èçâåñòíûå êîíå÷íîìåðíûå ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ äèíàìèêè, áàçèðóþùèåñÿ
íà àïïàðàòå èíòåãðàëüíûõ ìíîãîîáðàçèé è íîðìàëüíûõ ôîðì, â ñâÿçè ñ ÷åì
èñïîëüçóåòñÿ ñïåöèàëüíûé àñèìïòîòè÷åñêèé ìåòîä, ââåäåííûé Þ.Ñ. Êîëå-
ñîâûì è íàçûâàåìûé ìåòîäîì êâàçèíîðìàëüíûõ ôîðì4. Äëÿ åãî ïðèìåíå-
íèÿ íåîáõîäèìî ñîãëàñîâàòü ïîðÿäêè ìàëîñòè ïàðàìåòðîâ ε, µ è ν: â ñîîò-
âåòñòâèè ñ ïðåäïîëîæåíèåì î âåëè÷èíå ïàðàìåòðà γ è àñèìïòîòè÷åñêèìè
ôîðìóëàìè (28) äëÿ êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé µ óìåñòíî ïîëîæèòü

µ = βε2, ν = ν0ε
3. (29)

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
β = const > π2(1− γ)/2. (30)

Óñëîâèå (29) îáåñïå÷èâàåò íåóñòîé÷èâîñòü íóëåâîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (25). Â
ýòîé ñèòóàöèè â ñîîòâåòñòâèè ñ àëãîðèòìàìè ïîñòðîåíèÿ êâàçèíîðìàëüíûõ

4Âàñèëüåâà À.Á., Áèôóðêàöèÿ àâòîêîëåáàíèé íåëèíåéíûõ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ ìàëîé äèô-
ôóçèåé / À.Á. Âàñèëüåâà, Ñ.À. Êàùåíêî, Þ.Ñ. Êîëåñîâ, Í.Õ. Ðîçîâ // Ìàòåì. ñá. 1986. Ò. 130(172),
� 4(8). Ñ. 488�499.
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ôîðì5 ðåøåíèå (25) áóäåì èñêàòü â âèäå

vj = εξj(s, τ) + ε2u1j(s, τ) + ε3u2j(s, τ) + . . . j = 1, 2, 3. (31)

Çäåñü

τ = (1 + εσ1 + ε2σ2)t, σ1 = γ − 2, σ2 = (γ − 2)2, s = ε2τ,

ξ(s, τ+1) ≡ −ξ(s, τ), ukj(s, τ+2) ≡ ukj(s, τ), k = 1, 2, . . . , j = 1, 2, 3. (32)

Ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ ε, èç óñëîâèé ðàçðå-
øèìîñòè ñèñòåìû, ïîëó÷àþùåéñÿ äëÿ u2j(s, τ), j = 1, 2, 3, ïîëó÷àåì êâàçè-
íîðìàëüíóþ ôîðìó èññëåäóåìîé ñèñòåìû (23), ïðåäñòàâëÿþùóþ ñîáîé ñëå-
äóþùóþ ïàðàáîëè÷åñêóþ êðàåâóþ çàäà÷ó

∂ξj
∂s

= 2(1− γ)∂
2ξj
∂τ 2

+ 4βξj + dξ3j + 2ν31ξj−1, ξ(s, τ + 1) ≡ −ξ(s, τ),
j = 1, 2, 3,

(33)

ãäå s èãðàåò ðîëü âðåìåíè, τ ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé, d =
2(a23 − a13) + 4(a222 − a212).

Ñîîòâåòñòâèå ìåæäó àâòîêîëåáàòåëüíûìè ðåæèìàìè êâàçèíîðìàëüíîé
ôîðìû (33) è èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ (25) óñòàíàâëèâàåòñÿ â ôîðìóëèðóåìîì
íèæå îñíîâíîì óòâåðæäåíèè ãëàâû. Â êà÷åñòâå ôàçîâûõ ïðîñòðàíñòâ êðàå-
âîé çàäà÷ (33) âîçüìåì ñîîòâåòñòâåííî ïðîñòðàíñòâî E2×E2×E2, ñîñòîÿùåå
èç àíòèïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé

(
ξ1(τ), ξ2(τ), ξ2(τ)

)
, ãäå êàæäàÿ èç ôóíêöèé

ξj(τ) ïðèíàäëåæèò êëàññó W
2
2[0, 1]. Ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì ñàìîãî óðàâíå-

íèÿ (25) áóäåì ñ÷èòàòü C[−1, 0]× C[−1, 0]× C[−1, 0].

Òåîðåìà 8. Ïóñòü µ = βε2, β > π2(1− γ)/2, γ < 1, à êâàçèíîðìàëüíàÿ
ôîðìà (33) äîïóñêàåò ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå òèïà áåãóùåé âîëíû

ξj = ξ0j(y) : y = α0s+ τ, ξ0j(y + 1) ≡ −ξ0j(y), j = 1, 2, 3, α0 = const,
(34)

ýêñïîíåíöèàëüíî îðáèòàëüíî óñòîé÷èâîå èëè äèõîòîìè÷íîå. Òîãäà íàé-
äåòñÿ òàêîå ε0 > 0, ÷òî ïðè âñåõ 0 < ε ≤ ε0 ðåøåíèþ (34) îòâå÷àåò öèêë
ñèñòåìû (25) ñ òåìè æå ñâîéñòâàìè óñòîé÷èâîñòè. Ãëàâíàÿ àñèìïòîòè-
êà ýòîãî öèêëà çàäàåòñÿ ðàâåíñòâîì (31), â êîòîðîì ó÷òåíî ñîîòíîøåíèå
(43).

5Êîëåñîâ À.Þ., Íîâûå ìåòîäû äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ è óñòîé÷èâîñòè ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøå-
íèé â ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûõ ñèñòåìàõ ñ çàïàçäûâàíèåì/ À.Þ. Êîëåñîâ, Å.Ô. Ìèùåíêî,Í.Õ. Ðîçîâ

// Àíàëèç è îñîáåííîñòè. ×àñòü 2, Ñáîðíèê ñòàòåé. Ê 70-ëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ àêàäåìèêà Âëàäèìèðà
Èãîðåâè÷à Àðíîëüäà, Òð. ÌÈÀÍ. Ò. 259. Ì.: Íàóêà, 2007. Ñ. 106�133.
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Äëÿ èçó÷åíèÿ ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû (33) âûïîëíèì â íåé ñëå-
äóþùóþ çàìåíó

ξj =
+∞∑
n=1

ξj n exp (iωnτ) + ξj n exp (−iωnτ), ωn = (2k + 1)π, (35)

â ðåçóëüòàòå ÷åãî ïîëó÷èì áåñêîíå÷íîìåðíóþ ñèñòåìó îáûêíîâåííûõ äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî ξj n(s) j = 1, 2, 3, n = 1, 2, . . . Íàé-
äåì óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ îäíîìîäîâûõ ðåøåíèé äàííîé ñèñòåìû, ò. å. òà-
êèõ äëÿ êîòîðûõ îáðàùàþòñÿ â íîëü âñå êðîìå îäíîãî ñëàãàåìûå ðàçëîæåíèÿ
(35). Ñ÷èòàåì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî r

ξj r 6= 0, è ξj m(s) ≡ 0, äëÿ m 6= r (j = 1, 2, 3). (36)

Äëÿ íåíóëåâûõ àìïëèòóä ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó:

ξ̇j r =
(
4β − 2(γ − 1)ω2

r

)
ξj r + 3d|ξj r|2ξj r + 2ν0ξj−1 r, j = 1, 2, 3, (37)

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî

γr = 4β − 2(γ − 1)ω2
r > 0, (38)

òîãäà âûïîëíèì â (37) ïîëÿðíóþ çàìåíó ïåðåìåííûõ

ξj r = ηje
iϕj

√
−γr
3d

(39)

è íîðìèðóþùóþ çàìåíó âðåìåíè s→ γrs, êðîìå òîãî, îáîçíà÷èì ϕ = ϕ1−ϕ2,

ψ = ϕ2 − ϕ3 è αr =
2ν0
γk

. Â ýòîé ñèòóàöèè èç (37) ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ

ïÿòèìåðíóþ ñèñòåìó:

η̇1 = η1 + αrη3 cos(ϕ+ ψ)− η31,
η̇2 = η2 + αrη1 cosϕ− η32,
η̇3 = η3 + αrη2 cosψ − η33,

ϕ̇ = −αr

(
η3
η1

sin (ϕ+ ψ) +
η1
η2

sinϕ

)
,

ψ̇ = αr

(
η1
η2

sinϕ− η2
η3

sinψ

)
.

(40)

Ñðàçó îòìåòèì, ÷òî â ñèëó çàìåíû (39) èìååì η1, η2, η3 > 0, êðîìå òîãî
ñèñòåìà (40) 2π-ïåðèîäè÷íà ïî ϕ è ψ. Ó÷èòûâàÿ ýòî, ðàññìîòðèì óñëîâèÿ

16



ñóùåñòâîâàíèÿ è óñòîé÷èâîñòè ïðîñòåéøèõ ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû
(40), äëÿ êîòîðûõ η1 = η2 = η3. Âûäåëèì ñëåäóþùèå äâà ñëó÷àÿ.

Â ïåðâîì èç íèõ

η1 = η2 = η3 =
1

2

√
4− 2ar, ϕ = ψ =

2π

3
. (41)

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè äàííîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ ëèíåàðèçó-
åì íà íåì ñèñòåìó (40). Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïîëó÷èâøàÿñÿ ìàòðèöà
óñòîé÷èâîñòè èìååò ñîáñòâåííîå ÷èñëî λ1 = −2+ ar, ïðè÷åì îñòàëüíûå ñîá-
ñòâåííûå ÷èñëà ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè ñëåäóþùåãî ìíîãî÷ëåíà:

λ4 + a1λ
3 + a2λ

2 + a3λ+ a4, (42)

ãäå
a1 = (4π − 5ar)/π,

a2 = 4 +
43

4
a2r − 13ar +

9

16π
a2r
√
4− 2ar,

a3 =
9

8π
a3r(2ar − 1)

√
4− 2ar + 3a2r −

21

2
a3r +

45

4
a4r,

a4 =
9

16
a3r(2− 3ar)

√
4− 2ar − 6ar −

57

4
a3r +

33

2π
a3r.

(43)

Óñëîâèåì ãóðâèöåâîñòè ìíîãî÷ëåíà (42) ñ êîýôôèöèåíòàìè (43) îêàçûâàåòñÿ
íåðàâåíñòâî

ar < 0. (44)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïåðâîå èç ñîáñòâåííûõ ÷èñåë λ1 = −2 + ar â ýòîì ñëó÷àå
òàêæå îêàçûâàåòñÿ îòðèöàòåëüíûì, çàêëþ÷àåì, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè (44)
ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ (41) óñòîé÷èâî.

Âòîðîå ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ, èìåþùåå ðàâíûå äðóã äðóãó àìïëèòóäíûå
ñîñòàâëÿþùèå, èìååò âèä

η1 = η2 = η3 =
√
1 + ar, ϕ = ψ = 0. (45)

Ìàòðèöà óñòîé÷èâîñòè ýòîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ ðàñïàäàåòñÿ íà äâà áëî-
êà:

A1 =

( −2− 3ar 0 ar
ar −2− 3ar 0
0 ar −2− 3ar

)
(46)

è

A2 =

(
−2ar −ar
ar −ar

)
. (47)
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Ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèö (46), (47) èìåþò âèä

λ1 = −2ar − 2, λ2,3 = −
7

2
ar − 2±

√
3

2
iar, λ4,5 =

(
−3
2
±
√
3

2
i

)
ar,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî óñëîâèåì óñòîé÷èâîñòè ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ (45), ÿâ-
ëÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

ar > 0. (48)

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ó êâàçèíîðìàëüíîé ôîðìû (33) îäíîìî-
äîâûõ ðåæèìîâ íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå óñëîâèÿ (38), êîòîðîå âûïîëíÿåòñÿ
äëÿ ñêîëü óãîäíî áîëüøîãî êîíå÷íîãî ÷èñëà íîìåðîâ r ïðè ïîäõîäÿùåì âû-
áîðå âõîäÿùèõ ïàðàìåòðîâ β è γ, òåì ñàìûì, ðåàëèçóåòñÿ õîðîøî èçâåñòíîå
ÿâëåíèå áóôåðíîñòè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, âûáîð çíàêà ïàðàìåòðà ar îïðåäåëÿ-
åò ðàñïðåäåëåíèå êîëåáàíèé ïî îäíîíàïðàâëåííî ñâÿçàííûì îñöèëëÿòîðàì.
Â ïåðâîì ñëó÷àå (óñëîâèå (44)) êîëåáàíèÿ ïðîèñõîäÿò ñ ðàçíîñòüþ ôàç ðàâ-

íîé
2π

3
, à âî âòîðîì (óñëîâèå (48)) ðàçíîñòü ôàç ðàâíà π. Ïðèâåäåííûå âû-

âîäû â ñèëó òåîðåìû 8 î ñîîòâåòñòâèè ìîãóò áûòü ïåðåíåñåíû íà èñõîäíóþ
ñèñòåìó (25).

Â Çàêëþ÷åíèè ïðèâåäåíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû, êîòîðûå ñî-
ñòîÿò â ñëåäóþùåì:

1. Âûïîëíåí áèôóðêàöèîííûé àíàëèç äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, ìîäåëèðó-
þùèõ öåïî÷êè è ðåøåòêè âçàèìîäåéñòâóþùèõ îñöèëëÿòîðîâ â îïûòå
Ñêîòòà.

2. Íàéäåíû óñëîâèÿ ñîñóùåñòâîâàíèÿ áîëüøîãî ÷èñëà óñòîé÷èâûõ îäíî-
è ìíîãîêîìïîíåíòíûõ ðåæèìîâ â ñèñòåìàõ Ñêîòòà.

3. Äëÿ ñèñòåìû îäíîíàïðàâëåííî ñâÿçàííûõ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûõ
ñêàëÿðíûõ íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé ñ
äâóìÿ çàïàçäûâàíèÿìè ïîêàçàíî, ÷òî ïðè ïîäõîäÿùåì âûáîðå ïàðà-
ìåòðîâ â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ýòîé ñèñòåìû ìîæåò ñîñóùåñòâîâàòü
ëþáîå íàïåðåä çàäàííîå êîíå÷íîå ÷èñëî óñòîé÷èâûõ ïåðèîäè÷åñêèõ
äâèæåíèé.
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