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Ââåäåíèå

Îäíèì èç ôóíäàìåíòàëüíûõ ïðåäïîëîæåíèé, ëåæàùèì â îñíîâàíèè âñåõ
ìîäåëåé ðîñòà, ÿâëÿåòñÿ ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî ÷èñëåííîñòü ïîïóëÿöèè
ïðîïîðöèîíàëüíà ñêîðîñòè ðîñòà ïîïóëÿöèè. Íàïðèìåð, ìíîãèå îäíîêëåòî÷-
íûå îðãàíèçìû ðàçìíîæàþòñÿ ïðîñòûì äåëåíèåì, ò.å. óäâîåíèåì ÷èñëà êëå-
òîê ÷åðåç îïðåäåëåííûå èíòåðâàëû âðåìåíè, íàçûâàåìûìè õàðàêòåðíûìè
âðåìåíàìè äåëåíèÿ. Äëÿ ñëîæíî îðãàíèçîâàííûõ ðàñòåíèé è æèâîòíûõ ðàç-
ìíîæåíèå ïðîèñõîäèò ïî áîëåå ñëîæíîìó çàêîíó, íî â ïðîñòåéøåé ìîäåëè
ìîæíî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ñêîðîñòü ðàçìíîæåíèÿ âèäà ïðîïîðöèîíàëüíà ÷èñ-
ëåííîñòè ýòîãî âèäà.

Èìåííî òàêóþ ïåðâóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü äëÿ îïèñàíèÿ äèíàìèêè
èçìåíåíèÿ ÷èñëåííîñòè âèäà ïðåäëîæèë îñíîâîïîëîæíèê ìàòåìàòè÷åñêèõ
ïîïóëÿöèîííûõ ìîäåëåé Òîìàñ Ìàëüòóñ â 1798 ã. [92]. Ñîãëàñíî åãî ïðåä-
ñòàâëåíèÿì ëþáîé âèä ïðè áëàãîïðèÿòíûõ óñëîâèÿõ óâåëè÷èâàåò ñâîþ ÷èñ-
ëåííîñòü ïî ýêñïîíåíöèàëüíîìó çàêîíó, ò.å.

Ṅ = rN, (0.0.1)

ãäå N � ÷èñëåííîñòü âèäà, r � îòíîñèòåëüíûé êîýôôèöèåíò ðîñòà. Çàêîí
Ìàëüòóñà ïðåêðàñíî ñîãëàñóåòñÿ ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè íà îãðàíè-
÷åííûõ âðåìåííûõ èíòåðâàëàõ, êîãäà ðàçìåð ïîïóëÿöèè íå ñëèøêîì âåëèê.
Â ÷àñòíîñòè, îí èñïîëüçîâàëñÿ ×àðëüçîì Äàðâèíîì ïðè ðàçðàáîòêå èì òåî-
ðèè áîðüáû çà ñóùåñòâîâàíèå [30].

Â óðàâíåíèè (0.0.1) ñîâñåì íå ó÷èòûâàþòñÿ ôàêòîðû, ïðåïÿòñòâóþùèå
ðîñòó ïîïóëÿöèè, òàêèå êàê, íàïðèìåð, îãðàíè÷åííîñòü äîñòóïíîé ïèùè èëè
ðàçìåðà òåððèòîðèè îáèòàíèÿ, âîçðàñò îñîáåé, ðàçëè÷íûå áîëåçíè è ìíîãèå
äðóãèå. Â 1835 ãîäó Ëàìáåð ÀäîëüôÆàê Êåòëå è Ïüåð Ôðàíñóà Ôåðõþëüñò,
ðàçâèâàÿ èäåè Ìàëüòóñà, ïðåäïîëîæèëè, ÷òî ÷èñëåííîñòü âèäà èçìåíÿåòñÿ
â ñîîòâåòñòâèè ñ çàêîíîì, çàäàâàåìûì ëîãèñòè÷åñêèì óðàâíåíèåì [101]:

Ṅ = rN(1−N/K), (0.0.2)
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ãäå K � ñðåäíèé ðàçìåð ïîïóëÿöèè, çàâèñÿùèé îò åìêîñòè ñðåäû, ò.å. îò
êîëè÷åñòâà ïèùè è ðàçìåðà àðåàëà îáèòàíèÿ. Ëîãèñòè÷åñêèé çàêîí áûë ïî-
âòîðíî îòêðûò Ðåéìîíäîì Ïèðëîì è Ëîóýëîì Äæåéêîáîì Ðèäîì â 1920
ãîäó.

Óðàâíåíèå (0.0.2) îáëàäàåò äîñòàòî÷íî ïðîñòîé äèíàìèêîé, è ïðè ýòîì
ëîãèñòè÷åñêèé çàêîí, çàäàííûé òàêèì îáðàçîì, î÷åíü õîðîøî îïèñûâàåò äè-
íàìèêó ðîñòà ïîïóëÿöèè ïðîñòåéøèõ ìèêðîîðãàíèçìîâ: âñå ðåøåíèÿ ñ ïî-
ëîæèòåëüíûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè ñòðåìÿòñÿ ê 1 ïðè t→∞.

Îäíàêî ëîãèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå (0.0.2) çàâåäîìî íå ïðèìåíèìî äëÿ ìî-
äåëèðîâàíèÿ äèíàìèêè ÷èñëåííîñòè áîëüøèíñòâà âèäîâ ìëåêîïèòàþùèõ.
Âñå äåëî çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ÷èñëåííîñòü ìàññîâûõ âèäîâ ìëåêîïèòà-
þùèõ ðåçêî ìåíÿåòñÿ ñ òå÷åíèåì âðåìåíè. Îñöèëëÿöèè ÷èñëåííîñòè ïîïó-
ëÿöèé îñîáåííî ÿðêî âûðàæåíû â ñåâåðíûõ àðåàëàõ îáèòàíèÿ (íàïðèìåð,
â Êàíàäå [89] è ßêóòèè [49]). Áèîöåíîçû â íèõ ñîäåðæàò ìàëî ðàçëè÷íûõ
âèäîâ, ÷òî ïîçâîëÿåò â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ïðåíåáðå÷ü âëèÿíèåì êîíêó-
ðåíòîâ è õèùíèêîâ. Ýòî ñóùåñòâåííî, òàê êàê ñòàíäàðòíîå ïðåäñòàâëåíèå,
èäóùåå îò Âèòî Âîëüòåððà [103], ïðàêòè÷åñêè âñåõ, çàíèìàþùèõñÿ ìîäåëè-
ðîâàíèåì [48], òàêîâî: â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå âîçíèêíîâåíèå êîëåáàíèé ÿâëÿ-
åòñÿ ñëåäñòâèåì âçàèìîäåéñòâèÿ õèùíèêà ñî ñâîåé æåðòâîé. Ïîä äàâëåíèåì
àâòîðèòåòà Âîëüòåððà îíè âñòóïàþò â êîíôëèêò ñ îáùåïðèíÿòîé òî÷êîé
çðåíèÿ áèîëîãîâ, êîòîðûå ñ÷èòàþò, ÷òî âíóòðèâèäîâàÿ áîðüáà çíà÷èòåëüíî
âàæíåå õèùíè÷åñòâà è êîíêóðåíöèè. Òåì ñàìûì âåäóùåé ïðè÷èíîé âîçíèê-
íîâåíèÿ êîëåáàíèé ÷èñëåííîñòè äîëæíà áûòü âíóòðèâèäîâàÿ áîðüáà. Â ñâîþ
î÷åðåäü, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ
ìàòåìàòè÷åñêîé ýêîëîãèè îáÿçàíî áûòü àâòîêîëåáàòåëüíûì. Ê íàñòîÿùåìó
âðåìåíè íàêîïëåíî äîñòàòî÷íî ìíîãî ïðèðîäíûõ íàáëþäåíèé, ïîäòâåðæäà-
þùèõ ïðèâåäåííóþ òî÷êó çðåíèÿ.

Â ñâÿçè ñ ýòèì â 1948 ã. Äæîðäæåì Õàò÷èíñîíîì [78] áûëî ïðåäëîæåíî
ñëåäóþùåå îáîáùåíèå ëîãèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (0.0.2):

u̇ = ru(t)(1− u(t− T )). (0.0.3)

Ââåäåíèå ïîëîæèòåëüíîé ïîñòîÿííîé T � âðåìåíè çàïàçäûâàíèÿ � ñòàëî
íåêîòîðîé ïîïûòêîé ó÷åñòü ôàêòîð çàïàçäûâàíèÿ, ñâÿçàííûé ñ âîçðàñòíîé
ñòðóêòóðîé ïîïóëÿöèè. Äàííîå óðàâíåíèå áûëî íàçâàíî óðàâíåíèåì Õàò÷èí-
ñîíà, è îíî îïèñûâàåò ñëåäóþùóþ ñèòóàöèþ: âèä îáèòàåò â îäíîðîäíîé ñðå-
äå, ìèãðàöèîííûå ôàêòîðû íåñóùåñòâåííû, è èìååòñÿ çàäàííîå êîëè÷åñòâî
ïèùè, êîòîðîå âîçîáíîâëÿåòñÿ ïðè óìåíüøåíèè ÷èñëåííîñòè ïîïóëÿöèè.

Òàêàÿ ñèòóàöèÿ èçó÷àëàñü ýêñïåðèìåíòàëüíî â ëàáîðàòîðíûõ óñëîâèÿõ
íà ìûøåâèäíûõ, êîòîðûì ðàç â íåñêîëüêî äíåé äàâàëîñü ñòðîãî îïðåäåëåí-
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íîå êîëè÷åñòâî ïèùè. Áûëî çàìå÷åíî ñëåäóþùåå: ïðè ìàëîì ðàçìåðå ïî-
ïóëÿöèè èäåò èíòåíñèâíîå ðàçìíîæåíèå (ðàáîòàåò çàêîí Ìàëüòóñà); ÷åðåç
íåêîòîðîå âðåìÿ ïèùè óæå âñåì íå õâàòàåò, íàáëþäàþòñÿ ñòðåññû çà ñ÷åò
ïåðåíàñåëåííîñòè, ÷òî â ñîâîêóïíîñòè ïðèâîäèò ê ñíèæåíèþ ïëîäîâèòîñòè;
íà÷èíàåò ñêàçûâàòüñÿ ôàêòîð çàïàçäûâàíèÿ, òàê êàê ðàíåå ïðè îòíîñèòåëü-
íî áëàãîïðèÿòíûõ óñëîâèÿõ áûëî ïðîèçâåäåíî ñëèøêîì ìíîãî ìîëîäûõ îñî-
áåé, êîòîðûå, ïîäðàñòàÿ, àêòèâíî âêëþ÷àþòñÿ âî âíóòðèâèäîâóþ áîðüáó, ÷òî
ïðèâîäèò ê ðåçêîìó ñíèæåíèþ ÷èñëåííîñòè; çàòåì ïðîöåññ ïîâòîðÿåòñÿ ñíà-
÷àëà.

Èçó÷åíèå äèíàìèêè óðàâíåíèÿ Õàò÷èíñîíà âûÿâèëî âñþ åãî ñëîæíîñòü,
áîãàòñòâî è îáúÿñíèëî ðåçóëüòàòû îïèñàííîãî âûøå ýêñïåðèìåíòà. Ïðè
rT 6 37/24 âñå ðåøåíèÿ (0.0.3) ñ ïîëîæèòåëüíîé íà÷àëüíîé ôóíêöèåé òîæå
ñòðåìÿòñÿ ê 1 ïðè t → ∞ [80]. Ïðè λ = rT 6 π/2 ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ
u0 ≡ 1 àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî, à ïðè λ = rT > π/2 ýòî óðàâíåíèå èìå-
åò ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå u0(t, λ) [79]. Ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ çíà÷åíèÿõ
λ− π/2 è ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ λ ýòîò öèêë îðáèòàëüíî àñèìïòîòè÷åñêè
óñòîé÷èâ [83]. Îòìåòèì åùå, ÷òî êîëè÷åñòâî íåóñòîé÷èâûõ ïåðèîäè÷åñêèõ
ðåøåíèé (0.0.3) íåîãðàíè÷åííî ðàñòåò ïðè λ→∞ [35].

Îòìåòèì, ÷òî äèñêðåòíîå çàïàçäûâàíèå ó÷èòûâàåò ðàçìåð ïîïóëÿöèè â
ìîìåíò âðåìåíè, îòñòîÿùèé îò äàííîãî íà íåêîòîðîå îïðåäåëåííîå ÷èñëî
âðåìåííûõ åäèíèö. Óðàâíåíèÿ ñ äèñêðåòíûì çàïàçäûâàíèåì òàêæå ÷àñòî
âñòðå÷àþòñÿ â äðóãèõ îáëàñòÿõ, â ÷àñòíîñòè â òåîðèè óïðàâëåíèÿ. Íàïðè-
ìåð, íåêîòîðûå çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîé ïñèõîëîãèè ìîäåëèðóþòñÿ ïðè ïî-
ìîùè òåîðèè óïðàâëåíèÿ [66,67]. Äèñêðåòíîå çàïàçäûâàíèå ìîæåò ñëóæèòü
äîñòàòî÷íî òî÷íûì îïèñàíèåì íåêîòîðûõ ÿâëåíèé, íàïðèìåð, ìîäåëèðîâà-
íèå ñ åãî ïîìîùüþ íåðâíîãî èìïóëüñà êàê ñèãíàëà, ïåðåäàþùåãîñÿ ÷åðåç
îáðàòíóþ ñâÿçü [109]. Â äðóãèõ ñèòóàöèÿõ ââåäåíèå äèñêðåòíîãî çàïàçäûâà-
íèÿ íå èìååò ñìûñëà, íàïðèìåð, çàãðÿçíåíèå îêðóæàþùåé ñðåäû óìåðøèìè
îðãàíèçìàìè íîñèò êóìóëÿòèâíûé õàðàêòåð. Îäíàêî, äàæå êîãäà äèñêðåò-
íîå çàïàçäûâàíèå äîñòàòî÷íî õîðîøî îïèñûâàåò ðåàëüíóþ ìîäåëü, âïîëíå
âåðîÿòíî, ÷òî íà ñàìîì èìååò ìåñòî íåêîòîðîå ¾ðàçìûòèå¿ çàïàçäûâàíèÿ
âáëèçè êàêîãî-òî ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ.

Ðàçâèòèå èäåè çàïàçäûâàíèÿ ïðèâåëî ê âîçíèêíîâåíèþ ìîäåëåé, â êîòî-
ðûõ ïîñëåäåéñòâèå ó÷èòûâàåòñÿ áîëåå òîíêî: âìåñòî îäíîãî çàïàçäûâàíèÿ
ïîÿâèëîñü íåñêîëüêî, çàïàçäûâàíèå è êîýôôèöèåíòû íà÷àëè çàâèñåòü îò
âðåìåíè, íàðÿäó ñ ñîñðåäîòî÷åííûì ñòàëè ðàññìàòðèâàòü ðàñïðåäåë¼ííîå
çàïàçäûâàíèå è ò.ä.

Áèîëîãè÷åñêèå ñèñòåìû âñòóïàþò âî âçàèìîäåéñòâèå äðóã ñ äðóãîì íà
âñåõ óðîâíÿõ, òàêèõ êàê âçàèìîäåéñòâèå áèîìàêðîìîëåêóë â ïðîöåññå áèîõè-
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ìè÷åñêèõ ðåàêöèé èëè âçàèìîäåéñòâèå âèäîâ â ïîïóëÿöèÿõ. Âçàèìîäåéñòâèå
ìîæåò ïðîòåêàòü â ñòðóêòóðàõ, òîãäà ñèñòåìà ìîæåò áûòü îõàðàêòåðèçîâàíà
îïðåäåëåííûì íàáîðîì ñîñòîÿíèé, òàê ïðîèñõîäèò íà óðîâíå ñóáêëåòî÷íûõ,
êëåòî÷íûõ è îðãàíèçìåííûõ ñòðóêòóð. Êèíåòèêà ïðîöåññîâ â ñòðóêòóðàõ
â ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëÿõ, êàê ïðàâèëî, îïèñûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ñèñòåì
óðàâíåíèé äëÿ âåðîÿòíîñòåé ñîñòîÿíèé êîìïëåêñîâ. Â ñëó÷àå, êîãäà âçàèìî-
äåéñòâèå ïðîèñõîäèò ñëó÷àéíî, åãî èíòåíñèâíîñòü îïðåäåëÿåòñÿ êîíöåíòðà-
öèåé âçàèìîäåéñòâóþùèõ êîìïîíåíòîâ è èõ ïîäâèæíîñòüþ � îáîáùåííîé
äèôôóçèåé. Èìåííî òàêèå ïðåäñòàâëåíèÿ ïðèíÿòû â áàçîâûõ ìîäåëÿõ âçàè-
ìîäåéñòâèÿ âèäîâ. Îäíîé èç êëàññè÷åñêèõ êíèã, â êîòîðîé ðàññìàòðèâàþòñÿ
ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè âçàèìîäåéñòâèÿ âèäîâ, ÿâëÿåòñÿ [103]. Ñòðåìëåíèå
ê ðîñòó è ðàçìíîæåíèþ âåäåò ê ðàñïðîñòðàíåíèþ â ïðîñòðàíñòâå, çàíÿ-
òèþ íîâîãî àðåàëà îáèòàíèÿ, ýêñïàíñèè æèâûõ îðãàíèçìîâ. Ìîäåëü ïðî-
öåññà ýâîëþöèè áèîëîãè÷åñêîãî âèäà â ðàìêàõ ïðåäëîæåííîé Ðîíàëüäîì
Ôèøåðîì [64] òåîðèè ãåíîòèïîâ áûëà èññëåäîâàíà Àíäðååì Íèêîëàåâè÷åì
Êîëìîãîðîâûì, Èâàíîì Ãåîðãèåâè÷åì Ïåòðîâñêèì è Íèêîëàåì Ñåìåíîâè-
÷åì Ïèñêóíîâûì â ðàáîòå [44]. Îíè ïîêàçàëè, ÷òî çàäà÷à âûòåñíåíèÿ îäíîãî
áèîëîãè÷åñêîãî âèäà äðóãèì äîìèíàíòíûì âèäîì íà íåêîòîðîé òåððèòîðèè
ìîæåò áûòü ñâåäåíà ê ðåøåíèþ ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñ íåëèíåéíûì
ìëàäøèì ÷ëåíîì. Ðàññìîòðèì ïîñòàíîâêó çàäà÷è î ðàñïðîñòðàíåíèè âèäà â
àêòèâíîé � áîãàòîé ýíåðãèåé (ïèùåé) ñðåäå.

Ïóñòü â ëþáîé òî÷êå ïðÿìîé x > 0 ðàçìíîæåíèå âèäà îïèñûâàåòñÿ ôóíê-
öèåé f(x) = x(1 − x). Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè âñÿ îáëàñòü ñëåâà îò
íóëÿ çàíÿòà âèäîì x, êîíöåíòðàöèÿ êîòîðîãî áëèçêà ê åäèíèöå. Ñïðàâà îò
íóëÿ � ïóñòàÿ òåððèòîðèÿ. Â ìîìåíò âðåìåíè t = 0 âèä íà÷èíàåò ðàñïðî-
ñòðàíÿòüñÿ (äèôôóíäèðîâàòü) âïðàâî ñ êîíñòàíòîé äèôôóçèè D. Ïðîöåññ
îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì:

∂x

∂t
= f(x) +D

∂2x

∂r2
. (0.0.4)

Ïðè t > 0 â òàêîé ñèñòåìå íà÷èíàåò ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ âîëíà êîíöåí-
òðàöèé â îáëàñòü r > 0, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì äâóõ ïðîöåññîâ:
ñëó÷àéíîãî ïåðåìåùåíèÿ îñîáåé (äèôôóçèè ÷àñòèö) è ðàçìíîæåíèÿ, îïè-
ñûâàåìîãî ôóíêöèåé f(x). Ñ òå÷åíèåì âðåìåíè ôðîíò âîëíû ïåðåìåùàåòñÿ
âïðàâî, ïðè÷åì åãî ôîðìà ïðèáëèæàåòñÿ ê îïðåäåëåííîé ïðåäåëüíîé ôîð-
ìå. Ñêîðîñòü ïåðåìåùåíèÿ âîëíû îïðåäåëÿåòñÿ êîýôôèöèåíòîì äèôôóçèè
è ôîðìîé ôóíêöèè f(x), è äëÿ ôóíêöèè f(x), ðàâíîé íóëþ ïðè x = 0 è x = 1
è ïîëîæèòåëüíîé â ïðîìåæóòî÷íûõ òî÷êàõ, âûðàæàåòñÿ ïðîñòîé ôîðìóëîé:
λ = 2

√
Df ′(0).
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Óðàâíåíèå (0.0.4) èíîãäà íàçûâàþò óðàâíåíèåì Ôèøåðà èëè Ôèøåðà-
Êîëìîãîðîâà-Ïåòðîâñêîãî-Ïèñêóíîâà.

Äàííîå óðàâíåíèå íàõîäèò ïðèìåíåíèå â øèðîêîé îáëàñòè ïðèëîæåíèé,
ñâÿçàííûõ ñ ðàñïðîñòðàíåíèåì â ïðîñòðàíñòâå âîëí ðàçëè÷íîé ïðèðîäû, îò
òåîðèè ãîðåíèÿ, êîíöåíòðàöèè íåêîòîðîãî ðåàãèðóþùåãî âåùåñòâà äî âîëí
ïëîòíîñòè ïîïóëÿöèè. Ñðåäè áîëüøîãî êîëè÷åñòâà ïóáëèêàöèé, ïîñâÿùåí-
íûõ äàííîé òåìå, âûäåëèì êíèãè [61,93,102], â êîòîðûõ ñîäåðæàòñÿ ñóììè-
ðóþùèå ðåçóëüòàòû ïî ïðîáëåìå, îòìåòèì òàêæå îáøèðíûé áèáëèîãðàôè-
÷åñêèé ñïèñîê, ñîäåðæàùèéñÿ â [102].

Îòìåòèì òàêæå ðàáîòû [45, 51], â êîòîðûõ äëÿ íåêîòîðûõ ñïåöèàëüíûõ
ñëó÷àåâ íàéäåíû òî÷íûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (0.0.4).

Äëÿ ëþáûõ êëàññè÷åñêèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (íàïðèìåð, äëÿ óñëîâèé

Íåéìàíà:
∂u

∂x

∣∣∣∣
x=a

=
∂u

∂x

∣∣∣∣
x=b

= 0; ïåðèîäè÷åñêèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé u(t, x +

T ) ≡ u(t, x) è ðÿäà äðóãèõ) óðàâíåíèå (0.0.4) èìååò òîëüêî îäèí àòòðàê-
òîð � îäíîðîäíîå ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ u0 ≡ 1. Âñå îñòàëüíûå ñîñòîÿíèÿ
ðàâíîâåñèÿ íåóñòîé÷èâû.

Äîáàâëåíèåì â óðàâíåíèå (0.0.4) çàïàçäûâàíèÿ â ðàáîòàõ [53,71,108] íà-
÷àëîñü èçó÷åíèå ïîëîæèòåëüíûõ ôðîíòîâ âîëíû â óðàâíåíèè

∂u

∂t
=
∂2u

∂x2
+ u[1− u(t− h, x)]. (0.0.5)

Ñ òåõ ïîð ýòà ìîäåëü ñòàëà îäíèì èç ñàìûõ ïîïóëÿðíûõ îáúåêòîâ èññëåäî-
âàíèé óðàâíåíèé áåãóùèõ âîëí òèïà ¾ðåàêöèÿ-äèôôóçèÿ¿ [29,73]. Ðåøåíèÿ
â âèäå áåãóùåé âîëíû � ýòî ñïåöèàëüíûé òèï ðåøåíèÿ, îáû÷íî õàðàêòå-
ðèçóåìîå êàê èíâàðèàíòíîå ïî îòíîøåíèþ ê ïåðåíîñó â ïðîñòðàíñòâå. Ñ
ôèçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ áåãóùèå âîëíû îïèñûâàþò ïðîöåññ ïåðåíîñà. Òà-
êèå ïðîöåññû ïåðåíîñà (îò îäíîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ â äðóãîå) îáû÷íî
¾çàáûâàþò¿ ñâîè íà÷àëüíûå óñëîâèÿ è ñâîéñòâà ñàìîé ñðåäû. Èíôîðìàöèÿ
îá óñòîé÷èâîñòè ôðîíòîâ áåãóùèõ âîëí äëÿ óðàâíåíèÿ (0.0.5) ìîæíî íàéòè
â [57,88,96,110].

Óðàâíåíèå (0.0.5) (òàêæå íàçûâàåìîå óðàâíåíèåì Õàò÷èíñîíà ñ äèô-
ôóçèåé) ëîãè÷íî ðàññìàòðèâàòü êàê åñòåñòâåííûé ïðîòîòèï óðàâíåíèÿ
¾ðåàêöèè-äèôôóçèè¿ ñ çàïàçäûâàíèåì. Ìíîãî àâòîðîâ óäåëèëè åìó ñâîå
âíèìàíèå [52,53,63,70,74,91,104,108,112]. Â ÷àñòíîñòè, ñóùåñòâîâàíèå ôðîí-
òà áåãóùåé âîëíû, ñâÿçàííîãî ñ ïðîñòûì è ïîëîæèòåëüíûì ñòàöèîíàðíûì
ñîñòîÿíèåì â óðàâíåíèè (0.0.5) (è åãî íåëîêàëüíûå îáîáùåíèÿ), áûëî èçó÷å-
íî â [52,53,60,63,71,95,104,108]. Â ñòàòüå [72] Ñòåôåí Ãóðëè è Íèê Áðèòòîí
ïîêàçàëè, ÷òî ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ â âèäå áåãóùåé âîëíû ñ ìàëîé àìïëè-
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òóäîé, áëèçêèå ê áèôóðêàöèè, ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî íåóñòîé÷èâûìè. Ðåøåíèÿ
ñ áîëüøîé àìïëèòóäîé òàêîãî âèäà îêàçûâàþòñÿ óñòîé÷èâûìè. Íàïðèìåð
Ïèòåð Àøâèí è äð. [53] çàìåòèëè óñòîé÷èâûå öóãè âîëí ñ áîëüøèìè àìïëè-
òóäàìè â óðàâíåíèè (0.0.5). Ýòè ðåøåíèÿ øëè çà ôðîíòîì âîëíû â ñëó÷àå,
êîãäà îäíîðîäíîå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ u = 1 íåóñòîé÷èâî, ò.å. ðåøåíèÿ
òèïà ôðîíòà áåãóùåé âîëíû ñ ïîñòîÿííîé ôîðìîé (ñîåäèíÿþùåå ïîëîæå-
íèÿ ðàâíîâåñèÿ 0 è 1) íå îæèäàåòñÿ. Òîò ôàêò, ÷òî ïåðèîäè÷åñêèå áåãóùèå
âîëíû ñ ìàëîé àìïëèòóäîé íåóñòîé÷èâû, òîãäà êàê ñ áîëüøîé àìïëèòóäîé
� óñòîé÷èâû, êîððåëèðóåò ñ àíàëîãè÷íûì íàáëþäåíèåì, ñäåëàííûì Êîïåëü
è Õîâàðäîì [85] äëÿ íåêîòîðîãî êëàññà ñèñòåì ðåàêöèè-äèôôóçèè.

Â ðàáîòå [69] ïðèâåäåíî ïîëíîå ðåøåíèå çàäà÷è ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèí-
ñòâåííîñòè ìîíîòîííûõ âîëí äëÿ óðàâíåíèÿ (0.0.5) è àíàëèòè÷åñêè ïîëó÷å-
íû çíà÷åíèÿ çàïàçäûâàíèÿ, ïðè êîòîðûõ ñóùåñòâóåò ðåøåíèå â âèäå áåãóùåé
âîëíû.

Ñèñòåìû ¾ðåàêöèÿ�äèôôóçèÿ¿ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé âàæíûé êëàññ íåëè-
íåéíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, â êîòîðûõ ïðîñòðàíñòâåííî íåîäíîðîäíûå êî-
ëåáàòåëüíûå ðåæèìû îáóñëîâëåíû íàëè÷èåì äèôôóçèîííîé ñîñòàâëÿþùåé.

Ðàññìîòðèì ïàðàáîëè÷åñêóþ êðàåâóþ çàäà÷ó âèäà

∂u

∂t
= νD∆u+ F (u),

∂u

∂~n

∣∣∣
∂Ω

= 0, (0.0.6)

ãäå ∆ � îïåðàòîð Ëàïëàñà; u ∈ Rk, k > 2; D = diag{d1, . . . , dk}, dj > 0,
j = 1, . . . , k; ν � ïàðàìåòð, îòâå÷àþùèé çà ïðîïîðöèîíàëüíîå óìåíüøå-
íèå êîýôôèöèåíòîâ äèôôóçèè; ~n � âíåøíÿÿ íîðìàëü ê äîñòàòî÷íî ãëàäêîé
ãðàíèöå ∂Ω îãðàíè÷åííîé îáëàñòè Ω ⊂ Rm, m > 1; F (u) � ãëàäêàÿ âåêòîð-
ôóíêöèÿ. Ýòó ñèñòåìó ïðèíÿòî íàçûâàòü ñèñòåìîé ðåàêöèÿ-äèôôóçèÿ, îíà
ñëóæèò ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ ìíîãèõ áèîôèçè÷åñêèõ è ýêîëîãè÷åñêèõ
ïðîöåññîâ [10,46,94].

Ïîä òåðìèíîì ¾äèôôóçèîííûé õàîñ¿ áóäåì ïîíèìàòü ñòðàííûé àòòðàê-
òîð êðàåâîé çàäà÷è (0.0.6), íåòðèâèàëüíî çàâèñÿùèé îò ïðîñòðàíñòâåííîé
ïåðåìåííîé. Íàèáîëåå ïîïóëÿðíûì â íàñòîÿùåå âðåìÿ îïðåäåëåíèåì õàîñà
ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèå ïî Äåâàíè [62]. Îíî ôîðìóëèðóåòñÿ äëÿ íåïðåðûâíîãî
îòîáðàæåíèÿ f : X → X â íåêîòîðîì ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå X. Íàëè-
÷èå õàîòè÷åñêîé äèíàìèêè îïðåäåëÿåòñÿ òðåìÿ óñëîâèÿìè: f äîëæíî áûòü
òðàíçèòèâíî, ïåðèîäè÷åñêèå òðàåêòîðèè f ïëîòíû â X è f ñóùåñòâåííî çà-
âèñèìà îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé. Âñëåä çà ðàáîòîé [62] äîâîëüíî áûñòðî ïîÿâè-
ëèñü ñòàòüè [54, 55, 99, 100], â êîòîðûõ ýòî îïðåäåëåíèå ïîäâåðãëîñü âñåñòî-
ðîííåìó àíàëèçó. Äðóãèå îïðåäåëåíèÿ õàîñà ìîãóò áûòü íàéäåíû â [43, 84].
Â ÷àñòíîñòè, â ðàáîòå [43] ïðåäëàãàåìîå îïðåäåëåíèå îáîáùàåò èçâåñòíîå
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îïðåäåëåíèå Äåâàíè è ïîçâîëÿåò ó÷åñòü îäíó ñïåöèôè÷åñêóþ îñîáåííîñòü,
âîçíèêàþùóþ â íåêîìïàêòíîì è áåñêîíå÷íîìåðíîì ñëó÷àå, � òàê íàçûâàå-
ìûé òóðáóëåíòíûé õàîñ. Ñðåäè âñåõ îïðåäåëåíèé îáùåïðèíÿòûì ÿâëÿåòñÿ
ëèøü òîò ôàêò, ÷òî îñíîâíîé õàðàêòåðèñòèêîé õàîòè÷åñêîé äèíàìèêè ÿâëÿ-
åòñÿ ñóùåñòâåííàÿ çàâèñèìîñòü îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé. Íî ïðè ýòîì îäíîé
òîëüêî ñóùåñòâåííîé çàâèñèìîñòè íåäîñòàòî÷íî äëÿ ïîëó÷åíèÿ õàîòè÷åñêî-
ãî ïîòîêà. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ñóùåñòâóþò äâå êîíöåïöèè äèôôóçèîííîãî
õàîñà � ìàëîìîäîâûé è ìíîãîìîäîâûé õàîñ. Ïåðâûé èç íèõ ìîæåò âîçíè-
êàòü â ñèñòåìå (0.0.6) ïðè ¾ñðåäíèõ¿ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà ν, à âòîðîé � ïðè
ν → 0.

Èíòåðåñ ê ìàëîìîäîâîìó õàîñó èíèöèèðîâàí èçâåñòíûìè ðàáîòàìè Ýä-
âàðäà Íîðòîíà Ëîðåíöà [90], à òàêæå Äàâèäà Ðþýëÿ è Ôëîðèñà Òàêåíñà [98],
à çàòåì Éîøèêè Êóðàìîòî [87], â êîòîðûõ áûë ïîñòàâëåí îáùèé âîïðîñ:
ìîæíî ëè ñâÿçàòü ñòîõàñòè÷åñêèå ðåæèìû â ðàñïðåäåëåííîé ñèñòåìå, èìåþ-
ùåé áåñêîíå÷íî ìíîãî ñòåïåíåé ñâîáîäû, ñ íàëè÷èåì ñòðàííîãî àòòðàêòîðà
â ñèñòåìå íåáîëüøîãî ÷èñëà îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé,
ïðåäñòàâëÿþùåé óïðîùåííóþ ìîäåëü èñõîäíîé ñèñòåìû. Â ðÿäå ñëó÷àåâ ýòî
äåéñòâèòåëüíî óäàåòñÿ ñäåëàòü. Äëÿ ïðèìåðà ñîøëåìñÿ íà èçâåñòíîå óðàâ-
íåíèå Ãèíçáóðãà � Ëàíäàó, äëÿ êîòîðîãî ñôîðìóëèðîâàííûé âîïðîñ áûë
ðåøåí â ðàáîòå [10] äëÿ íåêîòîðûõ òèïîâ êðàåâûõ óñëîâèé. Òî÷íåå ãîâîðÿ,
â [10] ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè áûë îáíàðóæåí ñòðàííûé àòòðàêòîð â òðåõìåð-
íîé ñèñòåìå, ïîëó÷àþùåéñÿ èç óðàâíåíèÿ Ãèíçáóðãà � Ëàíäàó íà îòðåçêå
ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè Íåéìàíà â ðåçóëüòàòå äâóõìîäîâîé ãàëåðêèíñêîé
àïïðîêñèìàöèè. Äðóãîé ïðèìåð � àíàëèç ñòðàííûõ àòòðàêòîðîâ ïðîñòåé-
øèõ êîíå÷íî-ðàçíîñòíûõ àïïðîêñèìàöèé êðàåâûõ çàäà÷ âèäà (0.0.6) íà îò-
ðåçêå (ñì. [21]).

Ìíîãîìîäîâûé äèôôóçèîííûé õàîñ ñíà÷àëà áûë òåîðåòè÷åñêè îïèñàí â
ñòàòüå [42], ïîñâÿùåííîé èññëåäîâàíèþ äèíàìèêè íåëèíåéíûõ îñöèëëÿòî-
ðîâ, ñëàáî ñâÿçàííûõ ÷åðåç äèôôóçèþ, åãî ÷èñëåííûé àíàëèç ïðîäåëàí â
ðàáîòàõ àâòîðà [20,23], èç ðåçóëüòàòîâ êîòîðûõ âûòåêàåò âàæíîå ñëåäñòâèå:
åñëè â ñèñòåìå (0.0.6) íà îòðåçêå ïðè ν → 0 íàáëþäàåòñÿ äèôôóçèîííûé
õàîñ, òî åãî ëÿïóíîâñêàÿ ðàçìåðíîñòü íåîãðàíè÷åííî ðàñòåò. Îòìåòèì òàê-
æå ÷èñëåííûé àíàëèç óðàâíåíèÿ Ãèíçáóðãà-Ëàíäàó, âûïîëíåííûé â [17] äëÿ
ïåðèîäè÷åñêèõ êðàåâûõ óñëîâèé.

Ïðè èññëåäîâàíèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì âàæíûì âîïðîñîì ÿâëÿåòñÿ
îïðåäåëåíèå ñâîéñòâ àòòðàêòîðà ðåøåíèÿ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû: ÿâëÿåòñÿ
ëè ðåøåíèå ïåðèîäè÷åñêèì èëè èìååò õàîòè÷åñêóþ äèíàìèêó.

Ïî âíåøíåìó âèäó ðåøåíèÿ íå âñåãäà ìîæíî äàòü îäíîçíà÷íûé îòâåò,
îñîáåííî â ñëó÷àÿõ êâàçèïåðèîäè÷åñêèõ êîëåáàíèé, èìåþùèõ ñëîæíóþ ôîð-
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ìó è âèçóàëüíî ñëàáî îòëè÷èìûõ îò õàîòè÷åñêèõ. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ñóùå-
ñòâóþò ðàçíûå ïðàêòè÷åñêèå ïîäõîäû ê îïðåäåëåíèþ íàëè÷èÿ õàîñà: èññëå-
äîâàíèå ñïåêòðà êîëåáàíèé íà îñíîâå àíàëèçà Ôóðüå, âåéâëåò-àíàëèç äè-
íàìè÷åñêèõ ñèñòåì, ïðèìåíåíèè îòîáðàæåíèé Ïóàíêàðå (ñå÷åíèé ôàçîâîé
òðàåêòîðèè ïðè ïîìîùè ñåêóùåé ïîâåðõíîñòè).

Îñîáåííîñòüþ õàîòè÷åñêèõ êîëåáàíèé ÿâëÿåòñÿ èõ âûñîêàÿ ÷óâñòâèòåëü-
íîñòü ê ìàëûì èçìåíåíèÿì íà÷àëüíûõ óñëîâèé. Ïîýòîìó îäíèì èç íàèáîëåå
íàäåæíûõ ñïîñîáîâ äåòåêòèðîâàíèÿ õàîñà ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèå ñêîðîñòè
ðàçáåãàíèÿ òðàåêòîðèé, êîòîðàÿ îöåíèâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïîêàçàòåëåé Ëÿïó-
íîâà. Îïðåäåëåíèå ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà ìîæíî íàéòè â êíèãå [15]. Äëÿ
ëèíåéíîé ñèñòåìû èç n óðàâíåíèé, çàïèñàííîé â âåêòîðíîé ôîðìå

dx/dt = A(t)x, (0.0.7)

ãäå x ∈ Rn, à A(t) � n × n ìàòðèöà, ïîêàçàòåëü ðåøåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ
ôîðìóëîé

χ(x) = lim
t→∞

1

t
ln |x(t)|. (0.0.8)

Àíàëèç ñïåêòðà ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà øèðîêî ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ èññëåäîâà-
íèÿ ñëîæíîé äèíàìèêè â ñèñòåìàõ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé è â ìîäåëÿõ, ñâîäÿùèõñÿ ê îòîáðàæåíèÿì. Ñëó÷àè, êîãäà èõ óäàåòñÿ
íàéòè àíàëèòè÷åñêè, ÿâëÿþòñÿ èñêëþ÷èòåëüíî ðåäêèìè. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ
ñòàðøåãî ïîêàçàòåëÿ îáû÷íî ïðèìåíÿþò ìåòîä Áåíåòòèíà [56]. Äàëüíåéøåå
ðàçâèòèå äàííûé ìåòîä ïîëó÷èë â ðàáîòe [105]. Â íåé â âû÷èñëèòåëüíûé àë-
ãîðèòì àâòîðû äîáàâèëè ïåðåíîðìèðîâêó íà÷àëüíûõ óñëîâèé ïî àëãîðèòìó
Ãðàìà-Øìèäòà [16], ÷òî ïîçâîëèëî âû÷èñëÿòü ñïåêòð ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíî-
âà. Â êîíå÷íîìåðíîì ñëó÷àå, ïî òåîðåìå Îñåëåäåöà [47], ëèíåàðèçîâàííàÿ íà
àòòðàêòîðå ñèñòåìà âèäà (0.0.7) âñåãäà ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíîé ïî Ëÿïóíîâó,
è, òåì ñàìûì, âåðõíèé ïðåäåë ìîæåò áûòü çàìåíåí íà îáû÷íûé, ÷òî ïîç-
âîëÿåò ýôôåêòèâíî âû÷èñëÿòü ïîêàçàòåëè Ëÿïóíîâà. Â ñëó÷àå óðàâíåíèé
ñ çàïàçäûâàþùèì àðãóìåíòîì è êðàåâûõ çàäà÷ òàêóþ òåîðåìó äîêàçàòü íå
óäàåòñÿ. Ïîýòîìó ïðè ðàçðàáîòêå àëãîðèòìîâ âû÷èñëåíèÿ ëÿïóíîâñêèõ ýêñ-
ïîíåíò âàæíî èìåòü ìîäåëüíîå óðàâíåíèå ñ çàïàçäûâàíèåì, äëÿ êîòîðîãî
ñïåêòð ëÿïóíîâñêèõ ýêñïîíåíò ìîæåò áûòü âû÷èñëåí êàêèì-ëèáî äðóãèì
ñïîñîáîì. Íàëè÷èå òàêîé çàäà÷è ïîçâîëÿåò ïðîòåñòèðîâàòü ðàçðàáîòàííûé
àëãîðèòì è óáåäèòüñÿ â åãî ðàáîòîñïîñîáíîñòè. Â ñòàòüÿõ [11, 12] âû÷èñëÿ-
þòñÿ ñïåêòðû ëÿïóíîâñêèõ ýêñïîíåíò, îäíàêî îáîñíîâàíèÿ ïðåäëîæåííîãî
àëãîðèòìà, êàê âïðî÷åì è òåñòèðóþùåãî ïðèìåðà, àâòîðû íå ïðèâîäÿò.

Õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ïîêàçàòåëè Ëÿïóíîâà ïîçâîëÿþò ïðîâîäèòü êà÷å-
ñòâåííûé àíàëèç äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì. Ïðàêòè÷åñêèå ñïîñîáû âû÷èñëåíèÿ
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ñïåêòðà ëÿïóíîâñêèõ ïîêàçàòåëåé çàêëþ÷àþòñÿ â ñëåäîâàíèè çà òðàåêòîðè-
ÿìè â òå÷åíèå íåáîëüøèõ ïðîìåæóòêîâ âðåìåíè è âû÷èñëåíèè ñêîðîñòåé èõ
ðàñõîæäåíèÿ è ïîñëåäóþùåì óñðåäíåíèè ýòèõ çíà÷åíèé ïî âñåìó àòòðàêòî-
ðó.

Îáúåêò, öåëü, çàäà÷è è ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ

Îáúåêòàìè èññëåäîâàíèÿ äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ÿâëÿþòñÿ ðàñïðåäå-
ëåííûå ïî ïðîñòðàíñòâó è âðåìåíè äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû. Èçó÷àþòñÿ îñ-
íîâíûå êà÷åñòâåííûå ñâîéñòâà èõ ðåøåíèé. Äëÿ îäíîãî èç íàèáîëåå âàæíûõ
ïðåäñòàâèòåëåé ýòîãî êëàññà ñèñòåì � ëîãèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñ äèôôó-
çèåé è îòêëîíåíèÿìè ïðîñòðàíñòâåííîãî è âðåìåííîãî àðãóìåíòîâ âûïîëíåí
÷èñëåííûé àíàëèç, îñíîâàííûé íà ïðåäâàðÿþùåì åãî, ïðèìåíåíèè àñèìïòî-
òè÷åñêèõ ìåòîäîâ.

Öåëüþ èññëåäîâàíèÿ áûëî ïîëó÷èòü îïèñàíèå êà÷åñòâåííîãî ïîâåäåíèÿ
çàäà÷ äàííîãî êëàññà, èñïîëüçóÿ ñîâðåìåííûå áèôóðêàöèîííûå àñèìïòîòè-
÷åñêèå è, ñîãëàñîâàííûå ñ íèìè, ÷èñëåííûå ìåòîäû. Äëÿ äîñòèæåíèÿ öåëè
áûëè ïîñòàâëåíû ñëåäóþùèå çàäà÷è:

• Ðàññìîòðåòü ëîãèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå ñ çàïàçäûâàíèåì; èññëåäîâàòü
åãî ëîêàëüíóþ äèíàìèêó; îïðåäåëèòü êðèòè÷åñêèå ñëó÷àè â çàäà÷å îá
óñòîé÷èâîñòè ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ, à òàêæå ÷èñëåííî ïðîèëëþñòðè-
ðîâàòü ïîëó÷åííûå àíàëèòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû.

• Èññëåäîâàòü çàäà÷ó ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû ïëîòíîñòè â ëîãèñòè÷å-
ñêîì óðàâíåíèè ñ çàïàçäûâàíèåì è äèôôóçèåé. Âûäåëèòü çíà÷åíèÿ
çàïàçäûâàíèÿ ïðè êîòîðûõ êà÷åñòâåííî ìåíÿåòñÿ ïðîôèëü âîëíû.

• Èçó÷èòü äèíàìèêó ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû ïëîòíîñòè â ëîãèñòè÷åñêîì
óðàâíåíèè ñ îòêëîíåíèåì ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé è äèôôóçè-
åé. Âûäåëèòü çíà÷åíèÿ îòêëîíåíèÿ ïðè êîòîðûõ êà÷åñòâåííî ìåíÿåòñÿ
ïðîôèëü âîëíû.

• Ðàçðàáîòàòü àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ èíâàðèàíòíûõ ðàçìåðíîñòíûõ õà-
ðàêòåðèñòèê äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ çàïàçäûâàíèåì.
Ïðîòåñòèðîâàòü ðàçðàáîòàííûé ìåòîä íà ëîãèñòè÷åñêîì óðàâíåíèè ñ
çàïàçäûâàíèåì. Ïðîèëëþñòðèðîâàòü ïðèìåíèìîñòü àëãîðèòìà ê çà-
äà÷àì ñ çàïàçäûâàíèåì, äëÿ êîòîðûõ âîçìîæíî íàëè÷èå ðåæèìà ãè-
ïåðõàîñà (óðàâíåíèå Õàò÷èíñîíà ñ äâóìÿ çàïàçäûâàíèÿìè, óðàâíåíèÿ
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äèôôóçèîííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ïàðû áëèçêèõ îñöèëëÿòîðîâ íåéðîí-
íîãî òèïà áåç ó÷åòà è ñ ó÷åòîì çàïàçäûâàíèÿ â öåïî÷êå ñâÿçè ìåæäó îñ-
öèëëÿòîðàìè, ñèñòåìû óðàâíåíèé Ëàíãà-Êîáàÿøè è Ñòþàðòà-Ëàíäàó).

Cîäåðæàíèå äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû

Ðàáîòà ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, ÷åòûðåõ ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ è ñïèñêà ëèòåðà-
òóðû.

Â ïåðâîé ãëàâå ðàññìîòðåíî ëîãèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå ñ çàïàçäûâàíèåì,
âèäà:

u̇ = r[1− au− bu(t− T )]u,

ãäå a, b > 0 è âûïîëíåíî óñëîâèå íîðìèðîâêè a + b = 1. Èññëåäóåòñÿ ëî-
êàëüíàÿ äèíàìèêà ýòîãî óðàâíåíèÿ. Âûäåëåíû êðèòè÷åñêèå ñëó÷àè â çàäà-
÷å îá óñòîé÷èâîñòè ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Èñïîëüçóþòñÿ ñòàíäàðòíûå áè-
ôóðêàöèîííûå ìåòîäû Àíäðîíîâà-Õîïôà äëÿ óðàâíåíèé ñ çàïàçäûâàíèåì
è àñèìïòîòè÷åñêèé ìåòîä, ðàçðàáîòàííûé Êàùåíêî Ñåðãååì Àëåêñàíäðî-
âè÷åì, îñíîâàííûé íà ïîñòðîåíèè ñïåöèàëüíûõ ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé,
êîòîðûå è îïðåäåëÿþò ëîêàëüíóþ äèíàìèêó óðàâíåíèé, ñîäåðæàùèõ çàïàç-
äûâàíèå. Ïîêàçàíî, ÷òî â çàâèñèìîñòè îò îäíîãî èç ïàðàìåòðîâ óðàâíåíèÿ
ëèáî âñå ðåøåíèÿ ñòðåìÿòñÿ ê ñîñòîÿíèþ ðàâíîâåñèÿ, ëèáî âûõîäÿò íà åäèí-
ñòâåííûé óñòîé÷èâûé öèêë. Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî èññëåäîâà-
íèÿ.

Âî âòîðîé ãëàâå ðàññìîòðåíà çàäà÷à ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû ïëîòíî-
ñòè â ëîãèñòè÷åñêîì óðàâíåíèè ñ çàïàçäûâàíèåì è äèôôóçèåé (óðàâíåíèå
Ôèøåðà-Êîëìîãîðîâà-Ïåòðîâñêîãî-Ïèñêóíîâà ñ çàïàçäûâàíèåì). Äëÿ èñ-
ñëåäîâàíèÿ êà÷åñòâåííîãî ïîâåäåíèÿ ðåøåíèé ýòîãî óðàâíåíèÿ âáëèçè åäè-
íè÷íîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ áûëî ïîñòðîåíî óðàâíåíèå Ãèíçáóðãà-Ëàíäàó.
×èñëåííûé àíàëèç ïðîöåññà ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû ïîêàçàë, ÷òî ïðè äî-
ñòàòî÷íî ìàëûõ çíà÷åíèÿõ çàïàçäûâàíèÿ äàííîå óðàâíåíèå èìååò ðåøåíèÿ,
áëèçêèå ê ðåøåíèÿì ñòàíäàðòíîãî óðàâíåíèÿ ÊÏÏ. Óâåëè÷åíèå ïàðàìåòðà
çàïàçäûâàíèÿ ïðèâîäèò ñíà÷àëà ê ïîÿâëåíèþ çàòóõàþùåé êîëåáàòåëüíîé ñî-
ñòàâëÿþùåé â ïðîñòðàíñòâåííîì ðàñïðåäåëåíèè ðåøåíèÿ. Äàëüíåéøèé ðîñò
äàííîãî ïàðàìåòðà ïðèâîäèò ê ðàçðóøåíèþ áåãóùåé âîëíû. Ýòî âûðàæàåò-
ñÿ â òîì, ÷òî â îêðåñòíîñòè ó÷àñòêà íà÷àëüíîãî âîçìóùåíèÿ ñîõðàíÿþòñÿ
íåçàòóõàþùèå ïî âðåìåíè è ìåäëåííî ðàñïðîñòðàíÿþùèåñÿ ïî ïðîñòðàíñòâó
êîëåáàíèÿ, áëèçêèå ê ðåøåíèÿì ñîîòâåòñòâóþùåé êðàåâîé çàäà÷è ñ ïåðèî-
äè÷åñêèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè. Íàêîíåö, åñëè çíà÷åíèå çàïàçäûâàíèÿ
äîñòàòî÷íî âåëèêî, òî âî âñåé îáëàñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû íàáëþäàþò-
ñÿ èíòåíñèâíûå ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûå êîëåáàíèÿ.
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Â òðåòüåé ãëàâå ðàññìîòðåíà çàäà÷à ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû ïëîòíîñòè
â ëîãèñòè÷åñêîì óðàâíåíèè ñ îòêëîíåíèåì ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé è
äèôôóçèåé. Äëÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ ñ ïåðèîäè÷åñêèìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè
ïîñòðîåíà íîðìàëüíàÿ ôîðìà è íàéäåíû óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ è óñòîé-
÷èâîñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ íåîäíîðîäíûõ ðåæèìîâ. Êðîìå òîãî, ïðîàíàëè-
çèðîâàíî óðàâíåíèå ïðîôèëÿ âîëíû è íàéäåíû óñëîâèÿ âîçíèêíîâåíèÿ ó
íåãî êîëåáàòåëüíûõ ðåæèìîâ. Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëè-
ðîâàíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû êîíöåíòðàöèè â ñëó÷àå íåîãðàíè÷åííîé ïî
ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé îáëàñòè.

Íåðåãóëÿðíûå ðåæèìû ðåøåíèé, ðàññìîòðåííûõ â ïðåäûäóùèõ ãëàâàõ
òðåáóþò äîïîëíèòåëüíîãî èçó÷åíèÿ. Ñ ýòîé öåëüþ â ÷åòâåðòîé ãëàâå ðàñ-
ñìîòðåí âîïðîñ âû÷èñëåíèÿ íåêîòîðûõ èíâàðèàíòíûõ õàðàêòåðèñòèê, áëèç-
êèõ ê ïîêàçàòåëÿì Ëÿïóíîâà, äëÿ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ
çàïàçäûâàþùèì àðãóìåíòîì. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî àíàëèç ñïåêòðà ïîêàçà-
òåëåé Ëÿïóíîâà øèðîêî ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñëîæíîé äèíàìèêè
â ñèñòåìàõ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Â ãëàâå ïðèâî-
äÿòñÿ îïèñàíèå âû÷èñëèòåëüíîãî àëãîðèòìà è ðåçóëüòàòû åãî òåñòèðîâàíèÿ
íà óðàâíåíèè Õàò÷èíñîíà â ñëó÷àå óñòîé÷èâîãî åäèíè÷íîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâ-
íîâåñèÿ. ×èñëåííî ïîêàçàíà áëèçîñòü ïîëó÷åííûõ çíà÷åíèé õàðàêòåðèñòèê
ê êîðíÿì õàðàêòåðèòñè÷åñêîãî êâàçèìíîãî÷ëåíà. Èëëþñòðèðóåòñÿ ïðèìåíå-
íèå àëãîðèòìà ê íåêîòîðûì çàäà÷àì, â ÷àñòíîñòè ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû
÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ äëÿ óðàâíåíèé Õàò÷èíñîíà ñ äâóìÿ çàïàçäûâà-
íèÿìè [22], óðàâíåíèé äèôôóçèîííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ïàðû áëèçêèõ îñöèë-
ëÿòîðîâ íåéðîííîãî òèïà áåç ó÷åòà [24,40] è ñ ó÷åòîì çàïàçäûâàíèÿ â öåïî÷êå
ñâÿçè ìåæäó îñöèëëÿòîðàìè [25], ñèñòåì óðàâíåíèé Ëàíãà-Êîáàÿøè [18] è
Ñòþàðòà-Ëàíäàó [111]. Äëÿ ïîñëåäíèõ äâóõ ïîëó÷åíû çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ,
ïðè êîòîðûõ â íèõ íàáëþäàåòñÿ ãèïåðõàîòè÷åñêàÿ äèíàìèêà. Ñòîèò îòìå-
òèòü, ÷òî ðåçóëüòàòû ÷åòâåðòîé ãëàâû íîñÿò ýêñïåðèìåíòàëüíûé õàðàêòåð è
àíàëèç àäåêâàòíîñòè ïîëó÷åííûõ äàííûõ ïîëó÷åí èñêëþ÷èòåëüíî ýêñïåðè-
ìåíòàëüíûì ïóòåì.

Ðåçóëüòàòû, âûíîñèìûå íà çàùèòó

1) Íà îñíîâå ïîñòðîåíèÿ êâàçèíîðìàëüíîé ôîðìû ëîãèñòè÷åñêîãî óðàâ-
íåíèÿ ñ çàïàçäûâàíèåì ïîëó÷åíà àñèìïòîòèêà åãî óñòîé÷èâîãî öèêëà.

2) Â çàäà÷å î ðàñïðîñòðàíåíèè âîëíû âîçìóùåíèÿ, îïèñûâàåìîé ëîãè-
ñòè÷åñêèì óðàâíåíèåì ñ äèôôóçèåé è çàïàçäûâàíèåì, íàéäåíû ïðî-
ìåæóòêè çíà÷åíèé çàïàçäûâàíèÿ, äëÿ êîòîðûõ ïðîôèëü âîëíû êà÷å-
ñòâåííî îòëè÷àåòñÿ.
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3) Äëÿ ëîãèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñ äèôôóçèåé è îòêëîíåíèåì ïðîñòðàí-
ñòâåííîé ïåðåìåííîé â çàäà÷å î ðàñïðîñòðàíåíèè âîëíû âîçìóùåíèÿ
îò íà÷àëüíîãî èìïóëüñà îïðåäåëåíû çíà÷åíèÿ îòêëîíåíèÿ, äëÿ êîòî-
ðûõ ïðîôèëè âîëíû êà÷åñòâåííî îòëè÷àåòñÿ.

4) Ðàçðàáîòàí àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ èíâàðèàíòíûõ õàðàêòåðèñòèê äëÿ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ çàïàçäûâàíèåì. ×èñëåííî ïîêàçàíà
èõ áëèçîñòü ñ ïîêàçàòåëÿìè Ëÿïóíîâà äëÿ óðàâíåíèÿ Õàò÷èíñîíà ñ
çàïàçäûâàíèåì.

Àêòóàëüíîñòü è íàó÷íàÿ íîâèçíà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü ïðîâåäåííîãî â ðàáîòå èññëåäîâàíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ òåì, ÷òî
ëîãèñòè÷åñêîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ñ äèôôóçèåé è îòêëîíåíèÿìè
àðãóìåíòîâ ÿâëÿåòñÿ ìîäåëüíûì äëÿ øèðîêîãî êëàññà çàäà÷ íåëèíåéíîé äè-
íàìèêè òèïà ¾ðåàêöèÿ�äèôôóçèÿ¿ è íàõîäèò âàæíîå ïðèìåíåíèå â ìàòåìà-
òèêå, ôèçèêå è áèîëîãèè.

Èçó÷åíèå ýòèõ ìîäåëåé ñîâðåìåííûìè àíàëèòè÷åñêèìè è, ñîãëàñîâàííû-
ìè ñ àíàëèòè÷åñêèìè, ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè, îïèñûâàåìîå â äèññåðòàöèè,
ïîçâîëèëî íàéòè è îïèñàòü ðÿä íîâûõ ÿâëåíèé.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà ðàáîòû ñîñòîèò â ñëåäóþùåì:

• Âûïîëíåíû ëîêàëüíûé è ÷èñëåííûé àíàëèçû ëîãèñòè÷åñêîãî óðàâíå-
íèÿ ñ çàïàçäûâàíèåì. Ïîëó÷åíà àñèìïòîòèêà óñòîé÷èâîãî öèêëà èñ-
õîäíîé çàäà÷è.

• Ïðîâåäåíî êà÷åñòâåííîå èññëåäîâàíèå ëîãèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñ
äèôôóçèåé è îòêëîíåíèÿìè âðåìåííîãî è ïðîñòðàíñòâåííîãî àðãóìåí-
òîâ âáëèçè åäèíè÷íîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Ïðîâåäåíî ïîäðîáíîå
èññëåäîâàíèå ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè, ñîãëàñîâàííûìè ñ ðåçóëüòàòàìè
àíàëèòè÷åñêîãî ïëàíà.

• Ðàçðàáîòàí àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ èíâàðèàíòíûõ õàðàêòåðèñòèê äëÿ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ çàïàçäûâàíèåì. ×èñëåííî ïîêàçàíî
èõ ñîâïàäåíèå ñ ïîêàçàòåëÿìè Ëÿïóíîâà äëÿ óðàâíåíèÿ Õàò÷èíñîíà ñ
çàïàçäûâàíèåì.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ïðîâåäåííîãî äèññåðòàöèîí-
íîãî èññëåäîâàíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî èñïîëüçóåìûå â ðàáîòå ìåòîäû è
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ïîëó÷åííûå â äèññåðòàöèè ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ ðåøå-
íèÿ øèðîêîãî êðóãà çàäà÷ íåëèíåéíîé äèíàìèêè òèïà ¾ðåàêöèÿ�äèôôóçèÿ¿
â ìàòåìàòè÷åñêîé ýêîëîãèè, áèîëîãèè è ôèçèêå.

Ïóáëèêàöèè è àïðîáàöèÿ ðåçóëüòàòîâ

Ïî òåìå äèññåðòàöèè àâòîðîì îïóáëèêîâàíî 9 ñòàòåé [1�9], â òîì ÷èñëå 3
ñòàòüè â èçäàíèÿõ èç ñïèñêà ÂÀÊ.

Ðåçóëüòàòû ðàáîòû áûëè ïðåäñòàâëåíû íà ñëåäóþùèõ ñåìèíàðàõ è êîí-
ôåðåíöèÿõ:

1) International Conference on Computer Simulation in Physics and beyond
September 6�10, 2015, Moscow, Russia.

2) Ðàñøèðåííûé íàó÷íûé ñåìèíàð ¾Ìåòîäû ñóïåðêîìïüþòåðíîãî ìîäå-
ëèðîâàíèÿ¿ íà áàçå ¾Èíòåðêîñìîñ¿ ÈÊÈ ÐÀÍ â ã. Òàðóñà 21�23 àïðåëÿ
2015 ã.

3) Ìåæäóíàðîäíûé íàó÷íûé ñåìèíàð ¾Àêòóàëüíûå ïðîáëåìû ìàòåìàòè-
÷åñêîé ôèçèêè¿ ã. Ìîñêâà, ÌÃÓ, 2014 ã.

4) Ðàñøèðåííûé íàó÷íûé ñåìèíàð ¾Ìåòîäû ñóïåðêîìïüþòåðíîãî ìîäå-
ëèðîâàíèÿ¿ íà áàçå ¾Èíòåðêîñìîñ¿ ÈÊÈ ÐÀÍ â ã. Òàðóñà 1�3 îêòÿáðÿ
2014 ã.

5) Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Íåëèíåéíûå ÿâëåíèÿ â çàäà÷àõ ñîâðå-
ìåííîé ìàòåìàòèêè è ôèçèêè¿, ïîñâÿùåííàÿ 210-ëåòèþ Äåìèäîâñêîãî
óíèâåðñèòåòà, ßðîñëàâëü, 4�5 äåêàáðÿ 2013 ã.

Â õîäå ðàáîòû íàä äèññåðòàöèåé ðàçðàáîòàí ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ
¾Îöåíêà ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà äëÿ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
ñ çàïàçäûâàþùèì àðãóìåíòîì¿, ïîëó÷åíî ñâèäåòåëüñòâî î ãîñóäàðñòâåííîé
ðåãèñòðàöèè ïðîãðàììû äëÿ ÝÂÌ �2013619678, Ìîñêâà, 2013.

×àñòè÷íî ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ïîëó÷åíû ïðè ôèíàíñî-
âîé ïîääåðæêå ãðàíòà Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà (ïðîåêò � 14-21-00158).

Êðîìå òîãî, ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè íåîäíîêðàòíî äîêëàäûâàëèñü íà ñå-
ìèíàðå ¾Íåëèíåéíàÿ äèíàìèêà è ñèíåðãåòèêà¿ êàôåäðû ìàòåìàòè÷åñêîãî
ìîäåëèðîâàíèÿ ßðîñëàâñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà èì. Ï.Ã. Äå-
ìèäîâà.

15



Ãëàâà 1.

Ëîãèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå ñ
çàïàçäûâàíèåì

1.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå óðàâíåíèå:

u̇ = r[1− au− bu(t− T )]u,

ãäå a, b > 0 è âûïîëíåíî óñëîâèå íîðìèðîâêè a+ b = 1.
Óäîáíî ïåðåéòè ê îáîçíà÷åíèÿì a = α è b = 1 − α (0 < α < 1) è

ïðîèçâåñòè çàìåíó âðåìåíè t→ Tt. Â ðåçóëüòàòå ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ

u̇ = λ[1− αu− (1− α)u(t− 1)]u, λ = Tr. (1.1.1)

Íà÷àëüíûå ôóíêöèè ϕ ∈ C[−1,0] äëÿ óðàâíåíèÿ (1.1.1) ïðåäïîëàãàþòñÿ íåîò-
ðèöàòåëüíûìè. Ðåøåíèÿ ñ ýòèìè íà÷àëüíûìè ôóíêöèÿìè îñòàþòñÿ íåîòðè-
öàòåëüíûìè ïðè óâåëè÷åíèè t. Êàê è â [83], ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî âñå (íåîòðè-
öàòåëüíûå) ðåøåíèÿ (1.1.1) óäîâëåòâîðÿþò ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ t îöåíêå

u 6 min(α−1, exp(λ(1− α))).

Ó óðàâíåíèÿ (1.1.1) íóëåâîå ðåøåíèå íåóñòîé÷èâî. Óñòîé÷èâîñòü ñîñòîÿ-
íèÿ ðàâíîâåñèÿ u0 ≡ 1 â (1.1.1) îïðåäåëÿåòñÿ ðàñïîëîæåíèåì êîðíåé õàðàê-
òåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

µ = −λ[α + (1− α) exp(−µ)]. (1.1.2)

Ñôîðìóëèðóåì äâà ïðîñòûõ óòâåðæäåíèÿ î ðàñïîëîæåíèè êîðíåé óðàâ-
íåíèÿ (1.1.2).
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Ëåììà 1. Ïóñòü α >
1

2
. Òîãäà âñå êîðíè (1.1.2) èìåþò îòðèöàòåëüíûå

âåùåñòâåííûå ÷àñòè.

Ëåììà 2. Ïóñòü α <
1

2
. Òîãäà âñå êîðíè (1.1.2) óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåí-

ñòâó

Reµ 6 ln
b

a
.

Â óñëîâèè ëåììû 1.1 âñå (ïîëîæèòåëüíûå) ðåøåíèÿ (1.1.1) ñòðåìÿòñÿ ê
1 ïðè t → ∞, à â óñëîâèÿõ ëåììû 1.2 îíè îãðàíè÷åíû ïî λ ïðè λ → ∞.
Ýòè óòâåðæäåíèÿ óæå óêàçûâàþò íà ñóùåñòâåííûå îòëè÷èÿ äèíàìè÷åñêèõ
ñâîéñòâ óðàâíåíèÿ Õàò÷èíñîíà (0.0.3) è (1.1.1).

Â ïåðâûõ äâóõ ðàçäåëàõ ãëàâû 1 èññëåäóåòñÿ ïîâåäåíèå ðåøåíèé (1.1.1)
â íåêîòîðîé äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ u0 ≡ 1.
Â ïåðâîì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîñòåéøèé � ¾ðåãóëÿðíûé¿ ñëó÷àé, îñ-
íîâàííûé íà áèôóðêàöèè Àíäðîíîâà�Õîïôà. Âàæíóþ ðîëü èãðàåò ðàñïîëî-

æåíèå êîðíåé (1.1.2). Ïðè êàæäîì α <
1

2
íàéäåòñÿ òàêîå çíà÷åíèå λ0(α) > 0,

÷òî ïðè λ < λ0(α) âñå êîðíè (1.1.2) èìåþò îòðèöàòåëüíûå âåùåñòâåííûå ÷à-
ñòè, à ïðè λ > λ0(α) èìåþòñÿ êîðíè ñ ïîëîæèòåëüíîé âåùåñòâåííîé ÷àñòüþ.
Áóäåò èññëåäîâàíî ïîâåäåíèå ðåøåíèé (1.1.1) ïðè óñëîâèè |λ− λ0(α)| � 1.

Îòìåòèì, ÷òî λ0(0) =
π

2
è λ0(α) → ∞ ïðè α →

1

2
− 0. Îòëè÷èå äèíà-

ìè÷åñêèõ ñâîéñòâ ðåøåíèé óðàâíåíèé (0.0.3) è (1.1.1) ÿð÷å ïðîÿâëÿåòñÿ ïðè
óñëîâèè, êîãäà

ε = λ−1 � 1. (1.1.3)

Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âìåñòå ñ óñëîâèåì (1.1.3) âûïîë-

íåíî óñëîâèå α =
1

2
− ν, ãäå

|ν| � 1. (1.1.4)

Èññëåäóåòñÿ âîïðîñ î ëîêàëüíîé � â íåêîòîðîé äîñòàòî÷íî ìàëîé (è íåçà-
âèñèìîé îò ε è ν) îêðåñòíîñòè ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ u0 � äèíàìèêå ðåøåíèé
óðàâíåíèÿ (1.1.1) ïðè óñëîâèÿõ (1.1.3) è (1.1.4).

Äëÿ ëèíåàðèçîâàííîãî íà u0 óðàâíåíèÿ (1.1.1)

εv̇ = −
1

2
[v + v(t− 1) + µ(v − v(t− 1))] (1.1.5)

õàðàêòåðèñòè÷åñêèé êâàçèïîëèíîì ïðåäñòàâèì â âèäå

2εµ = −(1 + exp(−µ)− ν(1− exp(−µ))). (1.1.6)
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Ïðîñòî ïîêàçàòü, ÷òî (1.1.6) íå èìååò êîðíåé ñ ïîëîæèòåëüíûìè è îòäåëåí-
íûìè îò íóëÿ ïðè ε, ν → 0 âåùåñòâåííûìè ÷àñòÿìè. Âàæíî, ÷òî âåùåñòâåí-
íûå ÷àñòè áåñêîíå÷íî ìíîãèõ êîðíåé (1.1.6) ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ïðè ε, ν → 0.
Òåì ñàìûì ìîæíî ãîâîðèòü î òîì, ÷òî â çàäà÷å îá óñòîé÷èâîñòè ñîñòîÿíèÿ
ðàâíîâåñèÿ u0 ≡ 1 ðåàëèçóåòñÿ áåñêîíå÷íîìåðíûé êðèòè÷åñêèé ñëó÷àé. Ìå-
òîäèêè èññëåäîâàíèÿ äèíàìè÷åñêèõ ñâîéñòâ ðåøåíèé â ïîäîáíûõ ñèòóàöèÿõ
ðàçðàáàòûâàëèñü â [22, 28, 32, 37, 39, 82]. Íèæå îíà áóäåò ïðèìåíåíà ê èçó÷å-
íèþ ëîêàëüíîé äèíàìèêè óðàâíåíèÿ (1.1.1). Â êà÷åñòâå îñíîâíûõ ðåçóëüòà-
òîâ áóäóò ïîñòðîåíû ñïåöèàëüíûå íåëèíåéíûå óðàâíåíèÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî è
âûðîæäåííî-ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïîâ, íå ñîäåðæàùèå ìàëûõ ïàðàìåòðîâ. Èõ
íåëîêàëüíàÿ äèíàìèêà îïðåäåëÿåò â ãëàâíîì ïîâåäåíèå ðåøåíèé èñõîäíîãî
óðàâíåíèÿ ïðè ìàëûõ ε è ν.

Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå ðàññìîòðåí ¾áàçîâûé¿ ñëó÷àé, êîãäà ν = cε2. Êàê
îêàçûâàåòñÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå ðåøåíèÿ ïðè ýòîì óñëîâèè ôîðìèðóþòñÿ, â
îñíîâíîì, íà íåâûñîêèõ ìîäàõ (â ïàðàáîëè÷åñêîì óðàâíåíèè). Ïîýòîìó èõ
åñòåñòâåííî íàçâàòü ìåäëåííî îñöèëëèðóþùèìè.

Â ïîñëåäíèõ ðàçäåëàõ èññëåäóåòñÿ ëîêàëüíîå ïîâåäåíèå íåëèíåéíîé êðà-
åâîé çàäà÷è ñïåöèàëüíîãî ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà. Ïðîâåäåíî êàê àíàëèòè÷å-
ñêîå, òàê è ÷èñëåííîå èññëåäîâàíèå.

1.2. Áèôóðêàöèÿ Àíäðîíîâà�Õîïôà

Ðàññìîòðèì âîïðîñ î ïîâåäåíèè ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1.1.1) ñ íà÷àëüíû-
ìè óñëîâèÿìè èç íåêîòîðîé äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè ñîñòîÿíèÿ ðàâ-
íîâåñèÿ u0 ≡ 1. Ýòî ïîâåäåíèå âî ìíîãîì çàâèñèò îò ðàñïîëîæåíèÿ êîðíåé
õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî êâàçèïîëèíîìà (1.1.2). Èç ëåììû 1.1 ñëåäóåò, ÷òî íåîá-
õîäèìî ðàññìàòðèâàòü ëèøü ñèòóàöèè, êîãäà

α <
1

2
. (1.2.1)

Ñôîðìóëèðóåì îäíî ïðîñòîå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 3. Ïóñòü âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (1.2.1). Òîãäà íàéäåòñÿ òàêîå
λ0 = λ0(α), ÷òî ïðè λ < λ0(α) âñå êîðíè (1.1.2) èìåþò îòðèöàòåëüíûå
âåùåñòâåííûå ÷àñòè, à ïðè λ > λ0(α) ó óðàâíåíèÿ (1.1.2) ñóùåñòâóåò
êîðåíü ñ ïîëîæèòåëüíîé âåùåñòâåííîé ÷àñòüþ.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðè λ < λ0 âñå ðåøåíèÿ (1.1.1) ñ äîñòàòî÷íî áëèç-
êèìè ê 1 íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè ñòðåìÿòñÿ ê åäèíèöå ïðè t → ∞, à ïðè
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λ > λ0 ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ u0 ≡ 1 íåóñòîé÷èâî è çàäà÷à ïåðåñòàåò áûòü
ëîêàëüíîé. Çäåñü áóäåò ðàññìîòðåí ¾ïîãðàíè÷íûé¿ ñëó÷àé. Ôèêñèðóåì çíà-

÷åíèå α0 òàê, ÷òîáû 0 < α0 <
1

2
, è ïóñòü äëÿ íåêîòîðûõ ïîñòîÿííûõ λ1 è α1

èìååì
λ = λ0(α0) + ελ1, α = α0 + ελ1, (1.2.2)

ãäå ε � ìàëûé ïàðàìåòð:
0 < ε� 1. (1.2.3)

Ïðè ε = 0 óðàâíåíèå (1.1.2) èìååò ïàðó ÷èñòî ìíèìûõ êîðíåé µ1,2 = ±iω
(ω > 0), à âñå îñòàëüíûå åãî êîðíè èìåþò îòðèöàòåëüíûå âåùåñòâåííûå ÷à-
ñòè. Ïðè óñëîâèÿõ (1.2.2),(1.2.3) èìååò ìåñòî õîðîøî èçâåñòíàÿ áèôóðêàöèÿ
Àíäðîíîâà�Õîïôà: ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â äîñòàòî÷íî ìàëîé (è íå çàâèñèìîé
îò ε) îêðåñòíîñòè u0 ≡ 1 óðàâíåíèå (1.1.1) èìååò ëîêàëüíîå óñòîé÷èâîå äâó-
ìåðíîå èíâàðèàíòíîå èíòåãðàëüíîå ìíîãîîáðàçèå (ñì., íàïðèìåð, [76, 77]).
Íà íåì ýòî óðàâíåíèå ïðåäñòàâèìî (ïðè âûïîëíåíèè íåêîòîðûõ óñëîâèé òè-
ïà íåâûðîæäåííîñòè) â âèäå êîìïëåêñíîãî óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà

dξ

dt
= εa1ξ + d|ξ|ξ +O(ε2 + |ξ|2). (1.2.4)

Ïîñëå íîðìàëèçóþùèõ çàìåí ε = εt è ξ → ε1/2ξ ïîëó÷àåì, ÷òî, â ãëàâíîì,
ïîâåäåíèå ðåøåíèé (1.2.4) îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì � íîðìàëüíîé ôîðìîé
(ñì., íàïðèìåð, [14]):

dξ

dτ
= a1ξ + d|ξ|2ξ. (1.2.5)

Ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1.2.5) ñâÿçàíû ñ ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ (1.1.1) ôîð-
ìóëîé

u = 1+ε1/2(ξ(τ) exp(iωt) + ξ̄(τ) exp(−iωt))+ (1.2.6)

+εu2(τ, t) + ε3/2u3(τ, t) + . . . ,

â êîòîðîé ôóíêöèè uj(τ, t) ÿâëÿþòñÿ 2π/ω�ïåðèîäè÷åñêèìè ïî t. Òàêèì
îáðàçîì, äèíàìè÷åñêèå ñâîéñòâà (1.1.1) â îêðåñòíîñòè u0 îïðåäåëÿþòñÿ, â
ãëàâíîì, ïîâåäåíèåì ðåøåíèé (1.2.5), ïîýòîìó îñòàåòñÿ ëèøü îïðåäåëèòü
êîýôôèöèåíòû a1 è d. Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìàëüíûì ðÿäîì (1.2.6).
Ïîäñòàâèì åãî â (1.1.1) è â ïîëó÷èâøåìñÿ ôîðìàëüíîì òîæäåñòâå áóäåì
ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèðàâíèâàòü êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ ε.
Òàê, íà âòîðîì øàãå, ñîáèðàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè ε1, îïðåäåëèì ôóíêöèþ
u2(τ, t):

u2(τ, t) = gξ2 exp(2iωt) + ḡξ̄2 exp(−2iωt),
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ãäå
g = λ0(1− α0)i sinω · [2iω + α0λ0 + (1− α0)λ0 exp(−2iω)]−1.

Íà òðåòüåì øàãå ñîáèðàåì êîýôôèöèåíòû ïðè ε3/2. Èç óñëîâèé ðàçðåøè-
ìîñòè ïîëó÷àþùåãîñÿ óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî 2π�ïåðèîäè÷åñêîé ïî t ôóíê-
öèè u3(τ, t) ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ (1.2.5) äëÿ íåèçâåñòíîé àìïëèòóäû ξ(τ),
â êîòîðîì

a1 = −[1−(1−α0)λ0 exp(−iω)]−1·[λ1(1+(1−α0)exp(−iω))+λ0α1(1+exp(−iω))],

d = −λ2
0[1− λ0(1− α0) exp(−iω)]−1 · [2α0 + (1− α0)(exp(iω) + exp(−2iω))]×

×(1− α0)i sinω · [2iω + α0λ0 + (1− α0)λ0] exp(−2iω)]−1.

Îòìåòèì, ÷òî óñòîé÷èâîñòü íóëåâîãî ðåøåíèÿ â (1.2.5) îïðåäåëÿåòñÿ çíà-
êîì âûðàæåíèÿ Re a1, à ïðè óñëîâèÿõ Re a1 > 0 è Re d < 0 ýòî óðàâíåíèå
èìååò óñòîé÷èâûå ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ ξ0(τ) = ρ0 exp(iϕ0τ), ãäå

ρ0 = [(−Re a1)(Re d)−1]1/2,

ϕ0 = Im a1 + ρ2
0Im d.

Ñôîðìóëèðóåì äëÿ ïðèìåðà ñîîòâåòñòâóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü Re a1 > 0 è Re d < 0. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå
ε0 > 0, ÷òî ïðè âñåõ ε ∈ (0, ε0] óðàâíåíèå (1.1.1) èìååò àñèìïòîòè÷å-
ñêè îðáèòàëüíî óñòîé÷èâîå ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå u0(t, ε) ïåðèîäà T (ε) =
2πω−1(1 + εϕ0ω

−1 + o(ε2)) è u0(t, ε) = 1 + ε1/2ρ0 cos[(ω+ εϕ0 + o(ε2)t] + o(ε).

Îòìåòèì, ÷òî ïðè α1 = 0 è λ1 > 0 âûïîëíåíî óñëîâèå Re a1 > 0, à
ïðè λ1 = 0 è α1 > 0 èìååì íåðàâåíñòâî Re a1 < 0. Ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ
çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà α0 ïàðàìåòðû â (1.1.1) áëèçêè ê ïàðàìåòðàì â (0.0.3),
à çíà÷èò, ω ∼ π/2 è Re d < 0 [83].

Ïîêàæåì, ÷òî êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ
(1.1.1) íåîãðàíè÷åííî ðàñòåò ïðè λ → ∞. Âîñïîëüçóåìñÿ ïîñòðîåíèÿìè èç
[35]. Ïóñòü α1 = 0. Ñíà÷àëà çàìåòèì, ÷òî ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðà ε îò 0
äî ε0 ïåðèîä T (ε) ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ u0(t, ε) èçìåíÿåòñÿ îò 2πω−1 äî
2πω−1(1+εϕ0ω

−1 +o(ε2)), äëèíà êîòîðîãî áëèçêà ê 2πω−2ϕ0ε0. Çàìåòèì, ÷òî
ôóíêöèÿ u0(t, ε) îäíîâðåìåííî ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

u̇ = λ [1− αu− (1− α)u(t− nT (ε))]u.

Ïðîâåäåì íîðìèðîâî÷íûå çàìåíû t→ (1+nT (ε))t è u((1+nT (ε))t) = V (t).
Â ðåçóëüòàòå ïðèõîäèì äëÿ ôóíêöèè V ê òîìó æå ñàìîìó óðàâíåíèþ (1.1.1)
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ñ òîé ëèøü ðàçíèöåé, ÷òî âìåñòî êîýôôèöèåíòà λ ñòîèò êîýôôèöèåíò λn =
λ(1+nT (ε)). Ýòî óðàâíåíèå èìååò ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå Vn(t, ε) = u0((1+
nT (ε))t, ε) ïåðèîäà Tn(ε) = T (ε)(1 + nT (ε))−1. È îíî çàâåäîìî ñóùåñòâóåò
ïðè âñåõ λ ∈ {(λ0 + ελ1)(1 + nT (ε)), 0 < ε 6 ε0}. Îòñþäà íåïîñðåäñòâåííî
âûòåêàåò, ÷òî ïðè λ → ∞ (n → ∞) êîëè÷åñòâî ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé
óðàâíåíèÿ (1.1.1) íåîãðàíè÷åííî ðàñòåò.

1.3. Ïîñòðîåíèå êâàçèíîðìàëüíûõ ôîðì â ñèí-

ãóëÿðíî âîçìóùåííîì ñëó÷àå

Çäåñü ïðîäîëæåíî èçó÷åíèå ëîêàëüíîé � â ìàëîé îêðåñòíîñòè u0 ≡ 1
� äèíàìèêè óðàâíåíèÿ (1.1.1). Îñíîâíîå ïðåäïîëîæåíèå ñîñòîèò â òîì, ÷òî
âûïîëíåíî óñëîâèå

λ−1 = ε� 1.

Â ýòîì ñëó÷àå α0 = 1/2. Êàê óæå îòìå÷àëîñü, â ðàññìàòðèâàåìîé ñèòóàöèè
âåùåñòâåííûå ÷àñòè áåñêîíå÷íî ìíîãèõ êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâ-
íåíèÿ (1.1.2) ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ïðè ε → 0. Ñòàíäàðòíûå ìåòîäû èçó÷åíèÿ
ëîêàëüíîé äèíàìèêè, îñíîâàííûå íà òåîðèè èíâàðèàíòíûõ ìíîãîîáðàçèé è
òåîðèè íîðìàëüíûõ ôîðì, îêàçûâàþòñÿ íåïîñðåäñòâåííî íåïðèìåíèìûìè.
Áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ ìåòîäèêè, ðàçðàáîòàííûå â [28, 32, 37, 39, 82]. Îñòàíî-
âèìñÿ íà íàèáîëåå ïðîñòîì ñëó÷àå, êîãäà ïàðàìåòð ν èìååò ïî ε ïîðÿäîê
ε2.

Ìåäëåííî îñöèëëèðóþùèå ðåøåíèÿ. Ïîëîæèì çäåñü

ν = cε2 (1.3.1)

è âûïèøåì àñèìïòîòèêó (ïðè ε → 0) òåõ êîðíåé λk(ε) (k = 0,±1,±2, . . .)
óðàâíåíèÿ (1.1.2), âåùåñòâåííûå ÷àñòè êîòîðûõ ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ïðè ε→ 0.
Ñòàíäàðòíûìè ìåòîäàìè ïîëó÷èì, ÷òî

λk(ε) = λk0 + ελk1 + ε2λk2 + . . . ,

ãäå

λk0 = π(2k + 1)i,

λk1 = −2π(2k + 1)i,

λk2 = −2π2(2k + 1)2 + 4π(2k + 1)i− 2c.
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Ôóíêöèè const · exp(λk(ε)t) (k = 0,±1,±2, . . .) ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè
ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ (1.1.5). Èõ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ìåä-
ëåííî îñöèëëèðóþùåé ïî âðåìåíè (ò.å. çàâèñÿùåé îò τ = ε2t) ôóíêöèè íà
îñöèëëèðóþùóþ (ïåðèîäè÷åñêóþ) ôóíêöèþ: ξ(τ) exp[iπ(2k + 1)(1− 2ε)t].

Ñëåäóÿ ìåòîäèêå [32,37,39,82], ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ôîðìàëüíûé ðÿä

v = ε1/2
∞∑

k=−∞

ξk(τ) exp[i(2k + 1)πy] + ε2v1(τ, y) + ε5/2v2(τ, y) + . . . ,

â êîòîðîì y = (1−2ε)t è çàâèñèìîñòü îò y ôóíêöèé vi(τ, y) � ïåðèîäè÷åñêàÿ.
Óäîáíî ââåñòè åùå îäíî îáîçíà÷åíèå. Ïîëîæèì

ξ(τ, y) =
∞∑

k=−∞

ξk(τ) exp[iπ(2k + 1)y].

Òîãäà
v(t, ε) = ε1/2ξ(τ, ε) + ε2v1(τ, y) + ε5/2v2(τ, y) + . . . . (1.3.2)

Ïîëîæèì çàòåì â (1.1.1) u = 1 + v. Â ðåçóëüòàòå äëÿ v(t) ïîëó÷àåì
óðàâíåíèå

εv̇ = −
1

2
[v + v(t− 1) + cε2(v − v(t− 1))](1 + v). (1.3.3)

Ïîäñòàâèì (1.3.2) â (1.3.3) è áóäåì ñîáèðàòü êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíà-
êîâûõ ñòåïåíÿõ ε. Íà âòîðîì øàãå ïðèõîäèì ê ñîîòíîøåíèþ

v1(τ, y) = −ξ(τ, y)
∂ξ(τ, y)

∂y
.

Íà òðåòüåì øàãå, ñîáèðàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè ε5/2, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå
äëÿ îïðåäåëåíèÿ v2(τ, y). Èç óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè ýòîãî óðàâíåíèÿ ïðèõî-
äèì ê óðàâíåíèþ äëÿ îïðåäåëåíèÿ íåèçâåñòíîé àìïëèòóäû ξ(τ, y):

1

2

∂ξ

∂τ
=
∂2ξ

∂y2
+ 2

∂ξ

∂y
− cξ + ξ2∂ξ

∂y
(1.3.4)

ñ àíòèïåðèîäè÷åñêèìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè

ξ(τ, y + 1) ≡ −ξ(τ, y). (1.3.5)

Îòìåòèì, ÷òî ðåøåíèÿ ξ(τ, y) ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðè τ > 0 êàê ôóíê-
öèÿ ïî y èç ñîáîëåâñêîãî ïðîñòðàíñòâåW 2

2 ñ àíòèïåðèîäè÷åñêèìè êðàåâûìè
óñëîâèÿìè.

Îòñþäà íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
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Òåîðåìà 2. Ïóñòü êðàåâàÿ çàäà÷à (1.3.4),(1.3.5) èìååò ïðè âñåõ τ > τ0

îãðàíè÷åííîå âìåñòå ñ ïðîèçâîäíûìè ïî τ è ïî y ðåøåíèå ξ0(τ, y). Òî-
ãäà óðàâíåíèå (1.3.3) èìååò àñèìïòîòè÷åñêîå ïî íåâÿçêå ñ òî÷íîñòüþ äî
O(ε5/2) ðåøåíèå v0(t, ε), äëÿ êîòîðîãî

v0(t, ε) = ε1/2ξ0(τ, y)− ε2ξ2
0(τ, y)

∂ξ0(τ, y)

∂y

è τ = ε2t, y = (1− 2ε)t.

Îòìåòèì, ÷òî â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ, íàïðèìåð, äëÿ ñîñòîÿíèé ðàâíîâå-
ñèÿ èëè ïåðèîäè÷åñêèõ ïî âðåìåíè ðåøåíèé (1.3.4),(1.3.5), óäàåòñÿ ïîëó÷èòü
óòâåðæäåíèå î ñóùåñòâîâàíèè áëèçêîãî ê íåìó òî÷íîãî ðåøåíèÿ (1.3.3) è èñ-
ñëåäîâàòü âîïðîñû óñòîé÷èâîñòè.

1.4. Ëîêàëüíûé àíàëèç ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ

Ðàññìîòðèì êðàåâóþ çàäà÷ó (1.3.4), (1.3.5). Â íåé óäîáíî âûïîëíèòü çà-
ìåíû τ1 = 2τ , x = y − 2τ è α = −c. Çàòåì îáðàòíî ïåðåîáîçíà÷èì τ1 íà τ è
ïîëó÷èì

∂ξ

∂τ
=
∂2ξ

∂x2
+ αξ + ξ2 ∂ξ

∂x
, (1.4.1)

ñ àíòèïåðèîäè÷åñêèìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè:

ξ(τ, x+ 1) ≡ −ξ(τ, x). (1.4.2)

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå îïèñûâàåò ïîâåäåíèå ðåøåíèé (1.4.1), (1.4.2), à
çíà÷èò, è óðàâíåíèÿ (1.3.3) ïðè α < 0.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü α < 0 è ïóñòü ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (1.4.1), (1.4.2)
îïðåäåëåíî ïðè âñåõ τ > τ0 è ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûì ïî
τ è y. Òîãäà

lim
τ→∞

∫ 2

0

ξ2(τ, y)dy = 0.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû äîñòàòî÷íî óìíîæèòü (1.4.1) íà ξ(τ, y) è
ïðîèíòåãðèðîâàòü îò 0 äî 2 ïî y (ñ ó÷åòîì (1.4.2)).

Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ ëèíåàðèçîâàííîé íà íóëåâîì ñîñòîÿ-
íèè ðàâíîâåñèÿ (1.4.1),(1.4.2) êðàåâîé çàäà÷è èìååò âèä:

µ = −k2π2 + α, k = ±1,±2, . . . (1.4.3)
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Ïðè óñëîâèè α < π2 âñå êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (1.4.3)
îòðèöàòåëüíûå. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðè âñåõ óêàçàííûõ çíà÷åíèÿõ α íó-
ëåâîå ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ êðàåâîé çàäà÷è (1.4.1), (1.4.2) àñèìïòîòè÷åñêè
óñòîé÷èâî. Ïðè âûïîëíåíèè íåðàâåíñòâà α > π2 õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíå-
íèå (1.4.3) èìååò ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü, ïîýòîìó íóëåâîå ðåøåíèå â (1.4.1),
(1.4.2) íåóñòîé÷èâî.

Ðàññìîòðèì ¾êðèòè÷åñêèé¿ ñëó÷àé, êîãäà ïàðàìåòð α áëèçîê ê π2. Ïî-
ëîæèì

α = π2 + ε, 0 < ε� 1. (1.4.4)

Ïðè ε = 0 õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå (1.4.3) èìååò äâà íóëåâûõ êîð-
íÿ, êîòîðûì îòâå÷àþò äâå ãðóïïû ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé cos πx è sin πx
ëèíåàðèçîâàííîãî óðàâíåíèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå � ìàëîé, íî íå çàâèñÿùåé îò
ε, îêðåñòíîñòè ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ êðàåâîé çàäà÷è (1.4.1), (1.4.2) � èìå-
åòñÿ äâóìåðíîå óñòîé÷èâîå ëîêàëüíîå èíòåãðàëüíîå èíâàðèàíòíîå ìíîãîîá-
ðàçèå [76,77]. Íà ýòîì ìíîãîîáðàçèè êðàåâàÿ çàäà÷à ïðåäñòàâèìà â âèäå ñè-
ñòåìû äâóõ íåëèíåéíûõ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé [14].
Äëÿ èõ ïîñòðîåíèÿ èñïîëüçóåì ñòàíäàðòíûå ìåòîäû áèôóðêàöèîííîãî àíà-
ëèçà (ñì., íàïðèìåð, [26]).

Ñïåöèôèêà ðàññìàòðèâàåìîé ñèòóàöèè òàêîâà, ÷òî èìååòñÿ íåñêîëüêî
âûðîæäåíèé. Òàê, íåëèíåéíîñòü â (1.4.1) ñîäåðæèò òîëüêî êóáè÷åñêîå ñëà-
ãàåìîå (êâàäðàòè÷íûå ñëàãàåìûå îòñóòñòâóþò). Êðîìå ýòîãî, êàê îêàçûâà-
åòñÿ, âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü ëÿïóíîâñêîé âåëè÷èíû [13] ðàâíà íóëþ. Ïîýòîìó
ñèñòåìó äâóõ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íà äâóìåðíîì
ìíîãîîáðàçèè ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå îäíîãî ñêàëÿðíîãî êîìïëåêñíîãî
óðàâíåíèÿ äëÿ íåêîòîðîé âåëè÷èíû v(s), ãäå s =

√
ετ :

dv(s)

ds
= iq1|v(s)|2v(s) +

√
ε
(
q2v(s) + q3|v(s)|4v(s)

)
. (1.4.5)

Çäåñü q1, q2, q3 � ïàðàìåòðû, êîòîðûå íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü. Ðåøåíèÿ óðàâ-
íåíèÿ (1.4.5) è êðàåâîé çàäà÷è (1.4.1), (1.4.2) ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì:

ξ(τ, s, x) = ε1/4[v(s)eiπx+v(s)e−iπx]+ε1/2ξ1 +ε3/4ξ2 +εξ3 +ε5/4ξ4 + . . . (1.4.6)

Ïîäñòàâëÿÿ ôîðìàëüíûé ðÿä (1.4.6) â (1.4.1), (1.4.2), áóäåì ñîáèðàòü êîýô-
ôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ ε.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî â ïðàâîé ÷àñòè çàäà÷è (1.4.1) èìååòñÿ ëèøü êóáè÷åñêàÿ
íåëèíåéíîñòü, âñå êîýôôèöèåíòû ïðè íå÷åòíûõ ñòåïåíÿõ ðàçëîæåíèÿ (1.4.6)
ìîãóò áûòü âûáðàíû íóëåâûìè, ò.å. ξ1 ≡ 0, ξ3 ≡ 0 è ò.ä.

Ïðè ε1/4 èìååò ìåñòî âåðíîå òîæäåñòâî.
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Ïðè ε3/4 ïîëó÷àåòñÿ êðàåâàÿ çàäà÷à:

∂ξ2

∂τ
=
∂2ξ2

∂x2
+ π2ξ2 + e3iπxiπv3(s)− e−3iπxiπv3(s) + eiπx

(
−∂v(s)

∂s
+ iπv2(s)v(s)

)
+

+ e−iπx
(
−∂v(s)

∂s
− iπv(s)v2(s)

)
, ξ(τ, x+ 1) ≡ −ξ(τ, x). (1.4.7)

Èç óñëîâèé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è (1.4.7) â êëàññå îãðàíè÷åííûõ ïî τ ôóíê-
öèé, ñ ó÷åòîì (1.4.5), èìååì

q1 = π. (1.4.8)

Ïðè óñëîâèè (1.4.8) áóäåì èñêàòü ξ2 â âèäå òðåòüèõ ãàðìîíèê ïî x. Òîãäà
íåòðóäíî óâèäåòü, ÷òî

ξ2 =
iv(s)3

8π
e3iπx +

−iv3(s)

8π
e−3iπx. (1.4.9)

Íàêîíåö, ïðè ε5/4 ïîëó÷àåòñÿ êðàåâàÿ çàäà÷à:

∂ξ4

∂τ
=
∂2ξ4

∂x2
+ π2ξ4 + eiπx

(
−v(s)3v2(s)

8
+ v(s)

)
+ e−iπx

(
−v

2(s)v3(s)

8
+ v(s)

)
+

+ e3iπx

(
−

3iv2(s)∂v(s)
∂s

8π
− 3v4(s)v(s)

4

)
+ e−3iπx

(
3iv2 ∂v(s)

∂s

8π
− 3v(s)v4(s)

4

)
−

− 5v5(s)e5iπx

8
− 5v5(s)e−5iπx

8
, ξ(τ, x+ 1) ≡ −ξ(τ, x). (1.4.10)

Èç óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è (1.4.10) c ó÷åòîì (1.4.5) ïîëó÷àåì:

q2 = 1, q3 = −1

8
. (1.4.11)

Âûïèøåì íîðìàëüíóþ ôîðìó

dv(s)

ds
= iπv2(s)v(s) +

√
ε

(
v(s)− 1

8
v3(s)v2(s)

)
. (1.4.12)

Âûïîëíèì ïîëÿðíóþ çàìåíó v(s) = ρ(s)eiδ(s) â (1.4.12) è ïîëó÷èì

dρ

ds
eiδ + i

dδ

ds
ρeiδ = iπρ3eiδ + ρeiδ

√
ε(1− 1

8
ρ4). (1.4.13)
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Âûäåëèì äåéñòâèòåëüíóþ è ìíèìóþ ÷àñòè:

dρ

ds
= ρ
√
ε(1− 1

8
ρ4), (1.4.14)

dδ

ds
= πρ2. (1.4.15)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî óðàâíåíèÿ â ñèñòåìå (1.4.14), (1.4.15) ðàçäåëèëèñü (ïåðâîå
óðàâíåíèå íå çàâèñèò îò âòîðîé ïåðåìåííîé), îïðåäåëèì óñòîé÷èâîå ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ (1.4.14). Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ãëîáàëüíî óñòîé÷èâûì íåîòðèöà-
òåëüíûì ñîñòîÿíèåì ðàâíîâåñèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ çíà÷åíèå

ρ∗ =
4
√

8. (1.4.16)

Òîãäà èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû èìååì

δ∗ = π
√

8ετ + γ, (1.4.17)

ãäå γ ∈ R.
Ïîäñòàâëÿÿ ôîðìóëû (1.4.16), (1.4.17) â ðÿä (1.4.6), ïîëó÷èì àñèìïòîòè-

êó óñòîé÷èâîãî öèêëà èññëåäóåìîé êðàåâîé çàäà÷è:

ξ ≈ 2
4
√

8ε cos(πx+ π
√

8ετ + γ) +O(
√
ε). (1.4.18)

Âûïîëíåíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà î ñîîòâåòñòâèè.

Òåîðåìà 4. Íàéäåòñÿ òàêîå ïîëîæèòåëüíîå çíà÷åíèå ε0, ÷òî äëÿ ëþáîãî
ε ∈ (0, ε0) êðàåâàÿ çàäà÷à (1.4.1),(1.4.2) èìååò îðáèòàëüíî àñèìïòîòè÷å-
ñêè óñòîé÷èâûé öèêë ñ àñèìïòîòèêîé (1.4.18).

1.5. ×èñëåííûé àíàëèç

Ïåðåéäåì ê ÷èñëåííîìó àíàëèçó ðàçíîñòíîé àïïðîêñèìàöèè êðàåâîé çà-
äà÷è (1.4.1), (1.4.2). Êàê è â ðàáîòå [20], çàìåíèì âòîðóþ è ïåðâóþ ïðîèç-
âîäíûå ïî ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé ñîîòâåòñòâóþùèìè ðàçäåëåííûìè
ðàçíîñòÿìè è ïåðåéäåì ê ñèñòåìå îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé ñëåäóþùåãî âèäà:

∂ξj
∂τ

= N 2(ξj+1 − 2ξj + ξj−1) + αξj + 2Nξ2
j (ξj+1 − ξj−1), (1.5.1)
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ãäå j = 1, . . . , N . Íàòóðàëüíîå ÷èñëî N ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîëè÷åñòâî ÷à-
ñòåé, íà êîòîðîå ðàçáèò ïðîìåæóòîê èçìåíåíèÿ ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåí-
íîé. Óñëîâèå àíòèïåðèîäè÷íîñòè â ýòîì ñëó÷àå äàåò:

ξ0 = −ξN è ξN+1 = −ξ1. (1.5.2)

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îá óñòîé÷èâîñòè ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ çàäà÷è (1.5.1),
(1.5.2). Äëÿ ýòîãî ëèíåàðèçóåì åå â íóëå (îòáðîñèâ êóáè÷åñêóþ íåëèíåé-
íîñòü) è âûïîëíèì ýéëåðîâó çàìåíó ξj = eλt sin(πj/N), ïîëó÷èì:

λ sin
πj

N
= N 2

(
sin

π(j + 1)

N
− 2 sin

πj

N
+ sin

π(j − 1)

N

)
+ α sin

πj

N
. (1.5.3)

Óïðîñòèâ âûðàæåíèå (1.5.3), ïîëó÷èì îöåíêó êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ α:

αêð = 2N 2
(

cos
π

N
− 1
)
. (1.5.4)

Îòìåòèì, ÷òî ïðè N →∞ êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå α ñòðåìèòñÿ ê π2.
Â òàáëèöå 1.1 ïðèâåäåíî îòêëîíåíèå êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ α îñîáîé

òî÷êè ðàçíîñòíîé ñõåìû îò îñîáîé òî÷êè êðàåâîé çàäà÷è (1.4.1), (1.4.2) ïðè
ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà N .

Êîë-âî óðàâíåíèé (N) 10 20 50 100
αêð 9.78870 9.84933 9.86636 9.86879
π2 − αêð 0.08091 0.02028 0.00325 0.00081

Òàáëèöà 1.1. Îòêëîíåíèå êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ α îñîáîé òî÷êè ðàçíîñò-
íîé ñõåìû îò îñîáîé òî÷êè êðàåâîé çàäà÷è (1.4.1), (1.4.2) ïðè ðàçëè÷íûõ
çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà N .

Êàê âèäíî èç ïðèâåäåííîé òàáëèöû, ïðè óâåëè÷åíèè êîëè÷åñòâà óðàâíå-
íèé â ðàçíîñòíîé ñõåìå êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå ðàçíîñòíîé ñõåìû ïðèáëèæà-
åòñÿ ê êðèòè÷åñêîìó çíà÷åíèþ èñõîäíîé çàäà÷è è äëÿ 100 óðàâíåíèé ñîñòàâ-
ëÿåò ÷óòü áîëüøå, ÷åì 0.0008.

Ïðèâåäåì ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ äëÿ îïðåäåëåíèÿ çàâè-
ñèìîñòè ìàêñèìàëüíûõ çíà÷åíèé àìïëèòóäû A (ðèñóíîê 1.1) è ïåðèîäà T
(ðèñóíîê 1.2) êîëåáàíèé ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è (1.4.1), (1.4.2) îò ïàðàìåòðà
ε. Îòìåòèì, ÷òî óâåëè÷åíèå ïàðàìåòðà ε ïðèâîäèò ê ñåðüåçíûì èçìåíåíèÿì
ïåðèîäà è ÷àñòîòû êîëåáàíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (ñì. ðèñóíîê 1.3).

Ïðè ïðîâåäåíèè âû÷èñëåíèé êîëè÷åñòâî óðàâíåíèé (N) â ðàçíîñòíîé ìî-
äåëè (1.5.1),(1.5.2) áûëî ðàâíî 100.
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Ðèñ. 1.1. Ñïëîøíîé ëèíèåé íàíåñåíî çíà÷åíèå àìïëèòóäû ïðè ÷èñëåííûõ
ðàñ÷åòàõ. Ïðåðûâèñòîé ëèíèåé íàíåñåíî àíàëèòè÷åñêè ïîëó÷åííîå çíà÷åíèå
àìïëèòóäû

Äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
ïðèìåíÿëñÿ ìåòîä Äîðìàíà�Ïðèíñà [75] ñ ïåðåìåííîé äëèíîé øàãà
(DORPRI853). Ïàðàìåòðû ðàáîòû ÷èñëåííîãî ìåòîäà � ìàêñèìàëüíàÿ äëè-
íà øàãà, ìèíèìàëüíàÿ äëèíà øàãà, àáñîëþòíàÿ ïîãðåøíîñòü, îòíîñèòåëüíàÿ
ïîãðåøíîñòü � âûáðàíû ñîîòâåòñòâåííî 1/10, 10−10, 10−12, 10−12.

Ñèñòåìà (1.5.1),(1.5.2) ðåøàëàñü íà ïðîìåæóòêå âðåìåíè τ ∈ [0, 101000].
Âåëè÷èíà ïðîìåæóòêà âðåìåíè âûáèðàëàñü ¾äîñòàòî÷íî¿ áîëüøîé èç òåõ
ñîîáðàæåíèé, ÷òîáû ðåøåíèå çàäà÷è óñïåëî âûéòè íà àòòðàêòîð. Ìàê-
ñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ àìïëèòóäû A è ïåðèîäà T èçìåðÿëèñü ïðè τ ∈
[100000, 101000]. Äëèíà ïðîìåæóòêà èçìåðåíèé âûáèðàëàñü òàêèì îáðàçîì,
÷òîáû íà íåì ïîìåùàëîñü íåñêîëüêî ïåðèîäîâ.

Ïðè íåáîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ε, êàê è îæèäàëîñü, àñèìïòîòè÷åñêèé àíàëèç
äàåò î÷åíü õîðîøèå ðåçóëüòàòû. Â ðàìêàõ åãî ïðèìåíèìîñòè êîëåáàòåëüíûé
ðåæèì áëèçîê ê ñèíóñîèäàëüíîìó.

Ïðè óâåëè÷åíèè ïàðàìåòðà α ëîêàëüíûé àíàëèç ñòàíîâèòñÿ íåïðèìåíèì.
Ïðè ýòîì ðàíåå ïîëó÷åííûé öèêë èçìåíÿåò ñâîé âèä è äåëàåòñÿ ðåëàêñà-
öèîííûì. Ïðîåêöèÿ äàííîãî öèêëà íà ïëîñêîñòü ξ1 è ξ31, ïðåäñòàâëåíà íà
ðèñóíêå 1.5. Íîìåðà óðàâíåíèé ðàçíîñòíîé ìîäåëè âûáðàíû ñëó÷àéíî.
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Ðèñ. 1.2. Ñïëîøíîé ëèíèåé íàíåñåíî çíà÷åíèå ïåðèîäà ïðè ÷èñëåííûõ ðàñ-
÷åòàõ. Ïðåðûâèñòîé ëèíèåé íàíåñåíî àíàëèòè÷åñêè ïîëó÷åííîå çíà÷åíèå ïå-
ðèîäà

Íà ðèñóíêå 1.4 ïðåäñòàâëåí òðåõìåðíûé ãðàôèê êîëåáàíèé ðåøåíèÿ èçó-
÷àåìîé êðàåâîé çàäà÷è ïðè çíà÷åíèè ε = 2. Êàê âèäíî èç ðèñóíêà, ïîâåðõ-
íîñòü îáðàçîâàííàÿ ðåøåíèåì, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òàê íàçûâàåìûé ðåæèì
¾áåãóùåé âîëíû¿.

Âûâîäû

Äèíàìè÷åñêèå ñâîéñòâà ëîãèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, ñîäåðæàùåãî çàïàç-
äûâàíèå (1.1.1), ñóùåñòâåííî îòëè÷àþòñÿ îò äèíàìè÷åñêèõ ñâîéñòâ ëîãè-
ñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (0.0.2),è ëîãèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñ çàïàçäûâàíèåì
(0.0.3). Ïðè α > 1/2 ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ u0 ≡ 1 óñòîé÷èâî ïðè âñåõ ïîëî-
æèòåëüíûõ λ. Ïðè 0 < α < 1/2 ìîãóò âîçíèêàòü áèôóðêàöèîííûå ÿâëåíèÿ
ïðè äîñòèæåíèè ïàðàìåòðîì λ íåêîòîðîãî ïîðîãîâîãî çíà÷åíèÿ λ(α).

Ïðè α ∼ 1/2 è λ � 1 ëîêàëüíûå äèíàìè÷åñêèå ñâîéñòâà îïèñûâàþòñÿ
íåëîêàëüíûì ïîâåäåíèåì ðåøåíèé ñïåöèàëüíîé íåëèíåéíîé êðàåâîé çàäà÷è
ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà (1.4.1), (1.4.2). Âûäåëåíû êðèòè÷åñêèå ñëó÷àè â çàäà÷å
îá óñòîé÷èâîñòè ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ.

• Ïðè çíà÷åíèÿõ α < 0 âñå ðåøåíèÿ ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ.
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Ðèñ. 1.3. Óâåëè÷åíèå ÷àñòîòû è àìïëèòóäû êîëåáàíèé ïðè óâåëè÷åíèè ïà-
ðàìåòðà ε. Ñïëîøíàÿ ëèíèÿ ε = 0.01, ïóíêòèðíàÿ ε = 0.5. Âûïîëíåí ñäâèã
ïî âðåìåíè t = τ − 100980

• Ïðè 0 < α < π2 àíàëèòè÷åñêè óñòàíîâëåíî, ÷òî íóëåâîå ñîñòîÿíèå ðàâ-
íîâåñèÿ óñòîé÷èâî, è ñîîòâåòñòâåííî ïðè ÷èñëåííîì àíàëèçå ïîëó÷åíî,
÷òî âñå ðåøåíèÿ ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ.

• Ïðè α = π2 + ε (ε > 0) � èç ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ ðîæäàåòñÿ óñòîé-
÷èâûé öèêë. Ïðèâåäåíà åãî àñèìïòîòèêà.

• Ïðè α > π2 � ÷èñëåííûå èññëåäîâàíèÿ ïîêàçàëè, ÷òî èìååòñÿ åäèí-
ñòâåííîå óñòîé÷èâîå ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå. Ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ
α (α ≈ π2 + 2) ýòîò öèêë èìååò ðåëàêñàöèîííóþ ñòðóêòóðó.

Îòìåòèì, ÷òî íàáëþäàåòñÿ õîðîøåå ñîâïàäåíèå ðåçóëüòàòîâ ÷èñëåííîãî
ìîäåëèðîâàíèÿ è óòâåðæäåíèé àíàëèòè÷åñêîãî õàðàêòåðà ïðè çíà÷åíèÿõ ε ∈
(0, 1) (ðèñóíîê 1.1� 1.3).
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Ðèñ. 1.4. Áåãóùàÿ âîëíà ïðè ε = 2

-5

-4

-3

-2

-1

 0

 1

 2

 3

 4

 5

-5 -4 -3 -2 -1  0  1  2  3  4  5

ξ31

ξ1

Ðèñ. 1.5. Ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî ξ1 è ξ31 ïðè ε = 2
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Ãëàâà 2.

Ëîãèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå ñ
äèôôóçèåé è
çàïàçäûâàíèåì

2.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìîòðèì îáîáùåíèå óðàâíåíèÿ ÊÏÏ

∂u

∂t
=
∂2u

∂x2
+ u[1− u(t− h, x)], (2.1.1)

ñîäåðæàùåå çàïàçäûâàíèå h > 0, è ïîâåäåíèå åãî ðåøåíèÿ ñ íåêîòîðûìè
êëàññè÷åñêèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè. Ïóñòü, íàïðèìåð, çàäàíû ïåðèîäè-
÷åñêèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ

u(t, x+ T ) ≡ u(t, x). (2.1.2)

Êîíå÷íî, ïðè h > π/2 êðàåâàÿ çàäà÷à (2.1.1), (2.1.2) èìååò ïðîñòðàíñòâåííî
îäíîðîäíîå ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå u0(t). Ïðè óñëîâèè áëèçîñòè ïàðàìåòðà
h ê π/2, à òàêæå ïðè h � 1 ýòî ðåøåíèå óñòîé÷èâî. Åñëè æå çíà÷åíèÿ h
è T äîñòàòî÷íî âåëèêè, òî âîçìîæíà ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ u0(t) è
âîçíèêíîâåíèå ñëîæíûõ ïðîñòðàíñòâåííî íåîäíîðîäíûõ ñòðóêòóð [20,36,38,
83,107].

Ðàññìîòðèì áîëåå ïîäðîáíî ñëó÷àé áëèçîñòè çàïàçäûâàíèÿ h ê π/2 è
ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå

h = π/2 + εh1 ãäå 0 < ε� 1. (2.1.3)
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Åñëè äîïîëíèòåëüíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî äëÿ ïàðàìåòðà T â (2.1.2) âû-
ïîëíåíî óñëîâèå

T � 1, (2.1.4)

òî äèíàìèêà êðàåâîé çàäà÷è (2.1.1), (2.1.2) ñóùåñòâåííî óñëîæíÿåòñÿ. Ïîâå-
äåíèå ðåøåíèé â ìàëîé îêðåñòíîñòè ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ u0 ≡ 1 òîãäà â
ãëàâíîì îïðåäåëÿåòñÿ íåëîêàëüíûì ïîâåäåíèåì ðåøåíèé íîðìàëèçîâàííîãî
êîìïëåêñíîãî óðàâíåíèÿ � óðàâíåíèÿ Ãèíçáóðãà�Ëàíäàó

∂ξ

∂τ
= σδ

∂2ξ

∂y2
+ h1δξ + d|ξ|2ξ, (2.1.5)

ξ(τ, y + 1) ≡ ξ(τ, y). (2.1.6)

Çäåñü τ = εt, y = T−1x � íîâûå âðåìåííàÿ è ïðîñòðàíñòâåííàÿ ïåðåìåííûå,
σ = T−2ε−1 � âåëè÷èíà ïîðÿäêà åäèíèöû,

δ =
4− 2πi

4 + π2
, d = −2(3π − 2 + i(π + 6))

5(4 + π2)
. (2.1.7)

Ðåøåíèÿ (2.1.1), (2.1.2) è ðåøåíèÿ (2.1.5), (2.1.6) ñâÿçàíû ôîðìóëîé

u(t, x) = 1 + ε1/2[ξ(τ, y) exp(it) + ξ(τ, y) exp(−it)] +O(ε). (2.1.8)

Äèíàìè÷åñêèå ñâîéñòâà (2.1.5) � (2.1.6) ñóùåñòâåííî çàâèñÿò îò ïàðàìåòðà σ.
Íàïðèìåð, ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ σ âñå ïðîñòåéøèå ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ
âèäà

ρm exp(2πimy + iϕmτ) (m = 0,±1,±2, . . .)

íåóñòîé÷èâû [31]. Â ñòàòüÿõ [20,68] äëÿ çàäà÷è (2.1.5) ñ ïåðèîäè÷åñêèìè êðà-
åâûìè óñëîâèÿìè (2.1.6) è ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè Íåéìàíà âûïîëíåí ÷èñëåí-
íûé ýêñïåðèìåíò, ïîçâîëÿþùèé óòâåðæäàòü, ÷òî ïðè óìåíüøåíèè ïàðàìåò-
ðà σ åå êîëåáàòåëüíûå ðåæèìû ñòàíîâÿòñÿ íåóïîðÿäî÷åííûìè è èìåþò âñå
áîëåå ñëîæíóþ ñòðóêòóðó ïî ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé. Ñëåäóåò îòìå-
òèòü, ÷òî óòâåðæäåíèå î ñîîòâåòñòâèè ìåæäó ðåøåíèÿìè êâàçèíîðìàëüíîé
ôîðìû (2.1.5), (2.1.6) è èñõîäíîé êðàåâîé çàäà÷è ìîæåò áûòü îáîñíîâàíî
òîëüêî â ñëó÷àå ãèïåðáîëè÷íîñòè àòòðàêòîðà çàäà÷è (2.1.5), (2.1.6), ïîýòîìó
â ñòàòüå [27] äëÿ óðàâíåíèÿ (2.1.1) ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè Íåéìàíà è óñëî-
âèÿìè (2.1.6) áûë âûïîëíåí ïåðåõîä ê ñïåöèàëüíîìó ðàçíîñòíîìó àíàëîãó,
ñ ïîñëåäóþùèì ÷èñëåííûì àíàëèçîì äèñêðåòíîé ñèñòåìû.
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Äëÿ ïîëó÷åíèÿ äèñêðåòíîãî àíàëîãà ðàñïðåäåëåííîãî óðàâíåíèÿ (2.1.1)
âûïèøåì èíòåãðàëüíîå ðàâåíñòâî

u(t+h/k, x) = u(t, x) exp

[ t+h/k∫
t

1

u(τ, x)

∂ 2u

∂x2
(τ, x)dτ+

(
h

k
−

t−h+h/k∫
t−h

u(τ, x)dτ

)]
.

(2.1.9)
Ôèêñèðóåì òåïåðü íåêîòîðîå íàòóðàëüíîå N , çàäàäèì óçëû xj = T (j −
1/2)/N , j = 1, . . . , N è çàìåíèì â (2.1.9) âòîðóþ ÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ ïî
x âòîðîé ðàçäåëåííîé ðàçíîñòüþ. Àïïðîêñèìèðóÿ èíòåãðàëû ïî ôîðìóëå
ïðÿìîóãîëüíèêîâ, äëÿ ïåðåìåííûõ un,j = u(nh/k, xj) èìååì ñèñòåìó ðàç-
íîñòíûõ óðàâíåíèé

un+1,j = un,j exp

[
d

(
un,j+1

un,j
+
un,j−1

un,j
− 2

)
+
h

k
(1− un−k,j)

]
, j = 1, . . . , N,

(2.1.10)
ãäå n = 1, 2, . . . , d = N 2/(kT 2), un,0 = un,N , un,N+1 = un,1.

Íåïîñðåäñòâåííîå âû÷èñëåíèå ïî ôîðìóëàì (2.1.10) ïðèáëèæåííûõ ðå-
øåíèé êðàåâîé çàäà÷è (2.1.5), (2.1.6) ïîçâîëÿåò ïðîñëåäèòü çà óñëîæíåíèåì
ðåøåíèé ïðè óìåíüøåíèè ïàðàìåòðà d (ñîîòâåòñòâóåò óâåëè÷åíèþ çíà÷åíèÿ
T ) è çà óâåëè÷åíèåì àìïëèòóäû êîëåáàòåëüíîãî ðåæèìà ïðè óâåëè÷åíèè ïà-
ðàìåòðà h. Íà ðèñóíîê 2.1 ïðèâåäåíû ãðàôèêè ðàñïðåäåëåíèÿ ðåøåíèÿ êðà-
åâîé çàäà÷è (2.1.5), (2.1.6) ïî ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé, ïîñòðîåííûå ñ
ïîìîùüþ äèñêðåòíîé ìîäåëè (2.1.10) ïðè N = 50, ïåðâûå äâà ãðàôèêà ïî-
ñòðîåíû äëÿ T = 60, h = 1.6 â ñëó÷àå a) è h = 1.8 â ñëó÷àå b), òðåòèé è
÷åòâåðòûé ãðàôèêè ïîñòðîåíû äëÿ T = 120 è òåõ æå çíà÷åíèé h. Íà âñåõ
ãðàôèêàõ ðèñóíîê 2.1 ïðîñòðàíñòâåííàÿ ïåðåìåííàÿ x ïðîíîðìèðîâàíà íà
T .

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî äëÿ ìíîãèõ ïðèëîæåíèé ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ çàäà÷à î
ðàñïðîñòðàíåíèè âîëí êîíöåíòðàöèè â çàäà÷å (2.1.1), â ñëåäóþùèõ ïóíêòàõ
áóäåì ðàññìàòðèâàòü ýòî óðàâíåíèå áåç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé.

2.2. Ïîñòðîåíèå íîðìàëèçîâàííîãî óðàâíåíèÿ

Èòàê, ðàññìîòðèì âîïðîñ î ïîâåäåíèè ðåøåíèé ñ íà÷àëüíûìè óñëîâè-
ÿìè èç íåêîòîðîé äîñòàòî÷íî ìàëîé, íî íåçàâèñèìîé îò ε îêðåñòíîñòè â
C[−∞,0]×[−h,0] ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ u0 ≡ 1 óðàâíåíèÿ

∂u

∂t
=
∂2u

∂x2
+ u
[
1− u

(
t− π

2
− ε, x

)]
. (2.2.1)
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Ðèñ. 2.1. Ïðîñòðàíñòâåííîå ðàñïðåäåëåíèå ðåøåíèÿ u(t, x) ïðè a) T = 60,
h = 1.6; b) T = 60, h = 1.8; c) T = 120, h = 1.6; d) T = 120, h = 1.8

Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå (âîëíîâîå) óðàâíåíèå äëÿ ëèíåàðèçîâàííîãî íà u0

óðàâíåíèÿ (2.2.1) èìååò âèä

λ = −k2 − exp
(
−
(π

2
+ ε
)
λ
)
, k ∈ (−∞,∞). (2.2.2)

Ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì k2 ýòî óðàâíåíèå èìååò êîðåíü λ(k, ε), âåùåñòâåííàÿ
÷àñòü êîòîðîãî äîñòàòî÷íî ìàëà. Ñôîðìèðóåì ýòîò âûâîä áîëåå òî÷íî. Ïî-
ëîæèì k = ε1/2m. Òîãäà óðàâíåíèå (2.2.2) èìååò êîðåíü λm(ε) = λ(ε1/2m, ε),
äëÿ êîòîðîãî èìååò ìåñòî àñèìïòîòè÷åñêîå ïðè ε→ 0 ðàâåíñòâî

λm(ε) = i+
ε(1−m2)(1− iπ/2)

1 + π2/4
+O(ε). (2.2.3)

Òàêèì îáðàçîì ïðè êàæäîì |m| < 1 âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü êîðíÿ λm(ε) áëèçêà
ê íóëþ, à ìíèìàÿ � ê 1.
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Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ôîðìàëüíûé ðÿä

u(t, x) = 1+ε1/2
[
ξ(τ, y) exp(it)+ξ(τ, y) exp(−it)

]
+εu2(τ, y, t)+ε

3/2u3(τ, y, t)+. . . ,
(2.2.4)

ãäå τ = εt, y = ε1/2x, ξ(τ, y) � íåèçâåñòíûå è ïîäëåæàùèå îïðåäåëåíèþ
¾àìïëèòóäû¿, à çàâèñèìîñòü ôóíêöèè uj(τ, y, t) îò àðãóìåíòà t ÿâëÿåòñÿ 2π-
ïåðèîäè÷åñêîé. Ïîäñòàâèì (2.2.4) â (2.2.1) è áóäåì ïðèðàâíèâàòü êîýôôèöè-
åíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ

√
ε â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿõ ïîëó÷èâøåãîñÿ

ôîðìàëüíîãî òîæäåñòâà. Íà âòîðîì øàãå òîãäà ïîëó÷èì, ÷òî

u2(τ, y, t) =
2− i

5
ξ2(τ, y) exp(2it) +

2 + i

5
ξ

2
(τ, y) exp(−2it).

Íà òðåòüåì øàãå, ñîáèðàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè ε3/2, ïîëó÷èì óðàâíåíèå
îòíîñèòåëüíî u3. Èç óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè ýòîãî óðàâíåíèÿ â óêàçàííîì
êëàññå ôóíêöèé, ïðèõîäèì, êàê è â ïðåäûäóùåì ïóíêòå, ê óðàâíåíèþ òèïà
Ãèíçáóðãà�Ëàíäàó äëÿ îïðåäåëåíèÿ ξ(τ, y):

∂ξ

∂τ
= δ

∂2ξ

∂y2
+ δξ + d|ξ|2ξ, (2.2.5)

ãäå δ è d îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì (2.1.7). Îòìåòèì, ÷òî Re δ > 0 è Re d <
0.

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ñîñòîèò â ñëåäóþùåì

Òåîðåìà 5. Ïóñòü óðàâíåíèå (2.2.5) èìååò îãðàíè÷åííîå ïðè τ → +∞ è
ïðè y → ±∞ ðåøåíèå ξ0(τ, y). Òîãäà óðàâíåíèå (2.2.1) èìååò àñèìïòîòè-
÷åñêîå ïî íåâÿçêå ñ òî÷íîñòüþ äî O(ε3/2) ðåøåíèå u(t, x, ε), äëÿ êîòîðîãî

u(t, x, ε) = 1 + ε1/2[ξ0(τ, y) exp(it) + ξ0(τ, y) exp(−it)]+

+ ε
[2− i

5
ξ2(τ, y) exp(2it) +

2 + i

5
ξ

2
(τ, y) exp(−2it)

]
+O(ε3/2).

Óðàâíåíèå (2.2.5) èìååò ñðåäè ñâîèõ ðåøåíèé îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñå-
ìåéñòâî ïðîñòåéøèõ ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé

um(τ, y) = ρm exp(imy + iωmτ), (2.2.6)

ãäå ρ2
m =

(m2 − 1)Re δ

Re d
, |m| < 1, ωm =

[
Im δ − Im d

Re δ

Re d

]
(1 −m2) − Im δ. Â

ñèëó òîãî, ÷òî èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

1 +
Imα

Reα
·

Im d

Re d
=
− π2 − 4

6π − 4
< 0,
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èç ðåçóëüòàòîâ ñòàòüè [31] ñëåäóåò âûâîä î íåóñòîé÷èâîñòè âñåõ ðåøåíèé
(2.2.6). Ó÷èòûâàÿ ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò, â ñëåäóþùåì ðàçäåëå ðàññìîòðèì
íåêîòîðûå ñâîéñòâà âîëíîâûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (2.1.1).

2.3. Íåêîòîðûå ñâîéñòâà óðàâíåíèÿ ðàñïðî-

ñòðàíåíèÿ âîëíû

Â ðàáîòå [44] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî â óðàâíåíèè (0.0.2) âîëíû ðàñïðîñòðà-
íÿþòñÿ âäîëü íàïðàâëåíèé 2t ± x = const , è áûë îïðåäåëåí ïðîôèëü âîë-
íû, ïðèâîäÿùåé ê ïåðåõîäó îò íóëåâûõ çíà÷åíèé ïåðåìåííîé ê åäèíè÷-
íûì. Âûïîëíèì â óðàâíåíèè (0.0.2) çàìåíó â âèäå áåãóùåé âîëíû âèäà
u(t, x) = w(2t ± x) è ïåðåéäåì ê íîâîé âðåìåííîé ïåðåìåííîé s = 2t ± x,
òîãäà äëÿ íîâîé ïåðåìåííîé w(s) èìååì ñëåäóþùåå óðàâíåíèå âòîðîãî ïî-
ðÿäêà ñ çàïàçäûâàíèåì:

w′′ − 2w′ + w[1− w(s− 2h)] = 0, (2.3.1)

ãäå øòðèõîì îáîçíà÷åíà ïðîèçâîäíàÿ ïî ïåðåìåííîé s. Ñâîéñòâà óñòîé÷è-
âîñòè íóëåâîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.3.1) íå çàâèñÿò îò h, ýòî ðåøåíèå
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåóñòîé÷èâûé óçåë ñ êðàòíûì êîðíåì, ðàâíûì åäèíè-
öå. Ñâîéñòâà óñòîé÷èâîñòè åäèíè÷íîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ îïðåäåëÿþòñÿ
ðàñïîëîæåíèåì êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî êâàçèïîëèíîìà

P (λ) ≡ λ2 − 2λ− exp(−2hλ). (2.3.2)

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ðàñïîëîæåíèå è êîëè÷åñòâî âåùåñòâåííûõ êîðíåé
êâàçèïîëèíîìà P (λ). Ïðîñòåéøèé àíàëèç ñâîéñòâ òðàíñöåíäåíòíîãî óðàâ-
íåíèÿ P (λ) = 0 ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè âñåõ ïîëîæèòåëüíûõ h îíî èìååò ëèáî
îäèí, ëèáî òðè êîðíÿ. Îäèí èç ýòèõ êîðíåé ïîëîæèòåëüíûé, à äâà äðóãèõ
îòðèöàòåëüíû è ïîÿâëÿþòñÿ ïðè êðèòè÷åñêîì çíà÷åíèè h∗1, äëÿ íàõîæäåíèÿ
êîòîðîãî èìååì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó:

λ2 − 2λ− exp(−2hλ) = 0,

2λ− 2− 2h exp(−2hλ) = 0.
(2.3.3)

Ðåøàÿ ñèñòåìó (2.3.3), èìååì λ ≈ −1.23141, h = h∗1 ≈ 0.56077. Ïðèâåäåííûå
âûøå ðàññóæäåíèÿ ïîçâîëÿþò ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 4. Êâàçèïîëèíîì P (λ) èìååò ïðè 0 < h < h∗1 ðîâíî òðè âåùå-
ñòâåííûõ êîðíÿ: îäèí ïîëîæèòåëüíûé è äâà îòðèöàòåëüíûõ, à ïðè h > h∗1
� åäèíñòâåííûé ïîëîæèòåëüíûé âåùåñòâåííûé êîðåíü.

37



Òàêèì îáðàçîì â ñïåêòðå óñòîé÷èâîñòè åäèíè÷íîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâå-
ñèÿ óðàâíåíèÿ (2.3.1) âñåãäà åñòü ïîëîæèòåëüíûé âåùåñòâåííûé êîðåíü.
Ðàññìîòðèì òåïåðü ðàñïîëîæåíèå îñòàëüíûõ êîðíåé êâàçèìíîãî÷ëåíà P (λ).
Âûïîëíåíî óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 5. Âñå êîðíè êâàçèïîëèíîìà P (λ), êðîìå îäíîãî âåùåñòâåííîãî ïî-
ëîæèòåëüíîãî, ëåæàò ïðè 0 < h < h∗2 â ëåâîé êîìïëåêñíîé ïîëóïëîñêî-
ñòè. Çäåñü

h∗2 =
arccos (−

√
5 + 2)

2
√√

5− 2
≈ 1.86173. (2.3.4)

Ïðè h = h∗2 íà ìíèìóþ îñü âûõîäèò ïàðà ÷èñòî ìíèìûõ êîðíåé λ = ±iω0,
ïðè÷åì

ω0 =

√√
5− 2 ≈ 0.48587. (2.3.5)

Ðàññìîòðèì òåïåðü îêðåñòíîñòü ðåøåíèÿ w(s) ≡ 1 è íàéäåì àñèìïòîòèêó
ðåæèìà, îòâåòâëÿþùåãîñÿ îò ýòîãî ðåøåíèÿ ïðè h = h∗2 + µ, ãäå 0 < µ� 1.
Äëÿ ýòîãî ïðèìåíèì ñòàíäàðòíóþ çàìåíó ìåòîäà íîðìàëüíûõ ôîðì

w(s, µ) = 1+
√
µ(z(τ) exp(iω0s)+z̄(τ) exp(−iω0s))+µw1(s, τ)+µ3/2w2(s, τ)+. . . ,

(2.3.6)
ãäå τ = µs, wj(s, τ) (j = 1, 2) � òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ïîëèíîìû ïî ïåðåìåí-
íîé s, z(τ) � ìåäëåííî ìåíÿþùàÿñÿ àìïëèòóäà, ïîäëåæàùàÿ îïðåäåëåíèþ.
Ïîäñòàíîâêà âûðàæåíèÿ (2.3.6) â óðàâíåíèå (2.3.1) è ïðèðàâíèâàíèå êîýô-
ôèöèåíòîâ ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ

√
µ ïðèâîäèò íà òðåòüåì øàãå ê óðàâ-

íåíèþ îòíîñèòåëüíî w2(s, τ), èç óñëîâèé ðàçðåøèìîñòè êîòîðîãî â êëàññå
òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óðàâíåíèå íà ìåäëåí-
íóþ àìïëèòóäó z(τ):

dz

dτ
= ϕ0z + ϕ1|z|2z, (2.3.7)

ãäå ϕ0 =
2ω2

0(−1 + iω0)

P ′(iω0)
, ϕ1 =

1

P ′(iω0)

(
2ω2

0(1 − ω2
0 − 2iω0) + b

(
(ω2

0 +

2iω0)
2 − 1

ω2
0 + 2iω0

))
, b =

ω2
0 + 2iω0

4ω2
0 + 4iω0 + (ω2

0 + 2iω0)2
. Èñïîëüçóÿ ïîëó÷åí-

íîå ïðåäñòàâëåíèå è ôîðìóëû (2.3.4), (2.3.5), íåòðóäíî íàéòè ïðèáëèæåí-
íûå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ óðàâíåíèÿ (2.3.7) ϕ0 ≈ 0.136807 − 0.20660i,
ϕ1 ≈ −0.04429− 0.03664i. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî Re (ϕ0) > 0, à Re (ϕ1) < 0 ìîæíî
ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 6. Ñóùåñòâóåò òàêîå µ0 > 0, ÷òî äëÿ âñåõ 0 < µ < µ0 óðàâíåíèå
(2.3.1) èìååò äèõîòîìè÷íûé öèêë, íåóñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå êîòîðîãî
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îäíîìåðíî, à àñèìïòîòèêà çàäàåòñÿ ôîðìóëîé (2.3.6), â êîòîðîé àìïëè-
òóäà z(τ) çàìåíåíà âûðàæåíèåì√
−Re (ϕ0)/Re (ϕ1) exp

(
iεs
(
Im (ϕ0)Re (ϕ1)−Re (ϕ0)Im (ϕ1)

)
/Re (ϕ0) + iγ

)
,

ãäå γ � ïðîèçâîëüíàÿ êîíñòàíòà, îïðåäåëÿþùàÿ ôàçîâûé ñäâèã âäîëü öèê-
ëà.

Ïðåäñòàâëåííûå â ïåðâûõ òðåõ ðàçäåëàõ ðàáîòû àíàëèòè÷åñêèå ðåçóëü-
òàòû ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü íåêîòîðóþ èíôîðìàöèþ î ðåøåíèÿõ óðàâíåíèÿ
(2.1.1), îäíàêî äëÿ àíàëèçà çàâèñèìîñòè ðåøåíèé îò çàïàçäûâàíèÿ è íà-
÷àëüíûõ óñëîâèé òðåáóåòñÿ ÷èñëåííûé ýêñïåðèìåíò, îïèñàíèþ êîòîðîãî è
ïîñâÿùåí ñëåäóþùèé ðàçäåë ñòàòüè.

2.4. ×èñëåííûé àíàëèç óðàâíåíèÿ ÊÏÏ

ñ çàïàçäûâàíèåì

×èñëåííîå èññëåäîâàíèå ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí êîíöåíòðàöèè â óðàâíå-
íèè (2.1.1) îò ëîêàëèçîâàííîãî ïî ïðîñòðàíñòâó íà÷àëüíîãî âîçìóùåíèÿ âû-
ïîëíÿëîñü íà íåêîòîðîì îòðåçêå [a, b]. Ïðè ýòîì ðàçíèöà |a− b| âûáèðàëàñü
äîñòàòî÷íî áîëüøîé äëÿ òîãî, ÷òîáû ìîæíî áûëî ïðîñëåäèòü çà ðàñïðîñòðà-
íåíèåì âîëíû îò íà÷àëüíîãî ìîìåíòà äî ìîìåíòà âñòðå÷è ôðîíòà âîëíû ñ
ãðàíèöàìè a èëè b. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î ðàñïðîñòðàíå-
íèè ëîêàëüíîãî âîçìóùåíèÿ, çàäàäèì íà ãðàíèöàõ îòðåçêà íóëåâûå êðàåâûå
óñëîâèÿ u(t, a) = u(t, b) = 0.

Ïåðåéäåì ê îïèñàíèþ âû÷èñëèòåëüíîé ïðîöåäóðû. Âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ
ïî ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (2.1.1) çàìåíèì
êîíå÷íîé ðàçíîñòüþ âòîðîãî ïîðÿäêà. Äëÿ ýòîãî îòðåçîê [a, b] ðàçîáüåì íà
N ðàâíûõ ÷àñòåé è ïîñòðîèì ñåòêó óçëîâ ñ øàãîì ∆x = (b− a)/N òàê, ÷òî
xj = a+ j∆x, ãäå j = 0, . . . , N−1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç uj(t) çíà÷åíèå ôóíêöèè
u(t, x) â ñîîòâåòñòâóþùèõ óçëàõ ñåòêè. Â èòîãå ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó
îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:

u̇j =
uj+1 − 2uj + uj−1

(∆x)2
+
[
1− uj(t− h)

]
uj, j = 0, . . . , N − 1. (2.4.1)

Äëÿ ó÷åòà íóëåâûõ êðàåâûõ óñëîâèé ïîëàãàåì u−1(t) = uN(t) = 0.
×èñëåííûé ýêñïåðèìåíò âûïîëíÿëñÿ íà âû÷èñëèòåëüíîì êëàñòåðå ßð-

ÃÓ (ÌÍÈË ¾Äèñêðåòíàÿ è âû÷èñëèòåëüíàÿ ãåîìåòðèÿ¿ èì. Á.Í. Äåëîíå).
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Îäíîâðåìåííî ðåøàëîñü îò N = 0.9 · 105 äî N = 1.8 · 105 óðàâíåíèé ñ çà-
ïàçäûâàíèåì. Îñîáåííîñòüþ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ òàêîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ
ïîâûøåííàÿ òðåáîâàòåëüíîñòü ê îáúåìàì äîñòóïíîé ïàìÿòè äëÿ õðàíåíèÿ
ðåøåíèÿ íà ïðîìåæóòêå çàïàçäûâàíèÿ. Â ñâÿçè ñ ýòèì ïðèõîäèëîñü ñóùå-
ñòâåííî èñïîëüçîâàòü æåñòêèé äèñê êëàñòåðà, ÷òî çíà÷èòåëüíî çàìåäëÿëî
ïðîöåäóðó ðàñ÷åòà. Äëÿ âû÷èñëåíèé èñïîëüçîâàëñÿ ìåòîä Äîðìàíà�Ïðèíöà
ïÿòîãî ïîðÿäêà ñ ïåðåìåííîé äëèíîé øàãà èíòåãðèðîâàíèÿ. Àáñîëþòíàÿ è
îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòè àëãîðèòìà áûëè ïðèíÿòû ðàâíûìè 10−12. Íà-
÷àëüíûé øàã èíòåãðèðîâàíèÿ âçÿò ðàâíûì 10−3.

a) b)

Ðèñ. 2.2. Ðåøåíèå ñèñòåìû (2.4.1) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (2.4.2) ïðè h = 0:
a) ðàñïðîñòðàíåíèå âîëíû íà ïëîñêîñòè (x, t); b) ðàçðåç ïðè t = 200

a) b)

Ðèñ. 2.3. Ðåøåíèå ñèñòåìû (2.4.1) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (2.4.2) ïðè h = 1:
a) ðàñïðîñòðàíåíèå âîëíû íà ïëîñêîñòè (x, t); b) ðàçðåç ïðè t = 200

Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ âûáèðàëèñü â âèäå ïðÿìîóãîëüíîãî èìïóëüñà âûñîòû
0.1 è åäèíè÷íîé øèðèíû, ðàñïîëîæåííîãî â öåíòðå îòðåçêà [a, b] äëÿ âñåõ

40



−h 6 t 6 0. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ñëó÷àÿ x ∈ [0, 1800]:

uj(t) =

{
0.1, åñëè j ∈ [89950, 90050],

0, èíà÷å,
(2.4.2)

ãäå t ∈ [−h, 0]. Äëÿ ïîñëåäóþùåãî àíàëèçà è ãðàôè÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ
ïîëó÷åííûå äàííûå ïðîðåæèâàëèñü.

Ïåðåéäåì ê ðåçóëüòàòàì ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ. Îïèñàíèå ïîâåäå-
íèÿ óðàâíåíèÿ (2.1.1) ñ çàïàçäûâàíèåì áóäåì ïðîâîäèòü â ñðàâíåíèè ñ êëàñ-
ñè÷åñêèì óðàâíåíèåì (0.0.4) áåç çàïàçäûâàíèÿ. Íà ðèñóíîê 2.2 ïðåäñòàâëåíî
ðàñïðîñòðàíåíèå âîëíû ïîñòîÿííîé âûñîòû îò íà÷àëüíîãî âñïëåñêà åäèíè÷-
íîé øèðèíû è âûñîòû 0.1. Ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû ñîãëàñíî [44]
ðàâíÿëàñü äâóì. (Íà ñîîòâåòñòâóþùèõ ðèñóíêàõ ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ
ðàâíà óãëó íàêëîíà ïðîôèëÿ âîëíû.)

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñèñòåìó (2.4.1) ñ íåíóëåâûì çàïàçäûâàíèåì. Ïðè óâå-
ëè÷åíèè ïàðàìåòðà h ìîæíî âûäåëèòü íåñêîëüêî ýòàïîâ êà÷åñòâåííî ðàç-
ëè÷íîãî ïîâåäåíèÿ ðåøåíèé ñèñòåìû (2.4.1).

1. Ïðè îòíîñèòåëüíî ìàëîì çíà÷åíèè h íà ïðîìåæóòêå îò íóëÿ äî h∗1
ïîâåäåíèå ñèñòåìû (2.4.1) ïðàêòè÷åñêè íå îòëè÷èìî îò ïîâåäåíèÿ ñèñòåìû
ÊÏÏ áåç çàïàçäûâàíèÿ. Âåëè÷èíà h∗1 îãðàíè÷èâàåò äàííûé ïðîìåæóòîê,
ïî-âèäèìîìó, â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.3.1) íà óñòîé÷èâîì
èíâàðèàíòíîì ìíîãîîáðàçèè åäèíè÷íîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ ìîíîòîííî
ñòðåìÿòñÿ ê ýòîìó ñîñòîÿíèþ.

2. Ïðè h∗1 < h < π/2 ôðîíò ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû ïðèáëèæàåòñÿ ê åäè-
íè÷íîìó çíà÷åíèþ êîëåáàòåëüíûì îáðàçîì. Íà ðèñóíîê 2.3 ïîêàçàíà òàêàÿ
âîëíà ïðè h = 1. Â ýòîì ñëó÷àå ìàêñèìàëüíàÿ àìïëèòóäà âñïëåñêà ðàâíà
ïðèìåðíî 1.2, à ïîñëå ïðîõîæäåíèÿ ôðîíòà âîëíû çíà÷åíèå u(t, x) áûñòðî
ïðèáëèæàåòñÿ ê åäèíèöå.

3. Ñëåäóþùåå ñóùåñòâåííîå èçìåíåíèå â ðàñïðîñòðàíåíèè ôðîíòà âîë-
íû ñèñòåìû (2.4.1) íàáëþäàåòñÿ ïðè h > π/2. Ñóùåñòâåííîé îñîáåííîñòüþ
ðåøåíèÿ â ýòîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî îíî ïåðåñòàåò óäîâëåòâîðÿòü óðàâ-
íåíèþ (2.3.1). Ýòî ïðîèñõîäèò â ñèëó òîãî, ÷òî ó ëîãèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ
ñ çàïàçäûâàíèåì (0.0.2) ïðè h = π/2 ðåøåíèå u0 ≡ 1 òåðÿåò óñòîé÷èâîñòü è
îò íåãî îòâåòâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûé öèêë. Óêàçàííîå îáñòîÿòåëüñòâî ïðèâîäèò
ê òîìó, ÷òî â ïðîñòðàíñòâåííîé îáëàñòè, ãäå áûëè çàäàíû íåíóëåâûå íà-
÷àëüíûå óñëîâèÿ (2.4.2), íàáëþäàþòñÿ íåçàòóõàþùèå êîëåáàíèÿ, àìïëèòóäà
êîòîðûõ ðàñòåò ñ ðîñòîì h. Ðàçìåð ïðîñòðàíñòâåííîé îáëàñòè ñî ñëîæíû-
ìè êîëåáàíèÿìè ìåäëåííî (â ñðàâíåíèè ñî ñêîðîñòüþ ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîë-
íîâîãî ôðîíòà) ðàñøèðÿåòñÿ. Ðåøåíèÿ â ýòîé îáëàñòè áëèçêè ê ðåøåíèÿì
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óðàâíåíèÿ (2.1.1) ñ êëàññè÷åñêèìè ïåðèîäè÷åñêèìè óñëîâèÿìè (ñì. ðèñó-
íîê 2.1a è 2.1ñ â ïåðâîì ðàçäåëå ñòàòüè), ïðè÷åì, êàê ïîêàçàíî â ïåðâûõ
äâóõ ðàçäåëàõ ñòàòüè, óâåëè÷åíèå ðàçìåðà îáëàñòè íåîäíîðîäíîñòè (ñîîò-
âåòñòâóåò ðîñòó âåëè÷èíû T ) ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ âñå áîëåå èçðåçàííûõ
ïî ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé ðåæèìîâ.

Ïðè π/2 < h < h∗2 ãðàôè÷åñêèå ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (2.4.1)
ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (2.4.2) ïðèâîäÿòñÿ íà ðèñóíîê 2.4, 2.5 äëÿ h = 1.6
è íà ðèñóíîê 2.6, 2.7 äëÿ h = 1.7. Ïðè ýòîì íà ðèñóíîê 2.4, 2.6 ïðèâåäå-
íà îáùàÿ êàðòèíà ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû îò íà÷àëüíîãî âîçìóùåíèÿ; íà
ðèñóíîê 2.5a, 2.7a � ðàçðåç âäîëü îäíîãî èç âîëíîâûõ ôðîíòîâ (â äàííîì
ñëó÷àå âûáðàí ðàçðåç âäîëü ïðÿìîé x = 2t + 900); íà ðèñóíîê 2.5b, 2.7b �
çàâèñèìîñòü ðåøåíèÿ îò x ïðè ôèêñèðîâàííîì t = 400; íà ðèñóíîê 2.5ñ, 2.7ñ
� çàâèñèìîñòü ðåøåíèÿ îò t ïðè ôèêñèðîâàííîì x = 900; è íàêîíåö, íà ðè-
ñóíîê 2.5d, 2.7d èçîáðàæåíà çàâèñèìîñòü ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ðåøåíèÿ
u(t, x) â îòòåíêàõ ñåðîãî.

4. Ïðè äàëüíåéøåì óâåëè÷åíèè h > h∗2 õàðàêòåð ïîâåäåíèÿ öåíòðàëüíîé
÷àñòè ðàñïðîñòðàíÿþùåéñÿ âîëíû ðåçêî ìåíÿåòñÿ. Äëÿ èëëþñòðàöèè ýòèõ
èçìåíåíèé íà ðèñóíîê 2.8, 2.9 ïðèâåäåí îáùèé âèä ðåøåíèÿ è íåñêîëüêî ðàç-
ðåçîâ ïðè h = 1.8 (ýòî çíà÷åíèå áëèçêî, íî íåìíîãî ìåíüøå âåëè÷èíû h∗2, ñì.
(2.3.4)). Ïîñêîëüêó â ñèëó ëåììû 3 ïðè h = h∗2 îò åäèíè÷íîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâ-
íîâåñèÿ óðàâíåíèÿ (2.3.1) âåòâèòñÿ öèêë, òî ïðîïàäàåò îáëàñòü, â êîòîðîé
ðåøåíèå ñòðåìèëîñü ê åäèíèöå. Ýòî õîðîøî çàìåòíî íà ðàçðåçå âäîëü ïðÿ-
ìîé x = 2t+900 (ðèñóíîê 2.9a) è íà ãðàôèêå 2.9b çàâèñèìîñòè ðåøåíèÿ îò x
ïðè ôèêñèðîâàííîì t = 400. Êðîìå òîãî, èç èçîáðàæåííîé íà ðèñóíîê 2.9d
çàâèñèìîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ðåøåíèÿ u(t, x) ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî îòíîñè-
òåëüíî ìåäëåííîå ðàñïðîñòðàíåíèå êîëåáàòåëüíîé ñòðóêòóðû, íàõîäÿùåéñÿ
â öåíòðå ðàñïðîñòðàíÿþùåéñÿ âîëíû, ñìåíÿåòñÿ ïðè çíà÷åíèÿõ t, áëèçêèõ ê
300, ðàñïðîñòðàíåíèåì ñî ñêîðîñòüþ, áëèçêîé ê ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ
ôðîíòà îñíîâíîé âîëíû è ðàâíîé äâóì. Ïðåäñòàâëåíèå î õàðàêòåðå ðàñïðå-
äåëåíèÿ ðåøåíèÿ ïî ïðîñòðàíñòâåííîé è âðåìåííîé ïåðåìåííûì äàåò ãðà-
ôèê u(t, x) â îáëàñòè ñ ãðàíèöàìè [400, 1400]× [400, 420]. Ðèñóíêè 2.9 è 2.9b
ïîêàçûâàþò ñèëüíóþ èçðåçàííîñòü ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîãî ðàñïðåäå-
ëåíèÿ ôóíêöèè u(t, x). Ñðàâíèâàÿ ýòè ðèñóíêè ñ ïðèâåäåííûìè â ïåðâîì
ðàçäåëå ãðàôèêàìè ðåøåíèé çàäà÷è ñ ïåðèîäè÷åñêèìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè
(ðèñóíîê 2.1b è 2.1d), óáåæäàåìñÿ â èõ áëèçîñòè. Âåëè÷èíà h = 1.8 áëèç-
êà, íî ìåíüøå çíà÷åíèÿ h∗2. Íà ðèñóíîê 2.10, 2.11 ïðèâåäåíû àíàëîãè÷íûå
ïðåäûäóùèì ãðàôèêè, õàðàêòåðèçóþùèå ðàñïðîñòðàíåíèå âîëíû ïðè h = 2.
Â ýòîì ñëó÷àå âñÿ îáëàñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû çàïîëíåíà èíòåíñèâíûìè
êîëåáàíèÿìè ïî ïðîñòðàíñòâåííîé è âðåìåííîé ïåðåìåííûì.
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Ðèñ. 2.4. Ðàñïðîñòðàíåíèå âîëíû â ñèñòåìå (2.4.1) ïðè h = 1.6

a) b)

c) d)

Ðèñ. 2.5. Ðåøåíèå ñèñòåìû (2.4.1) ïðè h = 1.6: a) ðàçðåç ïðè x = 2t + 900;
b) ðàçðåç ïðè t = 400; c) ðàçðåç ïðè x = 900; d) ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ
u(t, x) â îòòåíêàõ ñåðîãî
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Ðèñ. 2.6. Ôðàãìåíò (x ∈ [600, 1200], t ∈ [405, 420]) ãðàôèêà ðàñïðîñòðàíåíèÿ
âîëíû â ñèñòåìå (2.4.1) ïðè h = 1.7

a) b)

c) d)

Ðèñ. 2.7. Ðåøåíèå ñèñòåìû (2.4.1) ïðè h = 1.7: a) ðàçðåç ïðè x = 2t + 900;
b) ðàçðåç ïðè t = 400; c) ðàçðåç ïðè x = 900; d) ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ
u(t, x) â îòòåíêàõ ñåðîãî
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Ðèñ. 2.8. Ôðàãìåíò (x ∈ [400, 1400], t ∈ [405, 420]) ãðàôèêà ðàñïðîñòðàíåíèÿ
âîëíû â ñèñòåìå (2.4.1) ïðè h = 1.8

a) b)

c) d)

Ðèñ. 2.9. Ðåøåíèå ñèñòåìû (2.4.1) ïðè h = 1.8: a) ðàçðåç ïðè x = 2t + 900;
b) ðàçðåç ïðè t = 400; c) ðàçðåç ïðè x = 900; d) ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ
u(t, x) â îòòåíêàõ ñåðîãî
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Ðèñ. 2.10. Ôðàãìåíò (x ∈ [300, 600], t ∈ [200, 220]) ãðàôèêà ðàñïðîñòðàíåíèÿ
âîëíû â ñèñòåìå (2.4.1) ïðè h = 2

a) b)

c) d)

Ðèñ. 2.11. Ðåøåíèå ñèñòåìû (2.4.1) ïðè h = 2: a) ðàçðåç ïðè x = 2t + 900;
b) ðàçðåç ïðè t = 200; c) ðàçðåç ïðè x = 450; d) ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ
u(t, x) â îòòåíêàõ ñåðîãî 46



2.5. Âûâîäû

Ðàñïðîñòðàíåíèå âîçìóùåíèÿ â àêòèâíîé ñðåäå ïðè ó÷åòå çàïàçäûâàíèÿ
ïî âðåìåíè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äîñòàòî÷íî ñëîæíûé ïðîöåññ. Ýòà ñëîæíîñòü
îáóñëîâëèâàåò íåîáõîäèìîñòü ïðèìåíåíèÿ ðàçëè÷íûõ ñî÷åòàíèé àíàëèòè÷å-
ñêèõ è ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ. Íà ýòîì ïóòè íàìè áûëè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå
ðåçóëüòàòû.

1) Äëÿ âûÿñíåíèÿ íåêîòîðûõ îñîáåííîñòåé êà÷åñòâåííîãî ïîâåäåíèÿ ðå-
øåíèé óðàâíåíèÿ ÊÏÏ ñ çàïàçäûâàíèåì áûëî ïîñòðîåíî óðàâíåíèå
Ãèíçáóðãà�Ëàíäàó, êîòîðîå îïèñûâàåò äèíàìè÷åñêèå ñâîéñòâà ýòîãî
óðàâíåíèÿ âáëèçè ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ u0 ≡ 1.

2) Èçó÷åíèå óðàâíåíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû (2.3.1) ïîçâîëèëî íàé-
òè êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà çàïàçäûâàíèÿ, ïðè êîòîðûõ, ïî-
âèäèìîìó, ìåíÿåòñÿ âèä ïðîñòðàíñòâåííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ðåøåíèÿ
çàäà÷è.

3) ×èñëåííûé àíàëèç, âûïîëíåííûé ñ ó÷åòîì àíàëèòè÷åñêèõ ðåçóëüòà-
òîâ, ïîçâîëèë âûäåëèòü ñëåäóþùèå ïðîìåæóòêè çíà÷åíèé çàïàçäûâà-
íèÿ:

• ïðîìåæóòîê, íà êîòîðîì ïîâåäåíèå ðåøåíèé óðàâíåíèÿ ñ çàïàç-
äûâàíèåì áëèçêî ê èõ ïîâåäåíèþ â çàäà÷å áåç çàïàçäûâàíèÿ;

• ïðîìåæóòîê çíà÷åíèé çàïàçäûâàíèÿ, ïðè êîòîðûõ â öåíòðå îá-
ëàñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû ïîÿâëÿþòñÿ ó÷àñòêè ðåøåíèÿ ñî
ñëîæíûì ïðîñòðàíñòâåííûì ðàñïðåäåëåíèåì;

• íàéäåíû çíà÷åíèÿ h, ïðè êîòîðûõ â ïðîñòðàíñòâåííîì ðàñïðåäå-
ëåíèè ðåøåíèÿ ñîõðàíÿþòñÿ ó÷àñòêè, ãäå ðåøåíèå ñòðåìèòñÿ ê
åäèíèöå;

• íàéäåí ïðîìåæóòîê çíà÷åíèé çàïàçäûâàíèÿ, ïðè êîòîðûõ âñÿ îá-
ëàñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû çàïîëíåíà èíòåíñèâíûìè êîëåáà-
íèÿìè ïî ïðîñòðàíñòâåííîé è âðåìåííîé ïåðåìåííûì.
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Ãëàâà 3.

Ëîãèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå ñ
äèôôóçèåé è îòêëîíåíèåì
ïî ïðîñòðàíñòâåííîé
ïåðåìåííîé

Ââåäåíèå

Â ñòàòüå [29] äàíà ðàçâåðíóòàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ
ïðîñòðàíñòâåííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòè ïîïóëÿöèè, â ÷àñòíîñòè, íà îñ-
íîâå ïîäõîäà Áðèòîíà [58,59] ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùåå óðàâíå-
íèå:

∂N(t, x)

∂t
= ∆N(t, x) +N(t, x)[1 + αN(t, x)− (1 + α(g ∗N)(t, x)], (3.0.1)

ãäå N(t, x) � ïëîòíîñòü ïîïóëÿöèè â ìîìåíò âðåìåíè t â òî÷êå x àðåàëà
îáèòàíèÿ, âûðàæåíèå 1+αN(t, x)−(1+α(g∗N)(t, x) îïðåäåëÿåò èçìåíåíèÿ
ïëîòíîñòè ÷èñëåííîñòè, ∆ � îïåðàòîð Ëàïëàñà, à ôóíêöèÿ g õàðàêòåðèçó-
åò ïðîñòðàíñòâåííî âðåìåííîå íåîäíîðîäíîñòè. Â ñòàòüå [59] ïðåäëàãàåòñÿ
ñëåäóþùèé âèä ñâåðòêè (g ∗N)

(g ∗N)(t, x) =

t∫
−∞

∫
Ω

g(t− τ, x− y)N(τ, y)dydτ, (3.0.2)

ãäå Ω � îáëàñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ïîïóëÿöèè. Ôóíêöèÿ g äîëæ-
íà óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ íîðìèðîâêè (g ∗ 1)(t, x) = 1. Â ïðå-
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äåëüíîì ñëó÷àå, êîãäà g ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äåëüòà-ôóíêöèþ, ñî-
ñðåäîòî÷åííóþ â íà÷àëå êîîðäèíàò, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå Ôèøåðà�
Êîëìîãîðîâà�Ïåòðîâñêîãî�Ïèñêóíîâà (0.0.4). Åñëè òî÷êó ñîñðåäîòî÷åíèÿ
ñäâèíóòü ïî îñè âðåìåíè, òî ïîëó÷èòñÿ óðàâíåíèå ñ çàïàçäûâàíèåì, ïî-
äðîáíî ðàññìîòðåííîå â ïðåäûäóùåé ãëàâå, åñëè æå òî÷êó ñîñðåäîòî÷åíèÿ
ñäâèíóòü ïî ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé, òî ïîëó÷èòñÿ óðàâíåíèå ñ
îòêëîíåíèåì ïî ïðîñòðàíñòâó.

Ðàññìîòðèì îáîáùåíèå óðàâíåíèÿ ÊÏÏ (0.0.4), ñîäåðæàùåå îòêëîíåíèå
ïî ïðîñòðàíñòâó

∂u

∂t
=
∂2u

∂x2
+ u[1− u(t, x− h)]. (3.0.3)

Âåëè÷èíó h ïðîñòðàíñòâåííîãî îòêëîíåíèÿ áóäåì ñ÷èòàòü ïîëîæèòåëüíûì
÷èñëîì, ïîñêîëüêó â ïðîòèâíîì ñëó÷àå çàìåíà ïåðåìåííîé x íà −x ïðèâîäèò
ê ñìåíå çíàêà ïàðàìåòðà îòêëîíåíèÿ.

Äëÿ óðàâíåíèÿ (3.0.3) ñ ïåðèîäè÷åñêèìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè ïîñòðî-
åíà íîðìàëüíàÿ ôîðìà è íàéäåíû óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ è óñòîé÷èâîñòè
ñîîòâåòñòâóþùèõ íåîäíîðîäíûõ ðåæèìîâ. Êðîìå òîãî, ïðîàíàëèçèðîâàíî
óðàâíåíèå ïðîôèëÿ âîëíû è íàéäåíû óñëîâèÿ âîçíèêíîâåíèÿ ó íåãî êîëåáà-
òåëüíûõ ðåæèìîâ. Äàëåå ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ
ðàñïðîñòðàíåíèå âîëíû êîíöåíòðàöèè â óðàâíåíèè (3.0.3) â ñëó÷àå íåîãðà-
íè÷åííîé ïî x îáëàñòè.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî äëÿ ìíîãèõ ïðèëîæåíèé ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ çàäà÷à î
ðàñïðîñòðàíåíèè âîëí êîíöåíòðàöèè â çàäà÷å (3.0.3), â ñëåäóþùèõ ïóíêòàõ
áóäåì ðàññìàòðèâàòü ýòî óðàâíåíèå áåç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé.

3.1. Íåêîòîðûå ñâîéñòâà âîëíîâûõ ðåøåíèé çà-

äà÷è

Â ðàáîòå [44] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî â óðàâíåíèè (0.0.4) âîëíû ðàñïðîñòðà-
íÿþòñÿ âäîëü íàïðàâëåíèé 2t± x = const è áûë îïðåäåëåí ïðîôèëü âîëíû
ïðèâîäÿùåé ê ïåðåõîäó îò íóëåâûõ çíà÷åíèé ïåðåìåííîé ê åäèíè÷íûì. Êàê
è â ïðåäûäóùåé ãëàâå âûïîëíèì â óðàâíåíèè (3.0.3) çàìåíó â âèäå áåãóùåé
âîëíû âèäà u(t, x) = w(2t ± x) è ïåðåéäåì ê íîâîé âðåìåííîé ïåðåìåííîé
s = 2t ± x, òîãäà äëÿ íîâîé ïåðåìåííîé w(s) èìååì ñëåäóþùåå óðàâíåíèå
âòîðîãî ïîðÿäêà ñ çàïàçäûâàíèåì:

w′′ − 2w′ + w[1− w(s− h)] = 0, (3.1.1)
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ãäå øòðèõîì îáîçíà÷åíà ïðîèçâîäíàÿ ïî ïåðåìåííîé s. Ñâîéñòâà óñòîé÷è-
âîñòè íóëåâîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (3.1.1) íå çàâèñÿò îò h, ýòî ðåøåíèå
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåóñòîé÷èâûé óçåë ñ êðàòíûì êîðíåì ðàâíûì åäèíè-
öå. Ñâîéñòâà óñòîé÷èâîñòè åäèíè÷íîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ îïðåäåëÿþòñÿ
ðàñïîëîæåíèåì êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî êâàçèïîëèíîìîìà

P (λ) ≡ λ2 − 2λ− exp(−hλ). (3.1.2)

Ñâîéñòâà êâàçèïîëèíîìà (3.1.2) àíàëîãè÷íû ñâîéñòâàì êâàçèìíîãî÷ëå-
íà, ïîëó÷åííîãî â ïðåäûäóùåé ÷àñòè ðàáîòû. Ïðèâåäåì áåç äîêàçàòåëüñòâà
óòâåðæäåíèÿ, êàñàþùèåñÿ ðàñïîëîæåíèÿ êîðíåé êâàçèïîëèíîìà (3.1.2). Ðàñ-
ñìîòðèì ñíà÷àëà ðàñïîëîæåíèå è êîëè÷åñòâî âåùåñòâåííûõ êîðíåé êâàçè-
ïîëèíîìà P (λ). Ïðîñòåéøèé àíàëèç ñâîéñòâ òðàíñöåíäåíòíîãî óðàâíåíèÿ
P (λ) = 0 ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè âñåõ ïîëîæèòåëüíûõ h îíî èìååò ëèáî îäèí,
ëèáî òðè êîðíÿ. Îäèí èç ýòèõ êîðíåé ïîëîæèòåëüíûé, à äâà äðóãèõ îò-
ðèöàòåëüíû è ïîÿâëÿþòñÿ ïðè êðèòè÷åñêîì çíà÷åíèè h∗1, äëÿ íàõîæäåíèÿ
êîòîðîãî èìååì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó:

λ2 − 2λ− exp(−hλ) = 0,

2λ− 2− h exp(−hλ) = 0.
(3.1.3)

Ðåøàÿ ñèñòåìó (3.1.3), èìååì λ ≈ −1.23141, h = h∗1 ≈ 1.12154. Ïðèâåäåííûå
âûøå ðàññóæäåíèÿ ïîçâîëÿþò ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 7. Êâàçèïîëèíîì P (λ) èìååò ïðè 0 < h < h∗1 ðîâíî òðè âåùå-
ñòâåííûõ êîðíÿ: îäèí ïîëîæèòåëüíûé è äâà îòðèöàòåëüíûõ, à ïðè h > h∗1
� åäèíñòâåííûé ïîëîæèòåëüíûé âåùåñòâåííûé êîðåíü.

Òàêèì îáðàçîì â ñïåêòðå óñòîé÷èâîñòè åäèíè÷íîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâå-
ñèÿ óðàâíåíèÿ (3.1.1) âñåãäà åñòü ïîëîæèòåëüíûé âåùåñòâåííûé êîðåíü.
Ðàññìîòðèì òåïåðü ðàñïîëîæåíèå îñòàëüíûõ êîðíåé êâàçèìíîãî÷ëåíà P (λ).
Âûïîëíåíî óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 8. Âñå êîðíè êâàçèïîëèíîì P (λ) êðîìå îäíîãî âåùåñòâåííîãî ïîëî-
æèòåëüíîãî ëåæàò ïðè 0 < h < h∗2 â ëåâîé êîìïëåêñíîé ïîëóïëîñêîñòè.
Çäåñü

h∗2 =
arccos (−

√
5 + 2)√√

5− 2
≈ 3.72346, (3.1.4)

Ïðè h = h∗2 íà ìíèìóþ îñü âûõîäèò ïàðà ÷èñòî ìíèìûõ êîðíåé λ = ±iω0,
ïðè÷åì

ω0 =

√√
5− 2 ≈ 0.48587. (3.1.5)
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Ðàññìîòðèì òåïåðü îêðåñòíîñòü ðåøåíèÿ w(s) ≡ 1 è íàéäåì àñèìïòîòèêó
ðåæèìà, îòâåòâëÿþùåãîñÿ îò ýòîãî ðåøåíèÿ ïðè h = h∗2 + µ, ãäå 0 < µ� 1.
Äëÿ ýòîãî ïðèìåíèì ñòàíäàðòíóþ çàìåíó ìåòîäà íîðìàëüíûõ ôîðì

w(s, µ) = 1 +
√
µ
(
z(τ) exp(iω0s) + z̄(τ) exp(−iω0s)

)
+

+ µw1(s, τ) + µ3/2w2(s, τ) + . . . , (3.1.6)

ãäå τ = µs, wj(s, τ) (j = 1, 2) � òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ïîëèíîìû ïî ïåðåìåí-
íîé s, z(τ) � ìåäëåííî ìåíÿþùàÿñÿ àìïëèòóäà, ïîäëåæàùàÿ îïðåäåëåíèþ.
Ïîäñòàíîâêà âûðàæåíèÿ (3.1.6) â óðàâíåíèå (3.1.1) è ïðèðàâíèâàíèå êîýô-
ôèöèåíòîâ ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ

√
µ ïðèâîäèò íà òðåòüåì øàãå ê óðàâ-

íåíèþ îòíîñèòåëüíî w2(s, τ), èç óñëîâèé ðàçðåøèìîñòè êîòîðîãî â êëàññå
òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óðàâíåíèå íà ìåäëåí-
íóþ àìïëèòóäó z(τ):

dz

dτ
= ϕ0z + ϕ1|z|2z, (3.1.7)

ãäå ϕ0 =
2ω2

0(−1 + iω0)

P ′(iω0)
, ϕ1 =

1

P ′(iω0)

(
2ω2

0(1 − ω2
0 − 2iω0) + β

(
(ω2

0 +

2iω0)
2 − 1

ω2
0 + 2iω0

))
, β =

ω2
0 + 2iω0

4ω2
0 + 4iω0 + (ω2

0 + 2iω0)2
. Èñïîëüçóÿ ïîëó÷åí-

íîå ïðåäñòàâëåíèå è ôîðìóëû (3.1.4), (3.1.5), íåòðóäíî íàéòè ïðèáëèæåí-
íûå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ óðàâíåíèÿ (3.1.7) ϕ0 ≈ 0.136807 − 0.20660i,
ϕ1 ≈ −0.04429− 0.03664i. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî Re (ϕ0) > 0, à Re (ϕ1) < 0 ìîæíî
ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 9. Ïóñòü h = h∗2 + µ, ãäå 0 < µ � 1, òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå
µ0 > 0, ÷òî äëÿ âñåõ 0 < µ < µ0 óðàâíåíèå (3.1.1) èìååò äèõîòîìè÷íûé
öèêë, íåóñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå êîòîðîãî îäíîìåðíî, à àñèìïòîòèêà çà-
äàåòñÿ ôîðìóëîé (3.1.6), â êîòîðîé êîìïëåêñíàÿ àìïëèòóäà z(τ) çàìåíåíà
âûðàæåíèåì√
−Re (ϕ0)/Re (ϕ1) exp

(
iεs
(
Im (ϕ0)Re (ϕ1)−Re (ϕ0)Im (ϕ1)

)
/Re (ϕ0) + iγ

)
,

ãäå γ � ïðîèçâîëüíàÿ êîíñòàíòà, îïðåäåëÿþùàÿ ôàçîâûé ñäâèã âäîëü öèê-
ëà.
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3.2. Âîëíîâûå ðåøåíèÿ â çàäà÷å ñ ïåðèîäè÷å-

ñêèìè óñëîâèÿìè

Â ýòîì ðàçäåëå ðàññìîòðèì ëîãèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå ñ äèôôóçèåé è îò-
êëîíåíèåì (3.0.3), äîïîëíåííîå ïåðèîäè÷åñêèìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè

u(t, x) = u(t+ T ), (3.2.1)

ãäå T > 0 � ïåðèîä. Â ýòîé ñèòóàöèè ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì çàäà÷è (3.0.3),
(3.2.1) áóäåì ñ÷èòàòü ñîáîëåâñêîå ïðîñòðàíñòâî T -ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé
W 2

2 (0, T ). Äëÿ èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ u(t, x) ≡ 1
êðàåâîé çàäà÷è (3.0.3), (3.2.1) ëèíåàðèçóåì åå íà ýòîì ðåøåíèè, ïðèõîäèì ê
êðàåâîé çàäà÷å

∂v

∂t
=
∂2v

∂x2
− v(t, x− h), v(t, x) = v(t+ T ). (3.2.2)

Åñëè â (3.2.2) âûïîëíèòü ðàçëîæåíèå ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ìîäàì, òî íà
êàæäîé èç ìîä, ïîñëå çàìåíû v(t, x) = expλ exp iωx ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ

λ = −ω2 − exp iωh. (3.2.3)

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ h âåëè÷èíà Reλ < 0. Íàéäåì
ïåðâîå ïîëîæèòåëüíîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà h, ïðè êîòîðîì Reλ = 0. Äëÿ
ýòîãî íåîáõîäèìî ðåøèòü àëãåáðàè÷åñêóþ ñèñòåìó

−ω2 − cosωh = 0, −2ω + h sinωh = 0. (3.2.4)

Ýòà ñèñòåìà ñâîäèòñÿ ê òðàíñöåíäåíòíîìó óðàâíåíèþ

−ωh = 2 ctg(ωh), (3.2.5)

ðåøàÿ êîòîðîå ÷èñëåííî, ïîëó÷àåì ðåøåíèå ñèñòåìû (3.2.4):

h∗ = 2.791544, ω∗ = 0.88077. (3.2.6)

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïðè h < h∗ ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ u(t, x) ≡ 1 êðàå-
âîé çàäà÷è (3.0.3), (3.2.1) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî. Ïðåäïîëîæèì òåïåðü,
÷òî h = h∗ + ε, T = 2π/ω∗ è âûÿñíèì õàðàêòåð ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè ýòîãî
ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Äëÿ ýòîãî âûïîëíèì â (3.0.3), (3.2.1) ñòàíäàðòíóþ
çàìåíó ìåòîäà íîðìàëüíûõ ôîðì

u(t, x, ε) = 1 +
√
εu0(t, τ, x) + εu1(t, τ, x) + ε3/2u2(t, τ, x) + . . . , (3.2.7)
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ãäå τ = εt � ìåäëåííîå âðåìÿ,

u0(t, τ, x) = z(τ) exp
(
i(ω0t+ω

∗x)
)
+z̄(τ) exp

(
−i(ω0t+ω

∗x)
)
, ω0 = sinω∗h∗.

Ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ
√
ε è îòûñêèâàÿ

uj(t, τ, x), j = 1, 2 â âèäå òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ ïî t, ïîëó÷àåì
íà âòîðîì øàãå ôóíêöèþ

u1(t, τ, x) = 2|z|2 cosω∗h∗ +
(
z2w2 exp

(
2i(ω0t+ ω∗x)

)
+ ê.ñ.

)
, (3.2.8)

ãäå ïîä ê.ñ. ïîäðàçóìåâàåòñÿ âûðàæåíèå êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííîå ñ äàííûì
â òîé æå ñêîáêå, w2 = −

(
2ω0 + 4ω∗ + exp(−2iω∗h∗)

)−1
.

Íà òðåòüåì øàãå âûïîëíåíèÿ àëãîðèòìà â êðàåâîé çàäà÷å äëÿ u2(t, τ, x)
èç óñëîâèé åå ðàçðåøèìîñòè â êëàññå òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ ïî t
ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óêîðî÷åííîå óðàâíåíèå íîðìàëüíîé ôîðìû:

dz

dτ
= ϕ0z + ϕ1|z|2z, (3.2.9)

ãäå ϕ0 = iω∗ exp(−iω∗h∗), ϕ1 = −2 cosω∗h∗
(
1 + exp(−iω∗h∗)

)
−(

exp(−2iω∗h∗)+exp(iω∗h∗)
)
w2. Èñïîëüçóÿ ïîëó÷åííîå ïðåäñòàâëåíèå è ôîð-

ìóëó (3.2.6), íåòðóäíî íàéòè ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ íîð-
ìàëüíîé ôîðìû ϕ0 ≈ 0.5558− 0.6833i, ϕ1 ≈ −0.3004 + 0.6165i. Ïîëó÷åííûå
ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿþò ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 10. Ïóñòü h = h∗ + ε, ãäå 0 < ε � 1, òîãäà ñóùåñòâóåò òà-
êîå ε0 > 0, ÷òî äëÿ âñåõ 0 < ε < ε0 êðàåâàÿ çàäà÷à (3.0.3), (3.2.1) èìååò
îðáèòàëüíî àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûé öèêë, àñèìïòîòèêà êîòîðîãî
çàäàåòñÿ ôîðìóëîé (3.2.7), ãäå ìåäëåííàÿ ïåðåìåííàÿ z çàìåíåíà âûðàæå-
íèåì

z =
√
−Re (ϕ0)/Re (ϕ1) exp

(
iεt
(
Im (ϕ0)Re (ϕ1)−Re (ϕ0)Im (ϕ1)

)
/Re (ϕ0)+iγ

)
,

(γ � ïðîèçâîëüíàÿ êîíñòàíòà, îïðåäåëÿþùàÿ ôàçîâûé ñäâèã âäîëü öèêëà).

Ïðîèëëþñòðèðóåì ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ÷èñëåííî. Â êðàåâîé çàäà÷å
(3.0.3), (3.2.1) çàôèêñèðóåì âåëè÷èíó îòêëîíåíèÿ h áîëüøå êðèòè÷åñêîãî
çíà÷åíèÿ h∗ è áóäåì åå ðåøàòü ÷èñëåííî ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè âèäà

u(0, x) = 1 + 0.35 sin(0.88x+ 0.1). (3.2.10)

Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ (3.2.10) âûáðàíû áëèçêèìè ê åäèíè÷íîìó ñîñòîÿíèþ
ðàâíîâåñèÿ, ñ ÷àñòîòîé ïî x áëèçêîé ê ω∗ (ñì. ôîðìóëó (3.2.6)).
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a) b)

ñ)

Ðèñ. 3.1. Ïðîñòðàíñòâåííîå ðàñïðåäåëåíèå ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è (3.0.3),
(3.2.1) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (3.2.10) ïðè t = 1000 è çíà÷åíèÿõ îòêëîíå-
íèÿ ðàâíûõ a) h = 2.793; b) h = 2.796; b) h = 2.798

Äëÿ âû÷èñëåíèé áûëè âçÿòû òðè çíà÷åíèÿ âåëè÷èíû îòêëîíåíèÿ h ðàâ-
íûå 2.793; 2.796; 2.798. Â êàæäîì èç ýòèõ ñëó÷àåâ ðåøåíèå àñèìïòîòè÷åñêè
ïðèáëèæàëîñü ê ïðîñòðàíñòâåííî íåîäíîðîäíîìó öèêëó ðàñïðåäåëåíèå êî-
òîðîãî ïî ïåðåìåííîé x ïðè t = 1000 ïðèâåäåíî íà ðèñóíêå 3.1. Äëÿ ïîëó-
÷åííûõ öèêëîâ áûëè âû÷èñëåíû ìàêñèìàëüíûå îòêëîíåíèÿ îò åäèíè÷íîãî
çíà÷åíèÿ, êîòîðûå îêàçàëèñü ðàâíûìè 0.160; 0.275 è 0.340 ñîîòâåòñòâåííî.
Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî àìïëèòóäû êîëåáàíèé îòíîñèòåëüíî åäèíè÷íîãî çíà-
÷åíèÿ, ïîëó÷åííûå â âû÷èñëèòåëüíîì ýêñïåðèìåíòå, áëèçêè ê íàéäåííûì
ïî àñèìïòîòè÷åñêîé ôîðìóëå, âûòåêàþùåé èç (3.2.7)√

−(h− h∗)Re (ϕ0)/Re (ϕ1).

Ïðåäñòàâëåííûå â ïåðâûõ äâóõ ðàçäåëàõ ðàáîòû àíàëèòè÷åñêèå ðåçóëü-
òàòû ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü íåêîòîðóþ èíôîðìàöèþ î ðåøåíèÿõ óðàâíåíèÿ
(3.0.3), îäíàêî äëÿ àíàëèçà çàâèñèìîñòè ðåøåíèé îò îòêëîíåíèÿ ïî ïðî-
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ñòðàíñòâó è íà÷àëüíûõ óñëîâèé òðåáóåòñÿ ÷èñëåííûé ýêñïåðèìåíò, îïèñà-
íèþ êîòîðîãî è ïîñâÿùåí ñëåäóþùèé ðàçäåë.

3.3. ×èñëåííûé àíàëèç óðàâíåíèÿ ÊÏÏ

ñ ïðîñòðàíñòâåííûì îòêëîíåíèåì

×èñëåííîå èññëåäîâàíèå ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí êîíöåíòðàöèè â óðàâíå-
íèè (3.0.3) îò ëîêàëèçîâàííîãî ïî ïðîñòðàíñòâó íà÷àëüíîãî âîçìóùåíèÿ âû-
ïîëíÿëîñü íà íåêîòîðîì îòðåçêå [a, b]. Ïðè ýòîì ðàçíèöà |a− b| âûáèðàëàñü
äîñòàòî÷íî áîëüøîé äëÿ òîãî, ÷òîáû ìîæíî áûëî ïðîñëåäèòü çà ðàñïðîñòðà-
íåíèåì âîëíû îò íà÷àëüíîãî ìîìåíòà äî ìîìåíòà âñòðå÷è ôðîíòà âîëíû ñ
ãðàíèöàìè a èëè b. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î ðàñïðîñòðàíå-
íèè ëîêàëüíîãî âîçìóùåíèÿ, çàäàäèì íà ãðàíèöàõ îòðåçêà íóëåâûå êðàåâûå
óñëîâèÿ u(t, a) = u(t, b) = 0.

Ïåðåéäåì ê îïèñàíèþ âû÷èñëèòåëüíîé ïðîöåäóðû. Âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ
ïî ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (3.0.3) çàìåíèì
êîíå÷íîé ðàçíîñòüþ âòîðîãî ïîðÿäêà. Äëÿ ýòîãî îòðåçîê [a, b] ðàçîáüåì íà
N ðàâíûõ ÷àñòåé è ïîñòðîèì ñåòêó óçëîâ ñ øàãîì ∆x = (b− a)/N òàê, ÷òî
xj = a+ j∆x, ãäå j = 0, . . . , N−1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç uj(t) çíà÷åíèå ôóíêöèè
u(t, x) â ñîîòâåòñòâóþùèõ óçëàõ ñåòêè. Â èòîãå ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó
îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:

u̇j =
uj+1 − 2uj + uj−1

(∆x)2
+
[
1− uj−k

]
uj, j = 0, . . . , N − 1, (3.3.1)

ãäå k = bh/∆xc îòâå÷àåò çà ïðîñòðàíñòâåííîå îòêëîíåíèå (çäåñü b·c îáî-
çíà÷åíà öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà). Äëÿ ó÷åòà êðàåâûõ óñëîâèé ïîëàãàåì u−1(t) =
uN(t) = 0.

×èñëåííûé ýêñïåðèìåíò âûïîëíÿëñÿ íà âû÷èñëèòåëüíîì êëàñòåðå ßð-
ÃÓ (ÌÍÈË ¾Äèñêðåòíàÿ è âû÷èñëèòåëüíàÿ ãåîìåòðèÿ¿ èì. Á.Í. Äåëîíå).
Îäíîâðåìåííî ðåøàëîñü N = 1.8 · 105 îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé. Äëÿ âû÷èñëåíèé èñïîëüçîâàëñÿ ìåòîä Äîðìàíà�Ïðèíöà ïÿòîãî
ïîðÿäêà ñ ïåðåìåííîé äëèíîé øàãà èíòåãðèðîâàíèÿ. Àáñîëþòíàÿ è îòíîñè-
òåëüíàÿ ïîãðåøíîñòè àëãîðèòìà áûëè ïðèíÿòû ðàâíûìè 10−12. Íà÷àëüíûé
øàã èíòåãðèðîâàíèÿ âçÿò ðàâíûì 10−3.

Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ âûáèðàëèñü â âèäå ïðÿìîóãîëüíîãî èìïóëüñà âûñîòû
0.1 è åäèíè÷íîé øèðèíû, ðàñïîëîæåííîãî â öåíòðå îòðåçêà [a, b]. Â ÷àñòíî-
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ñòè, äëÿ ñëó÷àÿ x ∈ [0, 1800]:

uj(0) =

{
0.1, åñëè j ∈ [89950, 90050],

0, èíà÷å.
(3.3.2)

Äëÿ ïîñëåäóþùåãî àíàëèçà è ãðàôè÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ ïîëó÷åííûå äàí-
íûå ïðîðåæèâàëèñü.

Ïåðåéäåì ê ðåçóëüòàòàì ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ. Îïèñàíèå ïîâåäå-
íèÿ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (3.0.3) ñ îòêëîíåíèåì ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé
áóäåì ïðîâîäèòü â ñðàâíåíèè ñ êëàññè÷åñêèì óðàâíåíèåì ÊÏÏ áåç îòêëî-
íåíèÿ. Íà ðèñóíêå 3.2 ïðåäñòàâëåíî ðàñïðîñòðàíåíèå âîëíû ïîñòîÿííîé âû-
ñîòû îò íà÷àëüíîãî âñïëåñêà åäèíè÷íîé øèðèíû è âûñîòû 0.1 ïðè h = 1.2.
Ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû ñîãëàñíî [44] ðàâíÿëàñü äâóì. (Íà ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ ðèñóíêàõ ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ ðàâíà óãëó íàêëîíà ïðîôèëÿ
âîëíû.) Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïðè ýòèõ çíà÷åíèÿõ îòêëîíåíèÿ ãðàôèê ïðî-
öåññà ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû äëÿ çàäà÷è ñ îòêëîíåíèåì è áåç îòêëîíåíèÿ
ïðàêòè÷åñêè íå îòëè÷àåòñÿ.

Ïðè óâåëè÷åíèè ïàðàìåòðà h ìîæíî âûäåëèòü íåñêîëüêî ýòàïîâ êà÷å-
ñòâåííî ðàçëè÷íîãî ïîâåäåíèÿ ðåøåíèé ñèñòåìû (3.3.1).

1. Ïðè îòíîñèòåëüíî ìàëîì çíà÷åíèè h íà ïðîìåæóòêå îò íóëÿ äî h∗1
ïîâåäåíèå ñèñòåìû (3.3.1) ïðàêòè÷åñêè íå îòëè÷èìî îò ïîâåäåíèÿ ñèñòåìû
ÊÏÏ áåç îòêëîíåíèÿ. Âåëè÷èíà h∗1 îãðàíè÷èâàåò äàííûé ïðîìåæóòîê, ïî-
âèäèìîìó, â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (3.1.1) íà óñòîé÷èâîì èíâà-
ðèàíòíîì ìíîãîîáðàçèè åäèíè÷íîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ ìîíîòîííî ñòðå-
ìÿòñÿ ê ýòîìó ñîñòîÿíèþ (ðèñóíîê 3.2 ïðè h = 1.2).

2. Ïðè h∗1 < h < h∗ ôðîíò ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû ïðèáëèæàåòñÿ ê åäè-
íè÷íîìó çíà÷åíèþ êîëåáàòåëüíûì îáðàçîì. Íà ðèñóíêå 3.3 ïîêàçàíà òàêàÿ
âîëíà ïðè h = 2.7. Â ýòîì ñëó÷àå ìàêñèìàëüíàÿ àìïëèòóäà âñïëåñêà ðàâíà
ïðèìåðíî 1.5, à ïîñëå ïðîõîæäåíèÿ ôðîíòà âîëíû çíà÷åíèå u(t, x) áûñòðî
ïðèáëèæàåòñÿ ê åäèíèöå.

3. Ñëåäóþùåå ñóùåñòâåííîå èçìåíåíèå â ðàñïðîñòðàíåíèè ôðîíòà âîë-
íû óðàâíåíèÿ (3.0.3) íàáëþäàåòñÿ ïðè h > h∗. Ñóùåñòâåííîé îñîáåííîñòüþ
ðåøåíèÿ â ýòîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî îíî ïåðåñòàåò óäîâëåòâîðÿòü óðàâ-
íåíèþ (3.1.1). Ýòî ïðîèñõîäèò â ñèëó òîãî, ÷òî ðåøåíèå u ≡ 1 ïåðèîäè÷å-
ñêîé êðàåâîé çàäà÷è (3.0.3), (3.2.1) êîëåáàòåëüíî òåðÿåò óñòîé÷èâîñòü è îò
íåãî îòâåòâëÿåòñÿ îðáèòàëüíî àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûé ïðîñòðàíñòâåííî
íåîäíîðîäíûé öèêë. Óêàçàííîå îáñòîÿòåëüñòâî ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî â ïðà-
âîé ÷àñòè îáëàñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû ïîÿâëÿåòñÿ ðàñøèðÿþùèéñÿ ñ òå-
÷åíèåì âðåìåíè ó÷àñòîê ñ èíòåíñèâíûìè ïðîñòðàíñòâåííûìè êîëåáàíèÿìè.
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a) b)

Ðèñ. 3.2. Ðåøåíèå ñèñòåìû (3.3.1) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (3.3.2) ïðè îò-
êëîíåíèè h = 1.2 (a) ðàñïðîñòðàíåíèå âîëíû íà ïëîñêîñòè (x, t); b) ðàçðåç
ïðè t = 425)

a) b)

Ðèñ. 3.3. Ðåøåíèå ñèñòåìû (3.3.1) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (3.3.2) ïðè îò-
êëîíåíèè h = 2.7 (a) ðàñïðîñòðàíåíèå âîëíû íà ïëîñêîñòè (x, t); b) ðàçðåç
ïðè t = 425)

Íà ðèñóíêå 3.4 ïîêàçàíî ðàñïðîñòðàíåíèå âîëíû ïðè h = 2.81, ïðè ýòîì íà
ðèñóíêå 3.5 ïðèâåäåí ãðàôèê çàâèñèìîñòè u(t, x) ïðè t = 4500 è èçìåíåíèè
ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé x â ïðåäåëàõ îò 0 äî 18000. Ñòðóêòóðà êîëåáà-
òåëüíîãî ïðîöåññà, ïðåäñòàâëåííîãî íà äàííûõ ãðàôèêàõ, âèäèìî, ÿâëÿåòñÿ
óñòàíîâèâøåéñÿ. Âî âñÿêîì ñëó÷àå, ê ìîìåíòó âðåìåíè t = 4500 àìïëèòóäà
êîëåáàíèé íå ðàñòåò è â öåëîì ñîõðàíÿåòñÿ. Ïðè ýòîì ðåøåíèå u(t, x) èìå-
åò äîâîëüíî ñëîæíóþ ïðîñòðàíñòâåííóþ ñòðóêòóðó, î êîòîðîé íèæå áóäåò
ñêàçàíî äîïîëíèòåëüíî.

4. ×èñëåííûé ýêñïåðèìåíò íå óäàëîñü ïðîäîëæèòü äëÿ çíà÷åíèé îòêëî-
íåíèÿ h ñóùåñòâåííî îòëè÷àþùèõñÿ îò h∗. Òàê, óæå ïðè h = 3 â ïðàâîé ÷àñòè
ãðàôèêà ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû âîçíèêàþò âåñüìà èíòåíñèâíûå êîëåáàíèÿ,
äîñòèãàþùèå ïðè t = 400 çíà÷åíèÿ îêîëî 9. Íà ðèñóíêå 3.6 ïîêàçàíî ðàñ-
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Ðèñ. 3.4. Ðàñïðîñòðàíåíèå âîëíû â ñèñòåìå (3.3.1) ïðè h = 2.81

Ðèñ. 3.5. Ïðîñòðàíñòâåííîå ðàñïðåäåëåíèå ðåøåíèÿ ñèñòåìû (3.3.1) ïðè t =
4500 è îòêëîíåíèè h = 2.81
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Ðèñ. 3.6. Ðàñïðîñòðàíåíèå âîëíû â ñèñòåìå (3.3.1) ïðè h = 3

Ðèñ. 3.7. Ïðîñòðàíñòâåííîå ðàñïðåäåëåíèå ðåøåíèÿ ñèñòåìû (3.3.1) ïðè t =
425 è îòêëîíåíèè h = 3
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ïðîñòðàíåíèå âîëíû ïðè h = 3, ïðè ýòîì, íà ðèñóíêå 3.7 ïðèâåäåí ãðàôèê
çàâèñèìîñòè u(t, x) ïðè t = 425 è x ∈ [0, 1800]. Äàëüíåéøåå èçìåíåíèå îòêëî-
íåíèÿ ïðèâîäèò ê ðåçêîìó óâåëè÷åíèþ àìïëèòóäû êîëåáàòåëüíîãî ðåæèìà,
÷òî ñ îäíîé ñòîðîíû, âëå÷åò íåîáõîäèìîñòü äðîáëåíèÿ øàãà ïî âðåìåíè äëÿ
ñîõðàíåíèÿ òî÷íîñòè âû÷èñëåíèé, à ñ äðóãîé, çíà÷èòåëüíî çàìåäëÿåò âû÷èñ-
ëèòåëüíûé ïðîöåññ. Ïî óêàçàííûì ïðè÷èíàì âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò
íå áûë ðàñïðîñòðàíåí íà áîëüøèå çíà÷åíèÿ îòêëîíåíèÿ.

Ðàññìîòðèì áîëåå ïîäðîáíî ïðîñòðàíñòâåííîå ðàñïðåäåëåíèå ðåøåíèÿ
ïðè h = 2.81. Ãðàôèê ðåøåíèÿ u(t, x) ïðè t = 4500 ìîæåò áûòü ðàçáèò
íà òðè ÷àñòè ñ âèçóàëüíî ðàçëè÷íîé ñòðóêòóðîé. Íèæå âû÷èñëÿþòñÿ ñòà-
òèñòè÷åñêèå èíâàðèàíòíûå õàðàêòåðèñòèêè äëÿ ìàññèâîâ äàííûõ, êîòîðûå
ïîçâîëÿþò ñóäèòü î ñëîæíîñòè âûäåëåííûõ ÷àñòåé. Îáëàñòü èíòåíñèâíûõ
êîëåáàíèé íà ðèñóíêå 3.7 ðàçáèòà íà ñëåäóþùèå ïîäîáëàñòè: [9380, 12500];
[12500, 14970]; [14970, 17765]. Íà ðèñóíêå 3.8 ýòè ó÷àñòêè ãðàôèêà ïðèâåäåíû
â áîëåå êðóïíîì ìàñøòàáå, ÷òî ïîçâîëÿåò óâèäåòü îòëè÷èÿ â èõ ñòðóêòóðå.

Â êà÷åñòâå èíâàðèàíòíûõ ñòàòèñòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê, ïðè ïîìîùè
êîòîðûõ áóäåì ðàçëè÷àòü ýòè òðè ÷àñòè ãðàôèêà, áûëè èñïîëüçîâàíû êîððå-
ëÿöèîííûé èíòåãðàë è êîððåëÿöèîííàÿ ðàçìåðíîñòü. Ïî âûáîðêå uj(4500),
j = 1, . . .M áûë ïîñòðîåí íàáîð m�ìåðíûõ âåêòîðîâ ξj, êàæäûé èç êîòîðûõ
ñîäåðæèò çíà÷åíèÿ èç âûáîðêè uj(4500) îò u(i−1)∗m+1 äî ui∗m. Íàïîìíèì,
÷òî êîððåëÿöèîííûé èíòåãðàë ìîæíî îöåíèòü ïðè ïîìîùè êîððåëÿöèîííîé
ñóììû (ñì., íàïðèìåð, [50])

C(ε) =
1

M 2

M∑
i,j=1

Θ(ε− ‖ξi − ξj‖), (3.3.3)

ãäå M � îáúåì âûáîðêè, Θ � ôóíêöèÿ Õåâèñàéäà, ‖ · ‖ � íåêîòîðàÿ íîðìà
(íàìè èñïîëüçîâàëàñü åâêëèäîâà íîðìà ‖x‖2 =

∑
xl), ε � íåêîòîðîå ïî-

ðîãîâîå çíà÷åíèå, ξi � ïîñòðîåííûå m�ìåðíûå âåêòîðà, m � ðàçìåðíîñòü
ïðîñòðàíñòâà âëîæåíèÿ.

Êîððåëÿöèîííóþ ðàçìåðíîñòü dC ìîæíî îïðåäåëèòü êàê

dC = lim
ε→0

logC(ε)

log ε
. (3.3.4)

Â ñëó÷àå ýìïèðè÷åñêîãî âû÷èñëåíèÿ êîððåëÿöèîííàÿ ðàçìåðíîñòü dC áå-
ðåòñÿ ðàâíîé óãëó íàêëîíà ïðÿìîé íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ â ñìûñëå íàè-
ìåíüøèõ êâàäðàòîâ ê íàèáîëåå ëèíåéíîé ÷àñòè ãðàôèêà, ïîñòðîåííîãî ïî
óçëàì {logC(ε), log ε}.
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a)

b)

c)

Ðèñ. 3.8. Ïðîñòðàíñòâåííîå ðàñïðåäåëåíèå ðåøåíèÿ ñèñòåìû (3.3.1) ïðè t =
4500 è îòêëîíåíèè h = 2.81 a) x ∈ [9380, 12500]; b) x ∈ [12500, 14970]; c)
x ∈ [14970, 17765]
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Ðèñ. 3.9. x ∈ [9380, 17765], øàã ïî x ðàâåí 0.1

Ðèñ. 3.10. x ∈ [9380, 12500], x ðàâåí 0.01

Áûëè ïðîâåäåíû âû÷èñëåíèÿ êîððåëÿöèîííîãî èíòåãðàëà äëÿ ðàçìåðíî-
ñòåé ïðîñòðàíñòâà âëîæåíèÿ m = 3 è m = 5, à òàêæå ñ ðàçëè÷íûì øàãîì
ïî ïåðåìåííîé x. Íà ðèñóíêàõ 3.9 è 3.10 ïðèâåäåíû çàâèñèìîñòè ëîãàðèôìà
êîððåëÿöèîííîãî èíòåãðàëà îò ëîãàðèôìà ε, âû÷èñëåííûé äëÿ ïðîñòðàí-
ñòâåííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (3.3.1) ïðè t = 4500 è îòêëîíå-
íèè h = 2.81. Ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà âëîæåíèÿ äëÿ ãðàôèêîâ ñëåâà �
òðè; ñïðàâà � ïÿòü. Ïðè ýòîì íà ðèñóíêå 3.9 øàã ïî ïðîñòðàíñòâó âûáðàí
ðàâíûì 0.1, à íà ðèñóíêå 3.9 � 0.01. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî â ïåðâîì èç ýòèõ
ñëó÷àåâ íàèáîëåå ëèíåéíûé ó÷àñòîê âûäåëÿåòñÿ ëó÷øå, ÷åì âî âòîðîì è,
òåì ñàìûì, øàã äîñòàòî÷íî áðàòü ðàâíûì 0.1. Âåëè÷èíà dC îöåíèâàåìàÿ ïî
óãëó íàêëîíà ãðàôèêà çàâèñèìîñòè êîððåëÿöèîííîãî èíòåãðàëà îêàçàëàñü
ðàâíîé äëÿ øàãà 0.1 è m = 3 dC ≈ 1.799 (ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå
σ ≈ 0.289), à äëÿ øàãà 0.01 � dC ≈ 1.437 (ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå îòêëîíå-
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íèå σ ≈ 1.13). Ïîñëåäíèé ñëó÷àé, î÷åâèäíî, ïîêàçûâàåò, ÷òî ïîäõîäÿùåãî
ëèíåéíîãî ó÷àñòêà íåò. Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû âûõîäÿò è äëÿ m = 5 ñîîò-
âåòñòâåííî èìååì äëÿ øàãà 0.1 dC ≈ 1.859 (ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå
σ ≈ 0.35), à äëÿ øàãà 0.01 � dC ≈ 1.595 (ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå
σ ≈ 0.907).

Ñèòóàöèÿ ìåíÿåòñÿ, åñëè âûïîëíèòü ðàñ÷åòû äëÿ ïåðå÷èñëåííûõ âûøå
ó÷àñòêîâ ðåøåíèÿ. Íà ðèñóíêàõ 3.11, 3.12, 3.13 ïðèâåäåíû ãðàôèêè çàâè-
ñèìîñòåé êîððåëÿöèîííîãî èíòåãðàëà äëÿ çíà÷åíèé ïðîñòðàíñòâåííîé ïå-
ðåìåííîé èç ïðîìåæóòêîâ x ∈ [9380, 12500]; x ∈ [12500, 14970] è x ∈
[14970, 17765] ñîîòâåòñòâåííî. Ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà âëîæåíèÿ äëÿ ãðà-
ôèêîâ ñëåâà m = 3; ñïðàâà � m = 5. Ïðèâåäåì îöåíêè êîððåëÿöèîííîãî
èíòåãðàëà.

x ∈ [9380, 12500] ïðè m = 3 dC ≈ 1.607107, σ ≈ 0.665808; ïðè m = 5
dC ≈ 1.712937, σ ≈ 0.705079.

x ∈ [12500, 14970] ïðè m = 3 dC ≈ 1.919940, σ ≈ 0.422702; ïðè m = 5
dC ≈ 2.017233, σ ≈ 0.473157.

x ∈ [14970, 17765] ïðè m = 3 dC ≈ 1.761479, σ ≈ 0.195196; ïðè m = 5
dC ≈ 1.800944, σ ≈ 0.156595.

Ïîëó÷åííûå îöåíêè ïîçâîëÿþò óòâåðæäàòü, ÷òî ó÷àñòêè ïðîñòðàíñòâåí-
íîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ðåøåíèÿ u(t, x) óðàâíåíèÿ (3.0.3) ñóùåñòâåííî îòëè÷à-
þòñÿ, â ÷àñòíîñòè, îöåíêà êîððåëÿöèîííîãî èíòåãðàëà äëÿ ñðåäíåãî ó÷àñòêà
äàåò á�îëüøèå çíà÷åíèÿ, ÷åì äëÿ êðàéíèõ. Áëèçîñòü ðåçóëüòàòîâ äëÿ ðàçìåð-
íîñòåé m = 3 è m = 5 ïðîñòðàíñòâà âëîæåíèÿ ïîêàçûâàåò, ÷òî â ðàññìîòðå-
íèè áîëüøèõ çíà÷åíèé ðàçìåðíîñòè íåò íåîáõîäèìîñòè.

Îòìåòèì, ÷òî îïðåäåëåííóþ èíôîðìàöèþ î ðåøåíèè óðàâíåíèÿ (3.0.3)
äàåò è îòîáðàæåíèå, ïîñòðîåííîå ïî èäóùèì äðóã çà äðóãîì ýêñòðåìóìàì
ïðîñòðàíñòâåííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (3.3.1) ïðè t = 4500 è
îòêëîíåíèè h = 2.81. Íà ðèñóíêå. 3.14 ïîñòðîåíû òî÷êè, ñîîòâåòñòâóþùèå
ïîäðÿä èäóùèì ýêñòðåìóìàì, à íà ðèñóíêå 3.15 òî÷êè ïîñòðîåíû ÷åðåç ïÿòü
øòóê.
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Êîððåëÿöèîííûé èíòåãðàë, âû÷èñëåííûé äëÿ ïðîñòðàíñòâåííîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (3.3.1) ïðè t = 4500 è îòêëîíåíèè

h = 2.81. Ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà âëîæåíèÿ äëÿ ãðàôèêîâ ñëåâà � òðè;
ñïðàâà � ïÿòü

Ðèñ. 3.11. x ∈ [9380, 12500]

Ðèñ. 3.12. x ∈ [12500, 14970]

Ðèñ. 3.13. x ∈ [14970, 17765]

64



Ðèñ. 3.14. Îòîáðàæåíèå, ïîñòðîåííîå ïî èäóùèì äðóã çà äðóãîì ýêñòðåìó-
ìàì ïðîñòðàíñòâåííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (3.3.1) ïðè t = 4500
è îòêëîíåíèè h = 2.81

Ðèñ. 3.15. Îòîáðàæåíèå, ïîñòðîåííîå ïî ýêñòðåìóìàì ïðîñòðàíñòâåííîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (3.3.1) ïðè t = 4500 è îòêëîíåíèè h = 2.81,
èäóùèì ÷åðåç 5 åäèíèö äðóã çà äðóãîì
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Çàêëþ÷åíèå

Ðàñïðîñòðàíåíèå âîçìóùåíèÿ â àêòèâíîé ñðåäå ïðè ó÷åòå îòêëîíåíèÿ
ïî ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñëîæíûé ïðîöåññ. Ýòà
ñëîæíîñòü îáóñëàâëèâàåò íåîáõîäèìîñòü ïðèìåíåíèÿ ðàçëè÷íûõ ñî÷åòàíèé
àíàëèòè÷åñêèõ è ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ. Íà ýòîì ïóòè áûëè ïîëó÷åíû ñëåäóþ-
ùèå ðåçóëüòàòû.

1) Èçó÷åíèå óðàâíåíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû (3.1.1) ïîçâîëèëî íàéòè
êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà îòêëîíåíèÿ, ïðè êîòîðûõ ìåíÿåòñÿ
âèä ïðîñòðàíñòâåííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è.

2) Äëÿ âûÿñíåíèÿ íåêîòîðûõ îñîáåííîñòåé êà÷åñòâåííîãî ïîâåäåíèÿ ðå-
øåíèé óðàâíåíèÿ ÊÏÏ ñ îòêëîíåíèåì áûëî èçó÷åíî óðàâíåíèå (3.0.3)
ñ ïåðèîäè÷åñêèìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè âáëèçè ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ
u0 ≡ 1. Ýòî ïîçâîëèëî âûÿñíèòü õàðàêòåð ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè ïðî-
ñòðàíñòâåííî îäíîðîäíîãî ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è è íàéòè àñèìïòîòèêó
ðåæèìîâ, âîçíèêàþùèõ ïðè ýòîì.

3) ×èñëåííûé àíàëèç, âûïîëíåííûé ñ ó÷åòîì àíàëèòè÷åñêèõ ðåçóëüòà-
òîâ, ïîçâîëèë âûäåëèòü ñëåäóþùèå ïðîìåæóòêè çíà÷åíèé îòêëîíåíèÿ:

• ïðîìåæóòîê, íà êîòîðîì ïîâåäåíèå ðåøåíèé óðàâíåíèÿ ñ îòêëî-
íåíèåì áëèçêî ê èõ ïîâåäåíèþ â çàäà÷å áåç îòêëîíåíèÿ;

• ïðîìåæóòîê çíà÷åíèé îòêëîíåíèÿ, ïðè êîòîðûõ íà ëåâîì ôðîíòå
îáëàñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû ïîÿâëÿþòñÿ ó÷àñòêè ñ êîëåáàíè-
ÿìè, çàòóõàþùèìè ê åäèíèöå.

• ïðîìåæóòîê çíà÷åíèé îòêëîíåíèÿ, ïðè êîòîðûõ âñÿ îáëàñòü ðàñ-
ïðîñòðàíåíèÿ âîëíû çàïîëíÿåòñÿ èíòåíñèâíûìè êîëåáàíèÿìè ðå-
øåíèÿ ñî ñëîæíûì ïðîñòðàíñòâåííûì ðàñïðåäåëåíèåì; íàéäåíû
ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè (êîððåëÿöèîííûé èíòåãðàë) ýòèõ
ðåæèìîâ.
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Ãëàâà 4.

Âû÷èñëåíèå ñïåêòðà
ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà äëÿ
äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé ñ çàïàçäûâàíèåì

4.1. Îïèñàíèå àëãîðèòìà

Â äàííîé ãëàâå ðåçóëüòàòû íîñÿò ýêñïåðèìåíòàëüíûé õàðàêòåð. Ïðåä-
ëîæåí ñïîñîá îöåíêè èíâàðèàíòíûõ õàðàêòåðèñòèê, áëèçêèõ ê ïîêàçàòåëÿì
Ëÿïóíîâà, äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ çàïàçäûâàíèåì.

Îïèøåì àëãîðèòì ïîëó÷åíèÿ ïåðâûõ K ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà äëÿ ñè-
ñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ çàïàçäûâàþùèì àðãóìåíòîì ñëåäóþ-
ùåãî âèäà:

ẋ0(t) = F (t, x0(t), x0(t− τ)), (4.1.1)

ãäå äëÿ ∀t x0(t) ∈ RJ , J � ðàçìåðíîñòü ñèñòåìû, 0 < τ 6 1.
Â êà÷åñòâå ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà ïðèìåì ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ

íà îòðåçêå [−τ, 0] ôóíêöèé â RJ , à èìåííî C([−τ, 0];RJ).
Äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (4.1.1) ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè òðåáóåòñÿ ïåðåéòè

îò íåïðåðûâíîãî âðåìåíè ê äèñêðåòíîìó. Äëÿ ýòîãî âûáåðåì N + 1 > K
òî÷åê, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ ðàçîáüåì îòðåçîê äëèíû τ íà N ðàâíûõ ÷àñòåé.
Äëèíà êàæäîé ÷àñòè áóäåò ðàâíà δ = τ/N .

Â êà÷åñòâå ÷èñëåííîãî ìåòîäà äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (4.1.1) ñ íà÷àëüíûìè
óñëîâèÿìè

x0(ϕ) = f0(ϕ), ϕ ∈ [−τ, 0], f0(ϕ) ∈ RJ (4.1.2)
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âûáåðåì ìåòîä Äîðìàíà-Ïðèíñà âîñüìîãî ïîðÿäêà (DOPRI853) [75] ñ ïîñòî-
ÿííûì øàãîì (â êà÷åñòâå äëèíû øàãà âûáåðåì δ).

Áóäåì ðåøàòü äàííóþ ñèñòåìó (4.1.1) ñ ñîîòâåòñòâóþùèì íà÷àëüíûì
óñëîâèåì (4.1.2) âûáðàííûì ìåòîäîì äî ìîìåíòà âðåìåíè Θ � âðåìåíè äî-
ñòàòî÷íîãî ïðèáëèæåíèÿ òðàåêòîðèè ðåøåíèÿ ê àòòðàêòîðó. Ïðè ýòîì, íà
ïðîìåæóòêå t ∈ [Θ− τ,Θ] ïîëó÷èì ðåøåíèå x0

0(t) ∈ RJ , êîòîðîå â äàëüíåé-
øåì áóäåò âûñòóïàòü â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ. Èñïîëüçóÿ åãî, ïîëó-
÷èì ðåøåíèå x∗(t) ∈ RJ , íà êîòîðîì áóäåì îöåíèâàòü ëÿïóíîâñêèå ïîêàçà-
òåëè.

Äîïîëíèì ñèñòåìó óðàâíåíèé (4.1.1) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì x0
0(t) ñëåäó-

þùèìè K èäåíòè÷íûìè ñèñòåìàìè

ẋi(t) = Axi(t) +Bxi(t− τ), (4.1.3)

ãäå A = {aij}, aij =
∂Fi(t, x∗(t), x∗(t− τ))

∂xj(t)
, B = {bij}, bij =

∂Fi(t, x∗(t), x∗(t− τ))

∂xj(t− τ)
, i = 1, . . . , K, è j = 1, . . . , J ,

F (t, x∗(t), x∗(t− τ)) =
(
F1

(
t, x1(t), . . . , xJ(t), x1(t− τ), . . . , xJ(t− τ)

)
, . . . ,

FJ
(
t, x1(t), . . . , xJ(t), x1(t− τ), . . . , xJ(t− τ)

))T
.

Îíè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ëèíåàðèçîâàííûå íà ðåøåíèè x∗(t) ñèñòåìû óðàâ-
íåíèé (4.1.1). Äëÿ êàæäîãî óðàâíåíèÿ èç K × J óðàâíåíèé ñèñòåìû (4.1.3)
èñïîëüçóåì íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ñëåäóþùåãî âèäà:

x0
i,j(ϕ) =

√
KJ

N
, ïðè ϕ ∈

[
(Θ− τ) +

N(iJ + j − 1)

KJ
, (Θ− τ) +

N(iJ + j)

KJ

]
, i = 1, . . . , K, j = 1, . . . , J,

x0
i,j(ϕ) = 0, â ïðîòèâîïîëîæíîì ñëó÷àå.

(4.1.4)

Òàêèì îáðàçîì:

• åâêëèäîâà íîðìà íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ i-îé ñèñòåìû óðàâíåíèé èç (4.1.3)
ðàâíà åäèíèöå:

|x0
i (t)| = 1 =

√√√√ N∑
k=0

J∑
j=1

x2
i,j,k, i = 1, . . . , K; (4.1.5)

68



• cêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ i-îé ñèñòåìû óðàâíåíèé
íà s-óþ ðàâíî íóëþ (i 6= s):

(x0
i , x

0
s) =

N∑
k=0

J∑
j=1

x2
i,j,kx

2
s,j,k = δi,s, (4.1.6)

ãäå δi,s � ñèìâîë Êðîíåêåðà, x2
i,j,k � êâàäðàò çíà÷åíèÿ ôóíêöèè x0

i,j(ϕ)
â òî÷êå (Θ− 1) + kN/K + vN/(KJ), k = 1, . . . , N ,v = 1, . . . , J .

Ðåøàÿ ñîâìåñòíî ñèñòåìó (4.1.1) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì x0(ϕ) = x0
0(ϕ) è

ñèñòåìû óðàâíåíèé (4.1.3) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (4.1.4) (ϕ ∈ [Θ− τ,Θ])
íà ïðîìåæóòêå t ∈ [Θ,Θ + T ] ïîëó÷àåì äëÿ êàæäîé èç ñèñòåì ðåøåíèÿ
x1
i (t) ∈ RJ(i = 0, . . . , K).
Ó÷èòûâàÿ, ÷òî âåëè÷èíû xki âåäóò ñåáÿ ýêñïîíåíöèàëüíûì îáðàçîì, íåîá-

õîäèìî âðåìÿ îò âðåìåíè èõ ïåðåíîðìèðîâûâàòü. Îòìåòèì, ÷òî ïðîáëåìó
ïðåäñòàâëÿåò êàê íåîãðàíè÷åííûé ðîñò, òàê è ñòðåìëåíèå ðåøåíèÿ ê íóëþ.
Âûáîð âðåìåíè ïåðåíîðìèðîâêè (T ) ìîæíî îñóùåñòâëÿòü äâóìÿ ðàçëè÷íû-
ìè ñïîñîáàìè: ÷åðåç ðàâíûå ïðîìåæóòêè âðåìåíè èëè äèíàìè÷åñêè [19].

Äàëåå íà ïðîìåæóòêå t ∈ [Θ + T − τ,Θ + T ] îðòîíîðìèðóåì ïîëó÷åííûå
ðåøåíèÿ x1

i (t), i = 1, . . . , K + 1 ìåòîäîì Ãðàìà-Øìèäòà [16]. Ïðè ýòîì,
ïîñëå ïðîöåäóðû îðòîãîíàëèçàöèè è äî íà÷àëà ïðîöåäóðû íîðìèðîâàíèÿ
âû÷èñëÿåì è çàïîìèíàåì âåëè÷èíû

ξ1
i = ‖x1

îðò i(t)‖. (4.1.7)

Çàòåì ïîâòîðíî ðåøàåì ñèñòåìó (4.1.1), (4.1.3), ãäå â êà÷åñòâå íà÷àëüíûõ
óñëîâèé èñïîëüçóåì ïîëó÷åííûå îðòîíîðìèðîâàííûå ðåøåíèÿ.

Ïîñ÷èòàâ

λi = lim
M→∞

∑M
k=1 ln ξki
TM

, i = 1, . . . , K + 1, (4.1.8)

ïîëó÷àåì îöåíêó ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà.
Ïåðåéäåì ê ðåçóëüòàòàì òåñòèðîâàíèÿ àëãîðèòìà.

4.2. Ðåçóëüòàòû òåñòèðîâàíèÿ ïðèâåäåííîãî àë-

ãîðèòìà íà ïðèìåðå óðàâíåíèÿ Õàò÷èíñîíà

Âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû ïðîâîäèëèñü äëÿ óðàâíåíèÿ Õàò÷èíñî-
íà [78]. Íàïîìíèì, ÷òî îíî èìååò ñëåäóþùèé âèä:

ẋ0 = rx0(t)(1− x0(t− 1)), ãäå R > 0. (4.2.1)
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Íåíóëåâûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (4.2.1) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâû ïðè
r ∈ [0, π/2], ïðè÷åì ïðè r ∈ [0, e−1] ìîíîòîííî, à ïðè r ∈ [e−1, π/2] ðåøåíèå
ñòðåìèòñÿ ê íóëþ êîëåáàòåëüíûì îáðàçîì. Â ýòîì ñëó÷àå ïîêàçàòåëè Ëÿ-
ïóíîâà äëÿ óðàâíåíèÿ Õàò÷èíñîíà ñîâïàäàþò ñ äåéñòâèòåëüíûìè ÷àñòÿìè
ðåøåíèé ñëåäóþùåé ñèñòåìû óðàâíåíèé:

τ + r cosωe−τ = 0,

ω + r sinωe−τ = 0.
(4.2.2)

Äåéñòâèòåëüíûå ÷àñòè τi ðåøåíèÿ äàííîé ñèñòåìû ïðè r ðàâíûõ 1.5, 1.0 è 0.5
ïðåäñòàâëåíû âî âòîðîì ñòîëáöå òàáëèöû 1. Áóäåì íàçûâàòü èõ ýòàëîííûìè
çíà÷åíèÿìè.

Äëÿ óðàâíåíèÿ (4.2.1) ëèíåàðèçîâàííûå óðàâíåíèÿ èìåþò ñëåäóþùèé
âèä:

ẋi = r(1− x0(t− 1))xi(t)− rx0(t)xi(t− 1). (4.2.3)

Äëÿ âñåõ îïûòîâ èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå ïàðàìåòðû:

• êîëè÷åñòâî âû÷èñëÿåìûõ ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà K = 10;

• âðåìÿ âûõîäà íà àòòðàêòîð Θ = 150;

• âðåìÿ ïåðåíîðìèðîâêè âåêòîðà íà÷àëüíûõ óñëîâèé T = 4;

• êîëè÷åñòâî ïåðåñ÷åòîâ ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà M = 5000;

• íà÷àëüíîå óñëîâèå x0(ϕ) = 1/2 sin(ϕ) + 1, ãäå ϕ ∈ [−1, 0].

Êàê âèäíî èç òàáëèöû 4.1 òî÷íîñòü âû÷èñëåíèÿ ïîêàçàòåëåé çàâèñèò îò
âåëè÷èíû âûáðàííîãî ðàçáèåíèÿ. Ïðè óâåëè÷åíèè N â äåñÿòü ðàç ñî 100 äî
1000 àáñîëþòíàÿ ïîãðåøíîñòü óìåíüøèëàñü íà ïîðÿäîê, â êðàéíåì ñëó÷àå,
êîãäà êîëè÷åñòâî òî÷åê ðàçáèåíèÿ ðàâíî êîëè÷åñòâó âû÷èñëÿåìûõ ïîêàçà-
òåëåé Ëÿïóíîâà, äîñòèãàåìàÿ òî÷íîñòü, ñîîòâåòñòâåííî, ìàëà. Ñëåäóåò âïðî-
÷åì îòìåòèòü, ÷òî ïðè r ðàâíûõ 1.0 è 0.5, êîãäà ïîêàçàòåëè îòðèöàòåëüíû è
îòíîñèòåëüíî âåëèêè ïî ìîäóëþ, îøèáêà âû÷èñëåíèé ïðèåìëåìàÿ. Â ñëó÷àå
áëèçêîãî ê êðèòè÷åñêîìó çíà÷åíèþ r ðàâíîãî 1.5 ñòàðøèé ïîêàçàòåëü ìàë,
è, ñëåäîâàòåëüíî, îòíîñèòåëüíàÿ îøèáêà âåëèêà.

Ïåðåéäåì ê ðåçóëüòàòàì ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ.
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Òàáëèöà 4.1. Ïåðâûå äåñÿòü ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà äëÿ óðàâíåíèÿ Õàò÷èí-
ñîíà ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà R, è èõ ðàçíîñòü ñ ýòàëîííûìè
çíà÷åíèÿìè.

R = 1.5

i τi
N = 10 N = 100 N = 1000 N = 2000
λi σi λi σi λi σi λi σi

1 −0.0328 −0.0680 0.0352 −0.0361 0.0033 −0.0331 0.0003 −0.0330 0.0002
2 −0.0328 −0.0681 0.0353 −0.0361 0.0033 −0.0332 0.0004 −0.0331 0.0003
3 −1.6509 −1.7693 0.1184 −1.6627 0.0118 −1.6521 0.0012 −1.6516 0.0007
4 −1.6509 −1.7693 0.1184 −1.6627 0.0118 −1.6521 0.0012 −1.6516 0.0007
5 −2.2447 −2.3687 0.1240 −2.2590 0.0143 −2.2462 0.0015 −2.2454 0.0007
6 −2.2447 −2.3687 0.1240 −2.2590 0.0143 −2.2462 0.0015 −2.2454 0.0007
7 −2.6130 −2.6992 0.0862 −2.6285 0.0155 −2.6145 0.0015 −2.6137 0.0007
8 −2.6130 −2.6992 0.0862 −2.6285 0.0155 −2.6145 0.0015 −2.6137 0.0007
9 −2.8811 −2.8598 0.0213 −2.8973 0.0162 −2.8827 0.0016 −2.8818 0.0007
10 −2.8811 −2.8599 0.0212 −2.8973 0.0162 −2.8827 0.0016 −2.8818 0.0007

R = 1.0

i τi
N = 10 N = 100 N = 1000 N = 2000
λi σi λi σi λi σi λi σi

1 −0.3181 −0.3663 0.0482 −0.3227 0.0046 −0.3186 0.0005 −0.3184 0.0003
2 −0.3181 −0.3664 0.0483 −0.3228 0.0047 −0.3187 0.0006 −0.3185 0.0004
3 −2.0623 −2.2014 0.1391 −2.0760 0.0137 −2.0637 0.0014 −2.0630 0.0007
4 −2.0623 −2.2014 0.1391 −2.0761 0.0138 −2.0637 0.0014 −2.0630 0.0007
5 −2.6532 −2.7995 0.1463 −2.6693 0.0161 −2.6548 0.0016 −2.6540 0.0008
6 −2.6532 −2.7995 0.1463 −2.6693 0.0161 −2.6548 0.0016 −2.6540 0.0008
7 −3.0202 −3.1315 0.1113 −3.0375 0.0173 −3.0219 0.0017 −3.0210 0.0008
8 −3.0202 −3.1315 0.1113 −3.0375 0.0173 −3.0219 0.0017 −3.0210 0.0008
9 −3.2878 −3.2937 0.0059 −3.3057 0.0179 −3.2895 0.0017 −3.2885 0.0007
10 −3.2878 −3.2938 0.0060 −3.3057 0.0179 −3.2895 0.0017 −3.2886 0.0007

R = 0.5

i τi
N = 10 N = 100 N = 1000 N = 2000
λi σi λi σi λi σi λi σi

1 −0.7941 −0.8637 0.0696 −0.8006 0.0065 −0.7947 0.0006 −0.7943 0.0002
2 −0.7941 −0.8639 0.0698 −0.8008 0.0067 −0.7948 0.0007 −0.7945 0.0004
3 −2.7721 −2.9470 0.1749 −2.7891 0.017 −2.7738 0.0017 −2.7730 0.0009
4 −2.7721 −2.9470 0.1749 −2.7891 0.017 −2.7738 0.0017 −2.7730 0.0009
5 −3.3533 −3.5382 0.1849 −3.3726 0.0193 −3.3553 0.0020 −3.3543 0.0010
6 −3.3533 −3.5382 0.1849 −3.3726 0.0193 −3.3553 0.0020 −3.3543 0.0010
7 −3.7173 −3.8720 0.1547 −3.7378 0.0205 −3.7193 0.0020 −3.7183 0.0010
8 −3.7173 −3.8720 0.1547 −3.7378 0.0205 −3.7193 0.0020 −3.7183 0.0010
9 −3.9835 −4.0371 0.0536 −4.0046 0.0211 −3.9855 0.0020 −3.9844 0.0009
10 −3.9835 −4.0371 0.0536 −4.0046 0.0211 −3.9855 0.0020 −3.9844 0.0009
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4.3. Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ

×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ïðîâîäèëîñü äëÿ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé ñ çàïàçäûâàþùèìè àðãóìåíòàìè, êîòîðûå äîñòàòî÷íî ïîäðîáíî
áûëè èçó÷åíû ðàíåå â ðàáîòàõ [18, 22, 24, 25] íî äëÿ êîòîðûõ ðàíåå âû÷èñ-
ëÿëèñü ëèøü çíà÷åíèÿ ñòàðøèõ ëÿïóíîâñêèõ ýêñïîíåíò, íî íå íåñêîëüêèõ
ïåðâûõ.

Íà âñåõ ðèñóíêàõ, ïðåäñòàâëåííûõ â äàííîé ðàáîòå, ñïëîøíîé ëèíèåé
íàíåñåí ãðàôèê ñòàðøåãî ïîêàçàòåëÿ Ëÿïóíîâà (λ1). Îñòàëüíûå ïîêàçàòåëè,
çàíóìåðîâàííûå â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ (ñâåðõó âíèç) èçîáðàæåíû êðèâûìè,
íàíåñåíû ïóíêòèðíûìè è øòðèõ-ïóíêòèðíûìè ëèíèÿìè.

Óðàâíåíèå Õàò÷èíñîíà ñ äâóìÿ çàïàçäûâàíèÿìè

Äëÿ íà÷àëà áûë ïðîâåäåí ðÿä âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ äëÿ îáî-
ùåííîãî óðàâíåíèÿ Õàò÷èíñîíà ñ äâóìÿ çàïàçäûâàíèÿìè [22], èìåþùåãî ñëå-
äóþùèé âèä:

Ṅ0(t) = r
[
1− aN0(t− 1)− (1− a)N0(t− h)

]
N0(t). (4.3.1)

Êàê èçâåñòíî, ýòî óðàâíåíèå îïèñûâàåò ïðîñòåéøèé ñïîñîá ó÷åòà âîçðàñòíîé
ñòðóêòóðû â çàäà÷å î äèíàìèêå ïîïóëÿöèè îñîáåé, áîðþùèõñÿ çà îáùóþ ïè-
ùó. Â óðàâíåíèè (4.3.1) ôóíêöèÿ N0(t) � ÷èñëåííîñòü ïîïóëÿöèè, r � ìàëü-
òóçèàíñêèé êîýôôèöèåíò ëèíåéíîãî ðîñòà, çàïàçäûâàíèÿ 1 è h � âîçðàñòà
ïîëîâîçðåëîñòè, a è (1−a) � âêëàäû âîçðàñòíîé ãðóïïû â âîñïðîèçâîäñòâî
ïîïóëÿöèè.

Ëèíåàðèçîâàííàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ Õàò÷èíñîíà ñ äâóìÿ çàïàçäûâàíèÿìè
âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Ṅi(t) =r
[(

1− aN0(t− 1)− (1− a)N0(t− h)
)
Ni(t)−

−
(
aNi(t− 1) + (1− a)Ni(t− h)

)
N0

]
.

(4.3.2)

Íàèáîëüøèé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿë ïðîìåæóòîê èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà r
îò 11.7 äî 14.2, ïðè ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ äðóãèõ ïàðàìåòðîâ a = 0.15
è h = 0.2. (ðèñóíîê 4.1). Íà äàíííîì ðèñóíêå èçîáðàæåíû ãðàôèêè çàâè-
ñèìîñòè ïåðâûõ ïÿòè ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà îò ïàðàìåòðà λ. Êàê âèäíî èç
ïðåäñòàâëåííîãî ðèñóíêà íà óêàçàííîì ïðîìåæóòêå õàîòè÷åñêèå êîëåáàíèÿ
ìíîãîêðàòíî ñìåíÿþò ïåðèîäè÷åñêèå.

Ëÿïóíîâñêàÿ ðàçìåðíîñòü ñèñòåìû âû÷èñëÿëàñü ïî ôîðìóëå Êàïëàíà-
Éîðêå [81]

D = m+

∑m
i=1 λi
|λm+1|

, (4.3.3)
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ãäå m òàêîå ÷èñëî, ÷òî
∑m

i=1 λi > m è
∑m+1

i=1 λi < 0. Íàïðèìåð, äëÿ çíà÷åíèÿ
ïàðàìåòðà r = 13.5 ðàçìåðíîñòü D ≈ 2.327.

−5

−4

−3

−2

−1

 0

 1

 12  12.5  13  13.5  14

λ i

r

Ðèñ. 4.1. Çàâèñèìîñòü ïåðâûõ ïÿòè ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà óðàâíåíèÿ (4.3.1)
îò ïàðàìåòðà r ïðè h = 0.2, a = 0.15

Óðàâíåíèå äèôôóçèîííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ïàðû áëèçêèõ îñöèëÿ-

òîðîâ íåéðîííîãî òèïà

Âòîðîé áûëà ðàññìîòðåíà ñèñòåìà óðàâíåíèé äèôôóçèîííîãî âçàèìîäåé-
ñòâèÿ ïàðû áëèçêèõ îñöèëÿòîðîâ íåéðîííîãî òèïà, ïðåäëîæåííàÿ â [40] è
èçó÷åííàÿ ÷èñëåííî è àíàëèòè÷åñêè â [24].

u̇1,0(t) = λ
[
−1− r1e

−u21,0(t) + r2e
−u21,0(t−1)

]
u1,0(t) +D(u2,0(t)− u1,0(t))

u̇2,0(t) = λ
[
−1− r1e

−u22,0(t) + r2e
−u22,0(t−1)

]
u2,0(t) +D(u1,0(t)− u2,0(t)).

(4.3.4)

Ìîäåëèðîâàíèå ýëåêòðè÷åñêîé àêòèâíîñòè íåðâíûõ êëåòîê îñíîâàíî íà ïî-
ñòðîåíèè óðàâíåíèé áàëàíñà òîêîâ, âîçíèêàþùèõ â ðåçóëüòàòå èîííîãî îá-
ìåíà ÷åðåç ìåìáðàíó íåðâíîé êëåòêè. Â ñèñòåìå óðàâíåíèé (4.3.4) u1,0(t)
è u2,0(t) � ìåìáðàííûå ïîòåíöèàëû ïåðâîãî è âòîðîãî îäèíàêîâûõ îñöè-
ëÿòîðîâ. Êîýôôèöèåíò λ îïðåäåëÿåò ñêîðîñòü ïðîòåêàíèÿ ýëåêòðè÷åñêèõ
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ïðîöåññîâ â ñèñòåìå. Êîýôôèöèåíò D õàðàêòåðèçóåò ñâÿçü íåéðîíîâ ìåæäó
ñîáîé.

Ëèíåàðèçîâàííàÿ ÷àñòü ñèñòåìû óðàâíåíèé âçàèìîäåéñòâèÿ ïàðû îñöè-
ëÿòîðîâ íåéðîííîãî òèïà èìååò ñëåäóþùèé âèä:

u̇1,i(t) =λ
[
−1− r1e

−u21,0(t) + r2e
−u21,0(t−1)

]
u1,i(t)+

+ 2λ
[
r1e
−u21,0(t)u1,0(t)u1,i(t) + r2e

−u21,0(t−1)u1,0(t− 1)u1,i(t− 1)
]
u1,0(t)+

+D(u2,i(t)− u1,i(t))

u̇2,i(t) =λ
[
−1− r1e

−u22,0(t) + r2e
−u22,0(t−1)

]
u2,i(t)+

+ 2λ
[
r1e
−u22,0(t)u2,0(t)u2,i(t) + r2e

−u22,0(t−1)u2,0(t− 1)u2,i(t− 1)
]
u2,0(t)+

+D(u1,i(t)− u2,i(t)).
(4.3.5)

Èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿë ïðîìåæóòîê èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà λ îò 2.85 äî 2.91
ïðè ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ äðóãèõ ïàðàìåòðîâ r1 = 1.5, r2 = 2.6, D =
0.055 (ðèñóíîê 4.2). Íà äàííîì ðèñóíêå èçîáðàæåíà çàâèñèìîñòü ïåðâûõ
òðåõ ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà îò ïàðàìåòðà λ.

Äëÿ çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà λ = 2.9 ðàçìåðíîñòü D ≈ 2.43.

Ñèñòåìà óðàâíåíèé âçàèìîäåéñòâèÿ ïàðû îñöèëëÿòîðîâ íåéðîí-

íîãî òèïà ñ ó÷åòîì çàïàçäûâàíèÿ â öåïî÷êå ñâÿçè ìåæäó îñöèë-

ëÿòîðàìè

Äàëåå áûëà ðàññìîòðåíà ñèñòåìà óðàâíåíèé âçàèìîäåéñòâèÿ ïàðû îñ-
öèëëÿòîðîâ íåéðîííîãî òèïà ñ ó÷åòîì çàïàçäûâàíèÿ â öåïî÷êå ñâÿçè ìåæäó
îñöèëëÿòîðàìè [25]:

u̇1,0(t) = λ
[
−1− r1e

−u21,0(t) + r2e
−u21,0(t−1)

]
u1,0(t) +D(u2,0(t− h)− u1,0(t))

u̇2,0(t) = λ
[
−1− r1e

−u22,0(t) + r2e
−u22,0(t−1)

]
u2,0(t) +D(u1,0(t− h)− u2,0(t)).

(4.3.6)

Ëèíåàðèçîâàííàÿ íà ðåøåíèÿõ ui,∗ cèñòåìà óðàâíåíèé âçàèìîäåéñòâèÿ
ïàðû îñöèëëÿòîðîâ íåéðîííîãî òèïà ñ ó÷åòîì çàïàçäûâàíèÿ â öåïî÷êå ñâÿçè
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λ i

λ

Ðèñ. 4.2. Çàâèñèìîñòü ïåðâûõ òðåõ ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà óðàâíåíèÿ (4.3.4)
îò ïàðàìåòðà λ ïðè r1 = 1.5, r2 = 2.6, D = 0.055

ìåæäó îñöèëëÿòîðàìè âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì

u̇1,i(t) =λ
[
−1− r1e

−u21,0(t) + r2e
−u21,0(t−1)

]
u1,i(t)+

+ 2λ
[
r1e
−u21,0(t)u1,0(t)u1,i(t) + r2e

−u21,0(t−1)u1,0(t− 1)u1,i(t− 1)
]
u1,0(t)+

+D(u2,i(t− h)− u1,i(t))

u̇2,i(t) =λ
[
−1− r1e

−u22,0(t) + r2e
−u22,0(t−1)

]
u2,i(t)+

+ 2λ
[
r1e
−u22,0(t)u2,0(t)u2,i(t) + r2e

−u22,0(t−1)u2,0(t− 1)u2,i(t− 1)
]
u2,0(t)+

+D(u1,i(t− h)− u2,i(t)).
(4.3.7)

Íàèáîëüøèé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿë ó÷àñòîê çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà λ îò 2.84
äî 3 ïðè ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ äðóãèõ ïàðàìåòðîâ r1 = 1.5, r2 = 2.6,
D = 0.074, h = 0.1 (ðèñóíîê 4.3). Íà äàííîì ðèñóíêå èçîáðàæåíû ãðàôè-
êè çàâèñèìîñòè ïåðâûõ òðåõ ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà îò ïàðàìåòðà λ. Âûáîð
ëåâîé ãðàíèöû îáóñëîâëåí òåì, ÷òî ïðè çíà÷åíèÿõ λ < 2.84 ñòàðøèé ëÿïó-
íîâñêèé ïîêàçàòåëü ðàâåí íóëþ è ñèñòåìà èìååò óñòîé÷èâûé ñàìîñèììåò-
ðè÷íûé äâóìåðíûé òîð.

Äëÿ çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà λ = 2.94 ðàçìåðíîñòü D ≈ 2.983.
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Ðèñ. 4.3. Çàâèñèìîñòü ïåðâûõ òðåõ ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà óðàâíåíèÿ (4.3.6)
îò ïàðàìåòðà λ ïðè r1 = 1.5, r2 = 2.6, D = 0.074, h = 0.1

Ñèñòåìà Ëàíãà�Êîáàÿøè

Äàëåå áûëà ðàññìîòðåíà ñèñòåìà óðàâíåíèé Ëàíãà�Êîáàÿøè [18] äèíà-
ìèêè ïîëóïðîâîäíèêîâîãî ëàçåðà, ó÷èòûâàþùàÿ âîçäåéñòâèå îòðàæåííîãî
èçëó÷åíèÿ íà ðåçîíàòîð

dE

dt
= v(1 + iα)EZ + γei(ω−ω0)tE(t− h),

dZ

dy
= Q− Z − (1 + Z)|E|2,

(4.3.8)

ãäå E(t) � êîìïëåêñíàÿ àìïëèòóäà ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, Z(t) � èíâåðñèÿ
íîñèòåëåé, γ > 0 � èíòåíñèâíîñòü âíåøíåãî èçëó÷åíèÿ, ω1 è ω0 � îïòè÷å-
ñêàÿ ÷àñòîòà çàäàþùåãî è ñèíõðîíèçèðóåìîãî ëàçåðà ñîîòâåòñòâåííî; Q �
ïðåâûøåíèå òîêîì íàêà÷êè ïåðâîé ïîðîãîâîé âåëè÷èíû; v åñòü îòíîøåíèå
âðåìåí çàòóõàíèÿ èíâåðñèè íîñèòåëåé è ôîòîíîâ â ðåçîíàòîðå; α � êîýôè-
öèåíò óøèðåíèÿ ëèíèè, îòâå÷àþùèé çà íåëèíåéíîå âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó
àìïëèòóäîé è ôàçîé ïîëÿ.

Äëÿ ïðîâåäåíèÿ âû÷èñëåíèé ïåðåïèøåì ñèñòåìó óðàâíåíèé (4.3.8) îòíî-
ñèòåëüíî âåùåñòâåííîé è ÷àñòè, è äåëàÿ çàìåíó E(t) = E(t)eiωt, ïîëàãàÿ
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E = x0 + iy0

ẋ0 = −ωy0 + vz0(x0 − αy0)+

+ γ[x0(t− h) cos((ω − ω0)h)− y0(t− h) sin((ω − ω0)h)]

ẏ0 = ωx0 + vz0(y0 + αx0)+

+ γ[y0(t− h) cos((ω − ω0)h) + x0(t− h) sin((ω − ω0)h)]

ż0 = Q− z0 − (1− z0)(x
2
0 + y2

0).

(4.3.9)

Ëèíåàðèçîâàííàÿ íà ðåøåíèÿõ xi,∗, yi,∗, zi,∗ cèñòåìû óðàâíåíèé Ëàíãà-
Êîáàÿøè èìååò ñëåäóþùèé âèä

ẋi = vz0xi − yi(vz0α + ω) + vz(x0 − αy0)+

+ γ[cos((ω − ω0)h)xi(t− h)− sin((ω − ω0)h)yi(t− h)]

ẏi = vz0yi + xi(vz0α + ω) + vz(y0 − αx0)+

+ γ[sin((ω − ω0)h)xi(t− h) + cos((ω − ω0)h)yi(t− h)]

żi = −(2(1 + z0)x0xi + 2(1 + z0)y0y + z(1 + (x2
0 + y2

0))).

(4.3.10)
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Ðèñ. 4.4. Çàâèñèìîñòü ïåðâûõ ïÿòè ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà óðàâíåíèÿ (4.3.9)
îò ïàðàìåòðà α ïðè Q = 10, v = 2, γ = 2, ω0 = 0.3, ω = 1 h = 1

Íà ðèñóíîê 4.4 èçîáðàæåíà çàâèñèìîñòü ïåðâûõ ïÿòè ïîêàçàòåëåé Ëÿïó-
íîâà îò ïàðàìåòðà α. Åãî çíà÷åíèÿ èçìåíÿëèñü â ïðîìåæóòêå îò 11 äî 19.
Ïðè íåêîòîðûõ çíà÷åíèÿõ α áûëè ïîëó÷åíû äâà ïîëîæèòåëüíûõ ïîêàçàòåëÿ
Ëÿïóíîâà, óêàçûâàþùèõ íà ïîÿâëåíèå ðåæèìà ãèïåðõàîñà [97].
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Óðàâíåíèå Ñòþàðòà-Ëàíäàó

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå Ñòþàðòà-Ëàíäàó [111], èìåþùåãî ñëåäóþùèé âèä:

ż(t) = z(t)− (1− iβ)z(t)|z(t)|2 + keiθz(t− τ), (4.3.11)

ãäå z(t) � êîìïëåêñíàÿ ôóíêöèÿ.
Äëÿ ïðîâåäåíèÿ âû÷èñëåíèé ïåðåïèøåì ñèñòåìó óðàâíåíèé (4.3.11) îò-

íîñèòåëüíî âåùåñòâåííîé è ìíèìîé ÷àñòåé, ïîëàãàÿ θ = 0 è z = x+ iy:

ẋ = x(1− (x2 + y2))− βy(x2 + y2) + kx(t− τ),

ẏ = y(1− (x2 + y2))− βx(x2 + y2) + ky(t− τ).
(4.3.12)

Ëèíåàðèçîâàííàÿ íà ðåøåíèÿõ x∗, y∗ cèñòåìà óðàâíåíèé Ñòþàðòà-Ëàíäàó
èìååò ñëåäóþùèé âèä

ẋ =(1− 3x2
∗ − y2

∗ − 2βy∗x∗)x+ (2x∗y∗ − βx2
∗ − 2βy2

∗)y + kx(t− τ),

ẏ =(−2y∗x∗ + 3βx2
∗ + βy2

∗)x+ (1− x2
∗ − 3y2

∗ + 2βx∗y∗)y + ky(t− τ).
(4.3.13)
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Ðèñ. 4.5. Çàâèñèìîñòü ïåðâûõ ïÿòíàäöàòè ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà óðàâíå-
íèÿ (4.3.12) îò çàïàçäûâàíèÿ τ ïðè β = 4 è k = 1,5

Íà ðèñóíêå 4.5 èçîáðàæåíà çàâèñèìîñòü ïåðâûõ ïÿòè ïîêàçàòåëåé Ëÿ-
ïóíîâà îò çàïàçäûâàíèÿ τ . Çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà τ èçìåíÿëèñü îò 3 äî 15 ñ
øàãîì 0.1.
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Íàëè÷èå íåñêîëüêèõ ïîëîæèòåëüíûõ ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà óêàçûâàåò
íà ïîÿâëåíèå ðåæèìà ãèïåðõàîñà [97]. Íàïðèìåð, ïðè τ = 15, ñ ó÷åòîì ïî-
ãðåøíîñòè ðàáîòû âû÷èñëèòåëüíîãî ïðîöåññà, ïîëîæèòåëüíûìè îêàçûâàåò-
ñÿ îêîëî 10 ïîêàçàòåëåé.
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Çàêëþ÷åíèå

Â çàêëþ÷åíèå ïåðå÷èñëèì îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â ðàáîòå.
Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå èçëîæåí ðÿä ÷èñëåííûõ è àíàëèòè÷åñêèõ ðå-

çóëüòàòîâ èññëåäîâàíèÿ äèíàìèêè ëîãèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñ äèôôóçèåé è
îòêëîíåíèÿìè àðãóìåíòîâ. Ñíà÷àëà áûëî ðàññìîòðåíî ëîãèñòè÷åñêîå óðàâ-
íåíèå ñ äîáàâëåíèåì ñëàãàåìîãî, õàðàêòåðèçóþùåãî îòêëîíåíèå âðåìåííîé
ïåðåìåííîé. Èññëåäîâàíà ëîêàëüíàÿ äèíàìèêà ýòîãî óðàâíåíèÿ. Âûäåëåíû
êðèòè÷åñêèå ñëó÷àè â çàäà÷å îá óñòîé÷èâîñòè ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Ïîêà-
çàíî, ÷òî â çàâèñèìîñòè îò îäíîãî èç ïàðàìåòðîâ óðàâíåíèÿ ëèáî âñå ðå-
øåíèÿ ñòðåìÿòñÿ ê ñîñòîÿíèþ ðàâíîâåñèÿ, ëèáî âûõîäÿò íà åäèíñòâåííûé
óñòîé÷èâûé öèêë. Ïðîâåäåí ÷èñëåííûé ýêñïåðèìåíò, ïîêàçûâàþùèé õîðî-
øåå ñîâïàäåíèå ðåçóëüòàòîâ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ è óòâåðæäåíèé àíà-
ëèòè÷åñêîãî õàðàêòåðà.

Äàëåå, ðàññìîòðåíà çàäà÷à ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû ïëîòíîñòè â ëîãèñòè-
÷åñêîì óðàâíåíèè ñ çàïàçäûâàíèåì è äèôôóçèåé. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ êà÷å-
ñòâåííîãî ïîâåäåíèÿ ðåøåíèé ýòîãî óðàâíåíèÿ áûëè ðàññìîòðåíû ìîäåëü-
íûå êðàåâûå çàäà÷è, ñîîòâåòñòâóþùèå äàííîìó óðàâíåíèþ, è âáëèçè èõ
åäèíè÷íîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ áûëà ïîñòðîåíà êâàçèíîðìàëüíàÿ ôîðìà,
êîòîðàÿ îêàçàëàñü ñòàíäàðòíûì óðàâíåíèåì Ãèíçáóðãà�Ëàíäàó. Çàòåì áûë
ïðîâåäåí îáøèðíûé ÷èñëåííûé ýêñïåðèìåíò äëÿ èçó÷åíèÿ ïðîöåññà ðàñïðî-
ñòðàíåíèÿ âîëíû. Îí ïîêàçàë, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ çíà÷åíèÿõ çàïàç-
äûâàíèÿ äàííîå óðàâíåíèå èìååò ðåøåíèÿ, áëèçêèå ê ðåøåíèÿì ñòàíäàðòíî-
ãî óðàâíåíèÿ ÊÏÏ. Óâåëè÷åíèå ïàðàìåòðà çàïàçäûâàíèÿ ïðèâîäèò ñíà÷à-
ëà ê ïîÿâëåíèþ çàòóõàþùåé êîëåáàòåëüíîé ñîñòàâëÿþùåé â ïðîñòðàíñòâåí-
íîì ðàñïðåäåëåíèè ðåøåíèÿ. Äàëüíåéøèé ðîñò äàííîãî ïàðàìåòðà ïðèâî-
äèò ê ðàçðóøåíèþ áåãóùåé âîëíû. Ýòî âûðàæàåòñÿ â òîì, ÷òî â îêðåñòíî-
ñòè ó÷àñòêà íà÷àëüíîãî âîçìóùåíèÿ ñîõðàíÿþòñÿ íåçàòóõàþùèå ïî âðåìå-
íè è ìåäëåííî ðàñïðîñòðàíÿþùèåñÿ ïî ïðîñòðàíñòâó êîëåáàíèÿ, áëèçêèå ê
ðåøåíèÿì ñîîòâåòñòâóþùåé êðàåâîé çàäà÷è ñ ïåðèîäè÷åñêèìè ãðàíè÷íûìè
óñëîâèÿìè. Åñëè çíà÷åíèå çàïàçäûâàíèÿ äîñòàòî÷íî âåëèêî, òî âî âñåé îá-
ëàñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû íàáëþäàþòñÿ èíòåíñèâíûå ïðîñòðàíñòâåííî-
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âðåìåííûå êîëåáàíèÿ. Íàðÿäó ñ îòêëîíåíèåì âðåìåííîé ïåðåìåííîé ðàñ-
ñìîòðåíà çàäà÷à ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû ïëîòíîñòè â ëîãèñòè÷åñêîì óðàâ-
íåíèè ñ îòêëîíåíèåì ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé è äèôôóçèåé.

Íàêîíåö, â ïîñëåäíåé ÷àñòè ðàáîòû ðàçðàáîòàí âû÷èñëèòåëüíûé àëãî-
ðèòì è ïîëó÷åíû ðåçóëüòàòû åãî òåñòèðîâàíèÿ íà óðàâíåíèè Õàò÷èíñîíà
â ñëó÷àå óñòîé÷èâîãî åäèíè÷íîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ. ×èñëåííî ïîêàçàíà
áëèçîñòü ïîëó÷åííûõ çíà÷åíèé õàðàêòåðèñòèê ê êîðíÿì õàðàêòåðèñòè÷åñêî-
ãî êâàçèìíîãî÷ëåíà, ÷òî ïîçâîëÿåò ñ÷èòàòü èñïîëüçóåìûé ìåòîä âïîëíå êîð-
ðåêòíûì. Ïðîèëëþñòðèðîâàíî ïðèìåíåíèå àëãîðèòìà ê íåêîòîðûì çàäà÷àì,
â ÷àñòíîñòè ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ äëÿ óðàâíå-
íèé Ëàíãà-Êîáàÿøè è Ñòþàðòà-Ëàíäàó, äëÿ êîòîðûõ ïîëó÷åíû çíà÷åíèÿ ïà-
ðàìåòðîâ, ïðè êîòîðûõ â íèõ íàáëþäàåòñÿ ãèïåðõàîòè÷åñêàÿ äèíàìèêà. Íà
îñíîâå àëãîðèòìà îöåíêè ñïåêòðà ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà áûë ñîçäàí ïðî-
ãðàììíûé êîìïëåêñ, ïîëó÷åíî ñâèäåòåëüñòâî î ðåãèñòðàöèè â Ôåäåðàëüíîé
ñëóæáå ïî èíòåëëåêòóàëüíîé ñîáñòâåííîñòè, ïàòåíòàì è òîâàðíûì çíàêàì
Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè.

81



Ëèòåðàòóðà

1. Àëåøèí, Ñ.Â. Óðàâíåíèå Êîëìîãîðîâà�Ïåòðîâñêîãî�Ïèñêóíîâà ñ çà-
ïàçäûâàíèåì / Ñ.Â. Àëåøèí, Ñ.Ä. Ãëûçèí, Ñ.À. Êàùåíêî // Ìîäåëè-
ðîâàíèå è àíàëèç èíôîðìàöèîííûõ ñèñòåì. Ò. 22, �2. ñ. 304�321, 2015.

2. Àëåøèí, Ñ.Â. ×èñëåííûé àíàëèç óðàâíåíèÿ Êîëìîãîðîâà�
Ïåòðîâñêîãî�Ïèñêóíîâà / Ñ.Â. Àëåøèí, Ñ.À. Êàùåíêî // Ñáîðíèê
òåçèñîâ äîêëàäîâ Ìåæäóíàðîäíûé íàó÷íûé ñåìèíàð Àêòóàëüíûå
ïðîáëåìû ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè, Ìîñêâà, ÌÃÓ, 2014 ã., ñ 95�96.

3. Àëåøèí, Ñ.Â. ×èñëåííûé àíàëèç áåãóùèõ âîëí óðàâíåíèÿ
Êîëìîãîðîâà�Ïåòðîâñêîãî�Ïèñêóíîâà ñ çàïàçäûâàþùèì àðãóìåí-
òîì. Î ðàáîòå ñåìèíàðà ¾Íåëèíåéíàÿ äèíàìèêà¿ / Ñ.Â. Àëåøèí //
Ìîäåëèðîâàíèå è àíàëèç èíôîðìàöèîííûõ ñèñòåì. 2014. Ò. 21, �6. Ñ.
176�178.

4. Àëåøèí, Ñ.Â. Îöåíêà èíâàðèàíòíûõ ÷èñëîâûõ ïîêàçàòåëåé àòòðàêòî-
ðîâ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ çàïàçäûâàíèåì / Ñ.Â. Àëå-
øèí // Âû÷èñëèòåëüíûå òåõíîëîãèè â åñòåñòâåííûõ íàóêàõ: ìåòîäû
ñóïåðêîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ. 1�3 îêò. 2014, Ðîññèÿ, Òàðóñà: ñá.
òð. / Ïîä ðåä. Ð.Ð. Íàçèðîâà, Ë.Í. Ùóðà. Ì.: ÈÊÈ ÐÀÍ, 2014. Ñ. 10�17.

5. Àëåøèí, Ñ.Â. Ëîêàëüíàÿ äèíàìèêà ëîãèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, ñîäåð-
æàùåãî çàïàçäûâàíèå / Ñ.Â. Àëåøèí, Ñ.À. Êàùåíêî // Ìîäåëèðîâà-
íèå è àíàëèç èíôîðìàöèîííûõ ñèñòåì. 2014. Ò. 21, �1. Ñ. 73�88.

6. Àëåøèí, Ñ.Â. Âû÷èñëåíèå èíâàðèàíòíûõ õàðàêòåðèñòèê õàîòè÷åñêîãî
àòòðàêòîðà Ëàíãà�Êîáàÿøè / Ñ.Â. Àëåøèí // Âåñòíèê ßðîñëàâñêîãî
ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà èì. Ï.Ã. Äåìèäîâà. Ñåðèÿ Åñòåñòâåí-
íûå íàóêè, �2, 2013.

7. Àëåøèí, Ñ.Â. ×èñëåííûé àíàëèç ãåíåðàöèè ãèïåðõàîñà â óðàâíåíèè
Ñòþàðòà-Ëàíäàó / Ñ.Â. Àëåøèí // Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ

82



¾Íåëèíåéíûå ÿâëåíèÿ â çàäà÷àõ ñîâðåìåííîé ìàòåìàòèêè è ôèçèêè¿,
ïîñâÿùåííàÿ 210-ëåòèþ Äåìèäîâñêîãî óíèâåðñèòåòà, ßðîñëàâëü, 4�5
äåêàáðÿ 2013 ã., òåçèñû äîêëàäîâ, ñ. 4�8.

8. Àëåøèí, Ñ.Â. ×èñëåííûé àíàëèç ãåíåðàöèè ãèïåðõàîñà â ìîäåëè
Ëàíãà�Êîáàÿøè / Ñ.Â. Àëåøèí // Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ìàòåìàòèêè
è èíôîðìàòèêè. Ñáîðíèê íàó÷íûõ òðóäîâ ìîëîäûõ ó÷åíûõ, àñïèðàíòîâ
è ñòóäåíòîâ. Âûïóñê 13. ßðîñëàëâü 2013. ñ. 21�28.

9. Àëåøèí, Ñ.Â. Âû÷èñëåíèå ñïåêòðà ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà äëÿ äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ çàïàçäûâàþùèì àðãóìåíòîì / Ñ.Â. Àëåøèí
// Çàìåòêè ïî èíôîðìàòèêå è ìàòåìàòèêå. 2012. �4. Ñ. 7�12.

10. Àõðîìååâà, Ò.Ñ. Ñòðóêòóðû è õàîñ â íåëèíåéíûõ ñðåäàõ / Ò.Ñ. Àõðî-
ìååâà, Ñ.Ï. Êóðäþìîâ, Ã.Ã. Ìàëèíåöêèé, À.À. Ñàìàðñêèé � Ì.: Ôèç-
ìàòëèò, 2007.

11. Áàëÿêèí, À.À. Âû÷èñëåíèå ñïåêòðà ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà äëÿ ðàñïðå-
äåëåííûõ ñèñòåì ðàäèîôèçè÷åñêîé ïðèðîäû / À.À. Áàëÿêèí, Å.Â. Áëî-
õèíà // Èçâåñòèÿ âóçîâ. Ïðèêëàäíàÿ íåëèíåéíàÿ äèíàìèêà. 2008. Ò. 16,
�2. Ñ. 87�110.

12. Áàëÿêèí, À.À. Îñîáåííîñòè ðàñ÷åòà ñïåêòðîâ ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà â
ðàñïðåäåëåííûõ ñèñòåìàõ ñ çàïàçäûâàþùåé îáðàòíîé ñâÿçüþ / À.À Áà-
ëÿêèí, Í.Ì. Ðûñêèí // Èçâåñòèÿ âóçîâ. Ïðèêëàäíàÿ íåëèíåéíàÿ äèíà-
ìèêà. 2007. Ò. 15, �6. Ñ. 3�21.

13. Áàóòèí, Í.Í. Ìåòîäû è ïðèåìû êà÷åñòâåííîãî èññëåäîâàíèÿ äèíàìè-
÷åñêèõ ñèñòåì íà ïëîñêîñòè / Í.Í. Áàóòèí, Å.À. Ëåîíòîâè÷ � Ì.:
Íàóêà, 1990.

14. Áðþíî, À.Ä. Ëîêàëüíûé ìåòîä íåëèíåéíîãî àíàëèçà äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé / À.Ä. Áðþíî � Ì.: Íàóêà, 1979.

15. Áûëîâ, Á.Ô. Òåîðèÿ ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà è åå ïðèëîæåíèÿ ê âî-
ïðîñàì óñòîé÷èâîñòè / Á.Ô. Áûëîâ, Ð.Ý. Âèíîãðàäîâ, Ä.Ì. Ãðîáìàí,
Â.Â. Íåìûöêèé � Ì.: Íàóêà, 1966.

16. Ãàíòìàõåð, Ô.Ð. Òåîðèÿ ìàòðèö / Ô.Ð. Ãàíòìàõåð � Ì., 2 èçä., 1966.

17. Ãàïîíîâ-Ãðåõîâ, À.Â. Àâòîñòðóêòóðû. Õàîòè÷åñêàÿ äèíàìèêà àíñàì-
áëåé / À.Â. Ãàïîíîâ-Ãðåõîâ, Ì.È. Ðàáèíîâè÷ // Íåëèíåéíûå âîëíû.
Ñòðóêòóðû è áèôóðêàöèè. Ì.: Íàóêà, 1987. Ñ. 7�44.

83



18. Ãëàçêîâ, Ä.Â. Îñîáåííîñòè äèíàìèêè ìîäåëè Ëàíãà-Êîáàÿøè â îäíîì
êðèòè÷åñêîì ñëó÷àå / Ä.Â. Ãëàçêîâ // Ìîäåëèðîâàíèå è àíàëèç èíôîð-
ìàöèîííûõ ñèñòåì. 2008. Ò. 15, �2. Ñ. 36�45.

19. Ãëûçèí, Ä.Ñ. Ìåòîä äèíàìè÷åñêîé ïåðåíîðìèðîâêè äëÿ íàõîæäåíèÿ
ìàêñèìàëüíîãî ëÿïóíîâñêîãî ïîêàçàòåëÿ õàîòè÷åñêîãî àòòðàêòîðà /
Ä.Ñ. Ãëûçèí, Ñ.Ä. Ãëûçèí, À.Þ. Êîëåñîâ, Í.Õ. Ðîçîâ // Äèôôåðåí-
öèàëüíûå óðàâíåíèÿ. 2005. Ò. 41, �2. Ñ. 268�273.

20. Ãëûçèí, Ñ.Ä. Ðàçíîñòíûå àïïðîêñèìàöèè óðàâíåíèÿ ¾ðåàêöèÿ-
äèôôóçèÿ¿ íà îòðåçêå / Ñ.Ä. Ãëûçèí // Ìîäåëèðîâàíèå è àíàëèç èí-
ôîðìàöèîííûõ ñèñòåì. 2009. Ò. 16, �3. Ñ. 96�116.

21. Ãëûçèí, Ñ.Ä. Ñöåíàðèè ôàçîâûõ ïåðåñòðîåê îäíîé êîíå÷íîðàçíîñòíîé
ìîäåëè óðàâíåíèÿ ¾ðåàêöèÿ-äèôôóçèÿ¿ / Ñ.Ä. Ãëûçèí // Äèôôåðåí-
öèàëüíûå óðàâíåíèÿ. 1997. Ò. 33, �6. Ñ. 805�811.

22. Ãëûçèí, Ñ.Ä. Ó÷åò âîçðàñòíûõ ãðóïï â óðàâíåíèè Õàò÷èíñîíà /
Ñ.Ä. Ãëûçèí // Ìîäåëèðîâàíèå è àíàëèç èíôîðìàöèîííûõ ñèñòåì, Ò.
14, �3, 2007. Ñ. 29�42.

23. Ãëûçèí, Ñ.Ä. ×èñëåííîå îáîñíîâàíèå ãèïîòåçû Ëàíäàó - Êîëåñîâà î
ïðèðîäå òóðáóëåíòíîñòè / Ñ.Ä. Ãëûçèí // Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè â
áèîëîãèè è ìåäèöèíå. Èí-ò ìàòåìàòèêè è êèáåðíåòèêè ÀÍ Ëèò. ÑÑÐ.
Âèëüíþñ, 1989. Âûï. 3. Ñ. 31-36.

24. Ãëûçèí, Ñ.Ä. Äèíàìèêà âçàèìîäåéñòâèÿ ïàðû îñöèëëÿòîðîâ íåéðîí-
íîãî òèïà / Ñ.Ä. Ãëûçèí, Å.Î. Êèñåëåâà // Ìîäåëèðîâàíèå è àíàëèç
èíôîðìàöèîííûõ ñèñòåì, Ò. 15, �2, 2008. Ñ. 75�88.

25. Ãëûçèí, Ñ.Ä. Ó÷åò çàïàçäûâàíèÿ â öåïî÷êå ñâÿçè ìåæäó îñöèëÿòîðàìè
/ Ñ.Ä. Ãëûçèí, Å.Î. Êèñåëåâà // Ìîäåëèðîâàíèå è àíàëèç èíôîðìà-
öèîííûõ ñèñòåì, Ò. 17, �2, 2010. Ñ. 133�143.

26. Ãëûçèí, Ñ.Ä. Ëîêàëüíûå ìåòîäû àíàëèçà äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì: ó÷åá-
íîå ïîñîáèå / Ñ.Ä. Ãëûçèí, À.Þ. Êîëåñîâ // ßðîñëàâëü: ßðÃÓ, 2006.
92 c.

27. Ãëûçèí, Ñ.Ä. Êîíå÷íîìåðíûå ìîäåëè äèôôóçèîííîãî õàîñà /
Ñ.Ä. Ãëûçèí, À.Þ. Êîëåñîâ, Í.Õ. Ðîçîâ // Æóðíàë âû÷èñëèòåëüíîé
ìàòåìàòèêè è ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè, 2010, ò. 50, �5 c. 860�875

84



28. Ãëûçèí, Ñ.Ä. Ýêñòðåìàëüíàÿ äèíàìèêà îáîáùåííîãî óðàâíåíèÿ Õàò-
÷èíñîíà / Ñ.Ä. Ãëûçèí, À.Þ. Êîëåñîâ, Í.Õ. Ðîçîâ // Æóðíàë Âû-
÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè è ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. 2009. Ò. 49. �1.
Ñ. 76�89.

29. Ãóðëè, Ñ.À. Íåëîêàëüíûå óðàâíåíèÿ ðåàêöèè�äèôôóçèè ñ çàïàçäû-
âàíèåì: áèîëîãè÷åñêèå ìîäåëè è íåëèíåéíàÿ äèíàìèêà / Ñ.À. Ãóðëè,
Äæ.Â.-Õ. Ñîó, Äæ.Õ. Âó // Ñîâðåìåííàÿ ìàòåìàòèêà. Ôóíäàìåíòàëü-
íûå íàïðàâëåíèÿ. Òîì 1 (2003). ñ. 84�120.

30. Äàðâèí, ×. Ïðîèñõîæäåíèå âèäîâ / ×. Äàðâèí � Ì.-Ë.: Ñåëüõîçãèç,
1935. � 630 ñ.

31. Êàùåíêî, À.À. Óñòîé÷èâîñòü áåãóùèõ âîëí â óðàâíåíèè Ãèíçáóðãà�
Ëàíäàó ñ ìàëîé äèôôóçèåé / À.À. Êàùåíêî // Ìîäåëèðîâàíèå è àíà-
ëèç èíôîðìàöèîííûõ ñèñòåì, 2011, Ò. 18, �3, c. 58�62

32. Êàùåíêî, È.Ñ. Àñèìïòîòè÷åñêèé àíàëèç ïîâåäåíèÿ ðåøåíèé óðàâíå-
íèÿ ñ áîëüøèì çàïàçäûâàíèåì / È.Ñ. Êàùåíêî // Äîêëàäû Àêàäåìèè
Íàóê. 2008. Ò. 421, �5. ñ. 586�589.

33. Êàùåíêî, Ñ.À. Àñèìïòîòèêà ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ îáîáùåííîãî
óðàâíåíèÿ Õàò÷èíñîíà / Ñ.À. Êàùåíêî // Èññëåäîâàíèÿ ïî óñòîé÷è-
âîñòè è òåîðèè êîëåáàíèé, ßðîñëàâëü, ßðÃÓ, 1981, ñ. 64�85

34. Êàùåíêî, Ñ.À.Ê âîïðîñó îá îöåíêå â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ îáëàñòè
ãëîáàëüíîé óñòîé÷èâîñòè óðàâíåíèÿ Õàò÷èíñîíà / Ñ.À. Êàùåíêî //
Íåëèíåéíûå êîëåáàíèÿ â çàäà÷àõ ýêîëîãèè, ßðîñëàâëü, ßðÃÓ, 1985, ñ.
55�62

35. Êàùåíêî, Ñ.À. Î ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèÿõ óðàâíåíèÿ x′(t) = −λx(t−
1)[1+x(t)] / Ñ.À. Êàùåíêî // Èññëåäîâàíèÿ ïî óñòîé÷èâîñòè è òåîðèè
êîëåáàíèé. ßðîñëàâëü: ßðÃÓ, 1978. Ñ. 110�117.

36. Êàùåíêî, Ñ.À. Îá óñòàíîâèâøèõñÿ ðåæèìàõ óðàâíåíèÿ Õàò÷èíñîíà ñ
äèôôóçèåé / Ñ.À. Êàùåíêî // ÄÀÍ ÑÑÑÐ, 1987, ò. 292, �2, ñ. 327�330

37. Êàùåíêî, Ñ.À. Ïðèìåíåíèå ìåòîäà íîðìàëèçàöèè ê èçó÷åíèþ äèíàìè-
êè äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé ñ ìàëûì ìíîæèòåëåì ïðè
ïðîèçâîäíîé / Ñ.À. Êàùåíêî // Äèô. óðàâíåíèÿ. 1989. Ò. 25, �8. Ñ.
1448�1451.

85



38. Êàùåíêî, Ñ.À. Ïðîñòðàíñòâåííî-íåîäíîðîäíûå ñòðóêòóðû â ïðîñòåé-
øèõ ìîäåëÿõ ñ çàïàçäûâàíèåì è äèôôóçèåé / Ñ.À. Êàùåíêî // Ìàòå-
ìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå, 1990, ò. 2, �9, ñ. 49�69

39. Êàùåíêî, Ñ.À. Óðàâíåíèÿ Ãèíçáóðãà�Ëàíäàó � íîðìàëüíàÿ ôîðìà
äëÿ äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà ñ áîëü-
øèì çàïàçäûâàíèåì / Ñ.À. Êàùåíêî // Æóðíàë Âû÷èñëèòåëüíîé ìà-
òåìàòèêè è ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. 1998. Ò. 38. �3. Ñ. 457�465.

40. Êàùåíêî, Ñ.À., Ìîäåëè âîëíîâîé ïàìÿòè / Ñ.À. Êàùåíêî, Â.Â. Ìàéî-
ðîâ // Ì.: Êíèæíûé äîì ¾ËÈÁÐÎÊÎÌ¿, 2009.

41. Êîëåñîâ, À.Þ. Îá óñòîé÷èâîñòè ïðîñòðàíñòâåííî îäíîðîäíîãî öèêëà â
óðàâíåíèè Õàò÷èíñîíà ñ äèôôóçèåé / À.Þ. Êîëåñîâ // Ìàòåìàòè÷å-
ñêèå ìîäåëè â áèîëîãèè è ìåäèöèíå, 1985, ò. 1, Âèëüíþñ, Èí-ò ìàòåìà-
òèêè ÀÍ Ëèò. ÑÑÐ, c. 93�103

42. Êîëåñîâ, À.Þ. Îïèñàíèå ôàçîâîé íåóñòîé÷èâîñòè ñèñòåìû ãàðìîíè÷å-
ñêèõ îñöèëëÿòîðîâ, ñëàáî ñâÿçàííûõ ÷åðåç äèôôóçèþ / À.Þ. Êîëåñîâ
// Äîêë. ÀÍ ÑÑÑÐ. 1988. Ò. 300, �1. Ñ. 831-�835.

43. Êîëåñîâ, À.Þ. Ê âîïðîñó îá îïðåäåëåíèè õàîñà / À.Þ. Êîëåñîâ,
Í.Õ. Ðîçîâ // ÓÌÍ, 2009, ò. 64, âûïóñê 4(388), ñ. 125�172.

44. Êîëìîãîðîâ, À.Í. Èññëåäîâàíèå óðàâíåíèÿ äèôôóçèè, ñîåäèíåííîé ñ
âîçðàñòàíèåì âåùåñòâà, è åãî ïðèìåíåíèå ê îäíîé áèîëîãè÷åñêîé ïðî-
áëåìå / À.Í. Êîëìîãîðîâ, È. Ã. Ïåòðîâñêèé, Í.Ñ. Ïèñêóíîâ // Áþë-
ëåòåíü ÌÃÓ. Ñåð. À. Ìàòåìàòèêà è Ìåõàíèêà, 1:6 (1937)

45. Êóäðÿøîâ, Í.À. Î òî÷íûõ ðåøåíèÿõ óðàâíåíèé ñåìåéñòâà Ôèøåðà
/ Í.À. Êóäðÿøîâ // Òåîðåòè÷åñêàÿ è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôèçèêà, 94:2
(1993), 296�306.

46. Ìèùåíêî, Å.Ô. Àâòîâîëíîâûå ïðîöåññû â íåëèíåéíûõ ñðåäàõ ñ äèô-
ôóçèåé / Å.Ô. Ìèùåíêî, Â.À. Ñàäîâíè÷èé, À.Þ. Êîëåñîâ, Í.Õ. Ðîçîâ
� Ì.: Ôèçìàòëèò, 2005.

47. Îñåëåäåö, Â.È. Ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ýðãîäè÷åñêàÿ òåîðåìà. Õàðàêòåðè-
ñòè÷åñêèå ïîêàçàòåëè Ëÿïóíîâà äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì / Â.È. Îñåëåäåö
// Òðóäû Ìîñê. ìàòåì. îá-âà. 1968. T. 19. Ñ. 197�231

48. Ñâèðåæåâ, Þ.Ì. Óñòîé÷èâîñòü áèîëîãè÷åñêèõ ñîîáùåñòâ /Þ.Ì. Ñâè-
ðåæåâ, Ä.Î. Ëîãîôåò � Ì.: Íàóêà, 1978. - 352 ñ.

86



49. Òàâðîâñêèé, Â.À. Ìëåêîïèòàþùèå ßêóòèè / Â.À. Òàâðîâñêèé,
Î.Â. Åãîðîâ, Â.Ã. Êðèâîøååâ, Ì.Â. Ïîïîâ, Þ.Â. Ëàáóòèí � Ì.: Íàó-
êà, 1971. - 659 ñ.

50. Øóñòåð, Ã. Äåòåðìèíèðîâàííûé õàîñ: ââåäåíèå / Ã. Øóñòåð � Ì.:
Ìèð, 1988.

51. Ablowitz, M.J. Explicit solutions of Fisher's equation for a special wave
speed / M.J. Ablowitz, A. Zeppetella // Bull. Math. Biology, 41 (1979),
835�840.

52. Ai, S. Traveling wave fronts for generalized Fisher equations with spatio-
temporal delays / S. Ai // J. Di�erential Equations, 232 (2007), pp. 104�
133.

53. Ashwin, P. Travelling fronts for the KPP equation with spatio-temporal
delay / P. Ashwin, M.V. Bartuccelli, T.J. Bridges, S.A. Gourley // Z.
Angew. Math. Phys., 53 (2002), pp. 103�122

54. Assaf IV, D. De�nition of chaos / D. Assaf IV, S. Gadbois // Amer. Math.
Monthly, 99:9 (1992), 865.

55. Banks, J. On Devaney's de�nition of chaos / J. Banks, J. Brooks,
G. Cairns, G. Davis, P. Stacey // Amer. Math. Monthly, 99:4 (1992),
p. 332�334.

56. Benettin, G. Lyapunov characteristic exponents for smooth dynamical
systems and for Hamiltonian systems: A method for computing all of them.
Part I: Theory. Part II: Numerical application / G. Benettin, L. Galgani,
A. Giorgilli, J.-M. Strelcyn // Meccanica, 15, 1980, p. 9�30.

57. Bramson, M. Convergence of solutions of the Kolmogorov equation to
traveling waves / M. Bramson // Mem. Amer. Math. Soc., 44 (285) (1983)

58. Britton N. F. Reaction-di�usion equations and their applications to biology
/ N.F. Britton � New York: Academic Press, 1986.

59. Britton N. F. Spatial structures and periodic travelling waves in an integro-
di�erential reaction-di�usion population model / N.F. Britton // SIAM J.
Appl. Math. 1990. V. 50. P. 1663�1688.

87



60. Coville, J. Nonlocal anisotropic dispersal with monostable nonlinearity /
J. Coville, J. D�avila, S. Mart�inez // J. Di�erential Equations, 244 (2008),
pp. 3080�3118

61. Danilov, V.G. Mathematical Modelling of Heat and Mass Transfer
Processes / V.G. Danilov, V.P. Maslov, K.A. Volosov � Dordrecht,
Kluwer, 1995.

62. Devaney, R.L. An introduction to chaotic dynamical systems /
R.L. Devaney � Addison-Wesley Stud. Nonlinearity, Addison-Wesley,
Redwood City, CA, 1989.

63. Faria, T. Traveling waves for delayed reaction�di�usion equations with non-
local response / T. Faria,W. Huang, J. Wu // Proc. R. Soc. A, 462 (2006),
pp. 229�261.

64. Fisher, R.A. The Wave of Advance of Advantageous Genes / R.A. Fisher
// Annals of Eugenics, 7 (1937), 355�369.

65. Friesecke, G. Exponentially growing solutions for a delay-di�usion equation
with negative feedback / G. Friesecke // J. Di�erential Equations, 98
(1992), pp. 1�18.

66. Glass, L. Oscillations and chaos in physiological control systems / L. Glass,
M.C. Mackey // Science. � 1977. � 197. � p. 287�289.

67. Glass, L. Pathological conditions resulting from instabilities in physiological
control systems / L. Glass, M.C. Mackey // Ann. N. Y. Acad. Sci. � 1979.
� 316. � p. 214�235.

68. Glyzin, S.D. Dimensional Characteristics of Di�usion Chaos / S.D. Glyzin
// Automatic Control and Computer Sciences, 2013, vol. 47, �7, p. 452�
469.

69. Gomez, A. Monotone traveling wavefronts of the KPP-Fisher delayed
equation / A. Gomez, S. Tro�mchuk // Journal of Di�erential Equations,
Volume 250, Issue 4, 15 February 2011, Pages 1767�1787.

70. Gopalsamy, K. Oscillations and convergence in a di�usive delay logistic
equation / K. Gopalsamy, X.-Z. He, D.Q. Sun // Math. Nachr., 164 (1993),
pp. 219�237.

88



71. Gourley, S.A. Travelling front solutions of a nonlocal Fisher equation /
S.A. Gourley // J. Math. Biol., 41 (2000), pp. 272�284.

72. Gourley, S.A. Instability of travelling wave solutions of a population model
with nonlocal e�ects / S.A. Gourley, N.F. Britton // IMA J. Appl. Math.
� 1993. � 51. � p. 299-310.

73. Gourley, S.A. Nonlocality of reaction�di�usion equations induced by delay:
biological modeling and nonlinear dynamics / S.A. Gourley, J.W.-H. So,
J.H. Wu // Journal of Mathematical Sciences, Vol. 124, �4, 2004, p. 5119�
5153.

74. Hadeler, K.P. Transport, reaction, and delay in mathematical biology, and
the inverse problem for traveling fronts / K.P. Hadeler // J. Math. Sci.,
149 (2008), pp. 1658�1678.

75. Hairer, E. Solving Ordinary Di�erential Equations 1 (Springer Series in
Computational Mathematics): Nonsti� Problems / E. Hairer, S.P. Nørsett,
G. Wanner � 2ed., revised, Springer, 2008.

76. Hale, J. Theory of Functional Di�erential Equations / J. Hale � Springer-
Verlag, 1977.

77. Hartman, Ph. Ordinary di�erential equations / Ph. Hartman � New York,
Wiley, 1964.

78. Hutchinson, G.E. Circular causal in ecology / G.E. Hutchinson // Ann.
N.Y. Acad. Sci.1948. �50. P. 221�246.

79. Jones, G.S. The existence of periodic solutions of f ′(x) = −αf(x− 1)[1 +
f(x)] / G.S. Jones // T. Math. Anal. and Appl. 1962. Vol. 5. P. 435�450.

80. Kakutani, S. On the non-linear di�erence-di�erential equation y′(t) =
(a− by(t− τ))y(t). Contributions to the theory of non-linear oscillations /
S. Kakutani, L. Markus // Ann. Math. Stud. Princeton University Press.
Princeton, 1958. Vol. IV. P. 1�18.

81. Kaplan, J.L. Chaotic Behavior of Multidimensional Di�erence Equations
/ J.L. Kaplan, J.A. Yorke // In Functional Di�erential Equations and
Approximations of Fixed Points, edited by H.-O. Peitgen and H.-O. Walter,
Lecture Notes in Mathematics, 730 (Springer, Berlin, 1979b), p. 204.

89



82. Kaschenko, S.A. Normalisation in the systems with small di�usion /
S.A. Kaschenko // Int. J. of Bifurcation and chaos. 1996. V. 6, �7. P.
1093�1109.

83. Kashchenko, S.A. Asymptotics of the Solutions of the Generalized
Hutchinson Equation / S.A. Kashchenko // Automatic Control and
Computer Science. 2013. Vol. 47, �7. P. 470�494.

84. Knudsen, C. Chaos without nonperiodicity / C. Knudsen // Amer. Math.
Monthly, 101:6 (1994), 563�565.

85. Kopell, N. Plane wave solutions to reaction-di�usion equations / N. Kopell,
L.N. Howard // Stud. Appl. Math. � 1973. �52. � p. 291�328.

86. Kuang, Y. Delay Di�erential Equations: With Applications in Population
Dynamics / Y. Kuang � Academic Press, 1993.

87. Kuramoto, Y. Di�usion-Induced Chaos in Reaction Systems / Y. Kuramoto
// Prog. Theor. Phys. Supplement. 1978. �64(1978). P. 346�367.

88. Lau, K.-S. On the nonlinear di�usion equation of Kolmogorov, Petrovsky,
and Piscounov / K.-S. Lau // J. Di�erential Equations, 59 (1985), pp.
44�70.

89. Lloyd, B. Keith. Wildlife's ten-year cycle / B. Keith. Lloyd, � The
university of Wisconsin press. Madison, 1963.

90. Lorenz, E.N. Deterministic nonperiodic �ow / E.N. Lorenz // J. Atmos.
Sci. 1963. V. 20. P. 130�141.

91. Luckhaus, S. Global boundedness for a delay-di�erential equation /
S. Luckhaus // Trans. Amer. Math. Soc., 294 (1986), pp. 767�774.

92. Malthus, T. An Essay on the Principle of Population / T. Malthus �
London,1798.

93. Murray, J.D. Mathematical Biology. I. An Introduction / J.D. Murray �
Third Edition, Berlin, 2001.

94. Nicolis, G. Self-Organization in Non-Equilibrium Systems / G. Nicolis,
I. Prigogine � Wiley. 1977.

90



95. Pan, S. Asymptotic behavior of traveling fronts of the delayed Fisher
equation / S. Pan // Nonlinear Anal. Real World Appl., 10 (2009), pp.
1173�1182.

96. Raugel, G. Stability of fronts for a KPP-system. II. The critical case /
G. Raugel, K. Kirchg�assner // J. Di�erential Equations, 146 (1998), pp.
399�456.

97. Rossler, O.E. An equation for hyperchaos / O.E. Rossler // Phys.Lett.
1979. Vol. A71, �2�3. P.155.

98. Ruelle, D. On the nature of tubulence / D. Ruelle, F. Takens // Comm.
Math. Phys. 1971. V. 20. P. 167�192.

99. Touhey, P. Yet another de�nition of chaos / P. Touhey // Amer. Math.
Monthly, 104:5 (1997), p. 411�414.

100. Vellekoop, M. On intervals, transitivity = chaos / M. Vellekoop,
R. Berglund // Amer. Math. Monthly, 101:4 (1994), p. 353�355.

101. Verhulst, P.F. Notice sur la loi que la population poursuit dans son
accroissement / P.F. Verhulst // Correspondance math�ematique et
physique. 1838. 10. P. 113�121.

102. Volpert, A. Traveling Wave Solutions of Parabolic Systems / A. Volpert,
V. Volpert, V. Volpert � American Mathematical Society, 2000.

103. Volterra, V. Le�cons sur la Th�eorie Math�ematique de la Lutte pour la Vie
/ V. Volterra � Paris, 1931.

104. Wang, Z.-C. Travelling wave fronts in reaction�di�usion systems with
spatio-temporal delays / Z.-C. Wang, W.T. Li, S. Ruan // J. Di�erential
Equations, 222 (2006), pp. 185�232.

105. Wolf, A. Determining Lyapunov exponents from a time series / A. Wolf,
J.B. Swift, H.L. Swinney, J.A. Vastano // Physica D 16 (1985) 285 p.

106. Wright, E.M. A non-linear di�erential equation / E.M. Wright // J. Reine
Angew. Math., 1955, vol. 194, �1�4, p. 66�87.

107. Wu, J. Theory and Applications of Partial Functional Di�erential
Equations / J. Wu � New York, Springer-Verlag, 1996.

91



108. Wu, J. Traveling wave fronts of reaction�di�usion systems with delay /
J. Wu, X. Zou // J. Dynam. Di�erential Equations, 13 (2001), pp. 651�
687.

109. Wu, J. Introduction to neural dynamics and signal transmission delay /
J. Wu � In: De Gruyter series in nonlinear analysis and applications. �
Berlin: de Gruyter, 2002.

110. Yanagida, E. Irregular behavior of solutions for Fisher's equation /
E. Yanagida // J. Dynam. Di�erential Equations, 19 (2007), pp. 895-914.

111. Yanchuk, S. Delay and periodicity / S. Yanchuk, P. Perlikowski // Phys.
Rev. E.79.046221, 2009.

112. Yoshida, K. The Hopf bifurcation and its stability for semilinear di�usion
equations with time delay arising in ecology / K. Yoshida // Hiroshima
Math. J., 12 (1982), pp. 321�348.

92



Ïðèëîæåíèÿ

Ïðèëîæåíèå A. Ôðàãìåíòû èñõîäíîãî êîäà ïðî-

ãðàììíîãî êîìïëåêñà ¾Îöåíêà ïîêàçàòåëåé Ëÿ-

ïóíîâà äëÿ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-

íèé ñ çàïàçäûâàþùèì àðãóìåíòîì¿

Ôàéë Run.java

package javasolver;

import gui.MainFrame;

public class Run {
public static void main(String[] args) {

MainFrame mainFrame = new MainFrame();
mainFrame.setVisible(true);

}
}

Ôàéë MainFrame.java

package gui;

import alg.GSH;
import java.io.IOException;
import java.math.BigDecimal;
import java.util.ArrayList;
import java.util.List;
import java.util.logging.Level;
import java.util.logging.Logger;
import javasolver.constantStep.DPMethodConstantStep;
import javax.swing.JFileChooser;
import javax.swing.filechooser.FileNameExtensionFilter;
import javax.xml.parsers.DocumentBuilder;
import javax.xml.parsers.DocumentBuilderFactory;
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import javax.xml.parsers.ParserConfigurationException;
import javax.xml.transform.Transformer;
import javax.xml.transform.TransformerException;
import javax.xml.transform.TransformerFactory;
import javax.xml.transform.dom.DOMSource;
import javax.xml.transform.stream.StreamResult;
import org.w3c.dom.Document;
import org.w3c.dom.Element;
import org.xml.sax.SAXException;

public class MainFrame extends javax.swing.JFrame {

public MainFrame() {
initComponents();

}

private void initComponents() {
//...

}

private void jButton1ActionPerformed(
java.awt.event.ActionEvent evt) {

final BigDecimal ONE = BigDecimal.ONE;
final int COUNT_OF_STEP =
Integer.parseInt(this.jTextFieldCountOfStep.getText());

final int D =
Integer.parseInt(this.jTextFieldD.getText());

final int N =
Integer.parseInt(this.jTextFieldN.getText());

final BigDecimal dt =
ONE.divide(BigDecimal.valueOf(N));

final BigDecimal A =
new BigDecimal(this.jTextFieldA.getText());

final BigDecimal Ldt =
new BigDecimal(this.jTextFieldLdt.getText());

final int SYSTEM_SIZE =
Integer.parseInt(this.jTextFieldSystemSize.getText());

DPMethodConstantStep dpm
= new DPMethodConstantStep(dt);

dpm.setScripts(this.jTextAreaSystem.getText(),
this.jTextAreaInit.getText());

dpm.setSystemSize(SYSTEM_SIZE);
double[] y0 =
new double[SYSTEM_SIZE * D + SYSTEM_SIZE];

dpm.core(BigDecimal.ZERO, y0, A);
int dd = N / (SYSTEM_SIZE * D);
for (int i = SYSTEM_SIZE;
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i < SYSTEM_SIZE * D + SYSTEM_SIZE;
i++) {
for (int j = dpm.solution.size() - 1 - N

+ (i - SYSTEM_SIZE) * dd;
j < dpm.solution.size() - 1 - N

+ (i - SYSTEM_SIZE + 1) * dd;
j++) {

dpm.solution.get(j).k5[i] = Math.sqrt(1.0 / dd);
}

}

List<double[]> lyap200 = new ArrayList<>();
GSH.log = new double[/*SYSTEM_SIZE * */D];
for (int ii = 0; ii < COUNT_OF_STEP; ii++) {

BigDecimal from =
A.add(Ldt.multiply(BigDecimal.valueOf(ii)));

BigDecimal to =
A.add(Ldt.multiply(BigDecimal.valueOf(ii + 1)));

dpm.core(from, y0, to);
from = to.subtract(ONE);
int fromInd =
dpm.fbin_search(from, dpm.solution);

int toInd =
dpm.fbin_search(to, dpm.solution);

GSH gsh = new GSH();
gsh.process(gsh.solutionToArray(

dpm.solution.subList(fromInd, toInd + 1), SYSTEM_SIZE));
gsh.arrayToSolution(dpm.solution
.subList(fromInd, toInd + 1), SYSTEM_SIZE);

double[] lyap = new double[D];
System.out.println();
System.out.print(ii + " ");
for (int j = 0; j < GSH.log.length; j++) {

lyap[j] = GSH.log[j] / ((ii + 1) * Ldt.doubleValue());
System.out.print(" " + lyap[j]);

}
System.out.println();
lyap200.add(lyap);
if (lyap200.size() == 200) {

double avg100[] = new double[D];
double avg200[] = new double[D];
for (int j = 0; j < 100; j++) {

for (int k = 0; k < D; k++) {
avg100[k] +=
lyap200.subList(0, 100).get(j)[k];

avg200[k] +=
lyap200.subList(100, 200).get(j)[k];
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}
}
boolean flag = true;
for (int j = 0; j < D; j++) {

if (Math.abs(avg100[j] / 100
- avg200[j] / 100) > 0.0001) {
flag = false;

} else {
System.out.println(j
+ "-ûå ñðåäíèå ìåíüøå 0.0001");

}
}
System.out.println("Âñå!");
for (int j = 0; j < D; j++) {

System.out.println(j + ": " + avg200[j] / 100);
}
lyap200.subList(0, 1).clear();

}
}

}

private void jButton2ActionPerformed(
java.awt.event.ActionEvent evt) {
JFileChooser chooser = new JFileChooser();
FileNameExtensionFilter filter =

new FileNameExtensionFilter("JavaSolver problems", "xml");
chooser.setFileFilter(filter);
int returnVal = chooser.showSaveDialog(this);
if (returnVal == JFileChooser.APPROVE_OPTION) {

try {
DocumentBuilderFactory docFactory =
DocumentBuilderFactory.newInstance();

DocumentBuilder docBuilder =
docFactory.newDocumentBuilder();

Document doc = docBuilder.newDocument();
Element rootElement = doc.createElement("problem");
doc.appendChild(rootElement);
Element xmlD = doc.createElement("D");
xmlD.appendChild(
doc.createTextNode(jTextFieldD.getText()));

rootElement.appendChild(xmlD);
Element xmlN = doc.createElement("N");
xmlN.appendChild(
doc.createTextNode(jTextFieldN.getText()));

rootElement.appendChild(xmlN);
Element xmlA = doc.createElement("A");
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xmlA.appendChild(
doc.createTextNode(jTextFieldA.getText()));

rootElement.appendChild(xmlA);
Element xmlLdt = doc.createElement("Ldt");
xmlLdt.appendChild(
doc.createTextNode(jTextFieldLdt.getText()));

rootElement.appendChild(xmlLdt);
Element xmlCountOfStep =

doc.createElement("CountOfStep");
xmlCountOfStep.appendChild(
doc.createTextNode(jTextFieldCountOfStep.getText()));

rootElement.appendChild(xmlCountOfStep);
Element xmlSystemSize =
doc.createElement("SystemSize");

xmlSystemSize.appendChild(
doc.createTextNode(jTextFieldSystemSize.getText()));

rootElement.appendChild(xmlSystemSize);
Element xmlSystem = doc.createElement("System");
xmlSystem.appendChild(
doc.createTextNode(jTextAreaSystem.getText()));

rootElement.appendChild(xmlSystem);
Element xmlInit = doc.createElement("Init");
xmlInit.appendChild(
doc.createTextNode(jTextAreaInit.getText()));

rootElement.appendChild(xmlInit);
TransformerFactory transformerFactory =
TransformerFactory.newInstance();

Transformer transformer =
transformerFactory.newTransformer();

DOMSource source = new DOMSource(doc);
StreamResult result =
new StreamResult(chooser.getSelectedFile());

transformer.transform(source, result);
System.out.println("Óñïåøíî ñîõðàíåíî.");

} catch (RuntimeException |
ParserConfigurationException |
TransformerException ex) {

Logger.getLogger(MainFrame.class
.getName()).log(Level.SEVERE, null, ex);

}
}

}

private void jButton3ActionPerformed(
java.awt.event.ActionEvent evt) {

JFileChooser chooser =
new JFileChooser();
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FileNameExtensionFilter filter =
new FileNameExtensionFilter("JavaSolver problems", "xml");

chooser.setFileFilter(filter);
int returnVal = chooser.showOpenDialog(this);
if (returnVal == JFileChooser.APPROVE_OPTION) {

try {
DocumentBuilderFactory docFactory =
DocumentBuilderFactory.newInstance();

DocumentBuilder docBuilder =
docFactory.newDocumentBuilder();

Document doc =
docBuilder.parse(chooser.getSelectedFile());

jTextFieldD.setText(
doc.getElementsByTagName("D").item(0)
.getTextContent());

jTextFieldN.setText(
doc.getElementsByTagName("N").item(0)
.getTextContent());

jTextFieldA.setText(
doc.getElementsByTagName("A").item(0)
.getTextContent());

jTextFieldLdt.setText(
doc.getElementsByTagName("Ldt").item(0)
.getTextContent());

jTextFieldCountOfStep.setText(
doc.getElementsByTagName("CountOfStep").item(0)
.getTextContent());

jTextFieldSystemSize.setText
(doc.getElementsByTagName("SystemSize").item(0)
.getTextContent());

jTextAreaSystem.setText(
doc.getElementsByTagName("System").item(0)
.getTextContent());

jTextAreaInit.setText(
doc.getElementsByTagName("Init").item(0)
.getTextContent());

System.out.println("Óñïåøíî çàãðóæåíî.");
} catch (RuntimeException |

ParserConfigurationException |
SAXException | IOException ex) {

Logger.getLogger(MainFrame.class.getName())
.log(Level.SEVERE, null, ex);

}
}

}

private javax.swing.JButton jButton1;
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private javax.swing.JButton jButton2;
private javax.swing.JButton jButton3;
private javax.swing.JLabel jLabel1;
private javax.swing.JLabel jLabel10;
private javax.swing.JLabel jLabel2;
private javax.swing.JLabel jLabel3;
private javax.swing.JLabel jLabel4;
private javax.swing.JLabel jLabel5;
private javax.swing.JLabel jLabel6;
private javax.swing.JLabel jLabel7;
private javax.swing.JLabel jLabel8;
private javax.swing.JPanel jPanel1;
private javax.swing.JPanel jPanel2;
private javax.swing.JPanel jPanel3;
private javax.swing.JScrollPane jScrollPane1;
private javax.swing.JScrollPane jScrollPane2;
private javax.swing.JScrollPane jScrollPane3;
private javax.swing.JTabbedPane jTabbedPane1;
private javax.swing.JTextArea jTextArea1;
private javax.swing.JTextArea jTextAreaInit;
private javax.swing.JTextArea jTextAreaSystem;
private javax.swing.JTextField jTextFieldA;
private javax.swing.JTextField jTextFieldCountOfStep;
private javax.swing.JTextField jTextFieldD;
private javax.swing.JTextField jTextFieldLdt;
private javax.swing.JTextField jTextFieldN;
private javax.swing.JTextField jTextFieldSystemSize;
private javax.swing.JTextField jTextFieldTau;

}

Ôàéë GSH.java

package alg;

import java.math.BigDecimal;
import java.util.ArrayList;
import java.util.List;
import javasolver.constantStep.SolutionConstantStep;

public class GSH {

private double[][] g;
private double[][] e;
public static double[] log;

public void process(double[][] f) {
g = f.clone();
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for (int i = 1; i < f.length; i++) {
double[] s=f[i].clone();
for (int j = 0; j < i; j++) {

double[] mup = mult(g[j],innerProduct(f[i],
g[j])/squaredVectorNorm(g[j]));

s = min(s,mup);
}
g[i]=s.clone();

}
for(int i=0;i<log.length;i++){

log[i]+=Math.log(Math.sqrt(squaredVectorNorm(g[i])));
}
e=g.clone();
for(int i=0;i<f.length;i++){

e[i]=vectorNormalisation(g[i]);
}

}

private double[] min(double[] v1, double[] v2) {
double[] res = v1.clone();
for (int i = 0; i < v1.length; i++) {

res[i] -= v2[i];
}
return res;

}

private double[] mult(double[] v, double a) {
double[] res=v.clone();
for (int i = 0; i < v.length; i++) {

res[i] = res[i] * a;
}
return res;

}

private double innerProduct(double[] v1, double[] v2) {
double res = 0;
for (int i = 0; i < v1.length; i++) {

res += v1[i] * v2[i];
}
return res;

}

private double squaredVectorNorm(double[] v) {
double res = 0;
for (int i = 0; i < v.length; i++) {

res += v[i]*v[i];
}
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return res;
}

private double[] vectorNormalisation(double[] d) {
double sum=0;
for(int i=0;i<d.length;i++){

sum+=d[i]*d[i];
}
double[] res=new double[d.length];
for(int i=0;i<d.length;i++){

res[i]=d[i]/Math.sqrt(sum);
}
return res;

}

public double[][] solutionToArray(
List<SolutionConstantStep> solution, int systemSize) {
int N = solution.get(0).k5.length-systemSize;
int L = solution.size();
int M = N/systemSize;
double[][] res=new double[M][L*systemSize];
for(int i=0;i<M;i++){

for(int j=0;j<L*systemSize;j++){
res[i][j]=solution.get(j%L)
.k5[systemSize+systemSize*i+(j/L)];

}
}
return res;

}

public void arrayToSolution(
List<SolutionConstantStep> solution,int systemSize) {
int N = solution.get(0).k5.length-systemSize;
int L = solution.size();
int M = N/systemSize;
for(int i=0;i<M;i++){

for(int j=0;j<L*systemSize;j++){
solution.get(j%L)
.k5[systemSize+systemSize*i+(j/L)]=e[i][j];

}
}

}

}

SolutionConstantStep.java

package javasolver.constantStep;
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import java.math.BigDecimal;

public class SolutionConstantStep {
//...

}

DPMethodConstantStep.java

package javasolver.constantStep;

import java.io.FileNotFoundException;
import java.io.IOException;
import java.io.PrintWriter;
import static java.lang.Math.*;
import java.math.BigDecimal;
import java.util.ArrayList;
import java.util.List;
import java.util.logging.Level;
import java.util.logging.Logger;
import javax.script.Bindings;
import javax.script.Compilable;
import javax.script.CompiledScript;
import javax.script.ScriptEngine;
import javax.script.ScriptEngineManager;
import javax.script.ScriptException;
import javax.script.SimpleBindings;

public class DPMethodConstantStep {
public static final double C_2 =

(12.0 - 2.0 * sqrt(6.0)) / 135.0;
public static final double C_3 = (6.0 - sqrt(6.0)) / 45.0;
public static final double C_4 = (6.0 - sqrt(6.0)) / 30.0;
public static final double C_5 = (6.0 + sqrt(6.0)) / 30.0;
public static final double C_6 = 1.0 / 3.0;
public static final double C_7 = 1.0 / 4.0;
public static final double C_8 = 4.0 / 13.0;
public static final double C_9 = 127.0 / 195.0;
public static final double C_10 = 3.0 / 5.0;
public static final double C_11 = 6.0 / 7.0;
public static final double C_12 = 1.0;
public static final double C_13 = 1.0;
public static final double C_14 = 1.0 / 10.0;
public static final double C_15 = 1.0 / 5.0;
public static final double C_16 = 7.0 / 9.0;
public static final double A_2_1 =

(12.0 - 2.0 * sqrt(6.0)) / 135.0;
public static final double A_3_1 = (6.0 - sqrt(6.0)) / 180.0;
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public static final double A_3_2 = (6.0 - sqrt(6.0)) / 60.0;
public static final double A_4_1 = (6.0 - sqrt(6.0)) / 120.0;
public static final double A_4_3 = (6.0 - sqrt(6.0)) / 40.0;
public static final double A_5_1 =

(462.0 + 107.0 * sqrt(6.0)) / 3000.0;
public static final double A_5_3 =

(-402.0 - 197.0 * sqrt(6.0)) / 1000.0;
public static final double A_5_4 =

(168.0 + 73.0 * sqrt(6.0)) / 375.0;
public static final double A_6_1 = 1.0 / 27.0;
public static final double A_6_4 = (16.0 + sqrt(6.0)) / 108.0;
public static final double A_6_5 = (16.0 - sqrt(6.0)) / 108.0;
public static final double A_7_1 = 19.0 / 512.0;
public static final double A_7_4 =

(118.0 + 23.0 * sqrt(6.0)) / 1024.0;
public static final double A_7_5 =

(118.0 - 23.0 * sqrt(6.0)) / 1024.0;
public static final double A_7_6 = -9.0 / 512.0;
public static final double A_8_1 = 13772.0 / 371293.0;
public static final double A_8_4 =

(51544.0 + 4784.0 * sqrt(6.0)) / 371293.0;
public static final double A_8_5 =

(51544.0 - 4784.0 * sqrt(6.0)) / 371293.0;
public static final double A_8_6 = -5688.0 / 371293.0;
public static final double A_8_7 = 3072.0 / 371293.0;
public static final double A_9_1 =

58656157643.0 / 93983540625.0;
public static final double A_9_4 =

(-1324889724104.0 - 318801444819.0 * sqrt(6.0)) / 626556937500.0;
public static final double A_9_5 =

(-1324889724104.0 + 318801444819.0 * sqrt(6.0)) / 626556937500.0;
public static final double A_9_6 = 96044563816.0 / 3480871875.0;
public static final double A_9_7 =

5682451879168.0 / 281950621875.0;
public static final double A_9_8 = -165125654.0 / 3796875.0;
public static final double A_10_1 = 8909899.0 / 18653125.0;
public static final double A_10_4 =

(-4521408.0 - 1137963.0 * sqrt(6.0)) / 2937500.0;
public static final double A_10_5 =

(-4521408.0 + 1137963.0 * sqrt(6.0)) / 2937500.0;
public static final double A_10_6 = 96663078.0 / 4553125.0;
public static final double A_10_7 = 2107245056.0 / 137915625.0;
public static final double A_10_8 = -4913652016.0 / 147609375.0;
public static final double A_10_9 = -78894270.0 / 3880452869.0;
public static final double A_11_1 = -20401265806.0 / 21769653311.0;
public static final double A_11_4 =

(354216.0 + 94326.0 * sqrt(6.0)) / 112847.0;
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public static final double A_11_5 =
(354216.0 - 94326.0 * sqrt(6.0)) / 112847.0;

public static final double A_11_6 = -43306765128.0 / 5313852383.0;
public static final double A_11_7 =

-20866708358144.0 / 1126708119789.0;
public static final double A_11_8 =

14886003438020.0 / 654632330667.0;
public static final double A_11_9 =

35290686222309375.0 / 14152473387134411.0;
public static final double A_11_10 = -1477884375.0 / 485066827.0;
public static final double A_12_1 = 39815761.0 / 17514443.0;
public static final double A_12_4 =

(-3457480.0 - 960905.0 * sqrt(6.0)) / 551636.0;
public static final double A_12_5 =

(-3457480.0 + 960905.0 * sqrt(6.0)) / 551636.0;
public static final double A_12_6 = -844554132.0 / 47026969.0;
public static final double A_12_7 = 8444996352.0 / 302158619.0;
public static final double A_12_8 = -2509602342.0 / 877790785.0;
public static final double A_12_9 =

-28388795297996250.0 / 3199510091356783.0;
public static final double A_12_10 = 226716250.0 / 18341897.0;
public static final double A_12_11 = 1371316744.0 / 2131383595.0;
public static final double A_13_1 = 104257.0 / 1920240.0;
public static final double A_13_6 = 3399327.0 / 763840.0;
public static final double A_13_7 = 66578432.0 / 35198415.0;
public static final double A_13_8 = -1674902723.0 / 288716400.0;
public static final double A_13_9 =

54980371265625.0 / 176692375811392.0;
public static final double A_13_10 = -734375.0 / 4826304.0;
public static final double A_13_11 = 171414593.0 / 851261400.0;
public static final double A_13_12 = 137909.0 / 3084480.0;
public static final double B_1 = 104257.0 / 1920240.0;
public static final double B_6 = 3399327.0 / 763840.0;
public static final double B_7 = 66578432.0 / 35198415.0;
public static final double B_8 = -1674902723.0 / 288716400.0;
public static final double B_9 =

54980371265625.0 / 176692375811392.0;
public static final double B_10 = -734375.0 / 4826304.0;
public static final double B_11 = 171414593.0 / 851261400.0;
public static final double B_12 = 137909.0 / 3084480.0;
public static final double E_1_01 = 116092271.0 / 8848465920.0;
public static final double E_1_06 = -1871647.0 / 1527680.0;
public static final double E_1_07 = -69799717.0 / 140793660.0;
public static final double E_1_08 =

1230164450203.0 / 739113984000.0;
public static final double E_1_09 =

-1980813971228885.0 / 5654156025964544.0;

104



public static final double E_1_10 = 464500805.0 / 1389975552.0;
public static final double E_1_11 =

1606764981773.0 / 19613062656000.0;
public static final double E_1_12 = -137909.0 / 6168960.0;
public static final double E_2_01 = -364463.0 / 1920240.0;
public static final double E_2_06 = 3399327.0 / 763840.0;
public static final double E_2_07 = 66578432.0 / 35198415.0;
public static final double E_2_08 = -1674902723.0 / 288716400.0;
public static final double E_2_09 =
-74684743568175.0 / 176692375811392.0;

public static final double E_2_10 = -734375.0 / 4826304.0;
public static final double E_2_11 = 171414593.0 / 851261400.0;
public static final double E_2_12 = 69869.0 / 3084480.0;
public static final double K14_01 =

13481885573.0 / 240030000000.0 - B_1;
public static final double K14_06 = 0.0 - B_6;
public static final double K14_07 =

139418837528.0 / 549975234375.0 - B_7;
public static final double K14_08 =

-11108320068443.0 / 45111937500000.0 - B_8;
public static final double K14_09 =

-1769651421925959.0 / 14249385146080000.0 - B_9;
public static final double K14_10 =

57799439.0 / 377055000.0 - B_10;
public static final double K14_11 =

793322643029.0 / 96734250000000.0 - B_11;
public static final double K14_12 =

1458939311.0 / 192780000000.0 - B_12;
public static final double K14_13 = -4149.0 / 500000.0;
public static final double K15_01 =

1595561272731.0 / 50120273500000.0 - B_1;
public static final double K15_06 =

975183916491.0 / 34457688031250.0 - B_6;
public static final double K15_07 =

38492013932672.0 / 718912673015625.0 - B_7;
public static final double K15_08 =

-1114881286517557.0 / 20298710767500000.0 - B_8;
public static final double K15_09 = 0.0 - B_9;
public static final double K15_10 = 0.0 - B_10;
public static final double K15_11 =

-2538710946863.0 / 23431227861250000.0 - B_11;
public static final double K15_12 =

8824659001.0 / 23066716781250.0 - B_12;
public static final double K15_13 =

-11518334563.0 / 33831184612500.0;
public static final double K15_14 = 1912306948.0 / 13532473845.0;
public static final double K16_01 = -13613986967.0 / 31741908048.0 - B_1;
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public static final double K16_06 =
-4755612631.0 / 1012344804.0 - B_6;

public static final double K16_07 =
42939257944576.0 / 5588559685701.0 - B_7;

public static final double K16_08 =
77881972900277.0 / 19140370552944.0 - B_8;

public static final double K16_09 =
22719829234375.0 / 63689648654052.0 - B_9;

public static final double K16_10 = 0.0 - B_10;
public static final double K16_11 = 0.0 - B_11;
public static final double K16_12 = 0.0 - B_12;
public static final double K16_13 =

-1199007803.0 / 857031517296.0;
public static final double K16_14 =

157882067000.0 / 53564469831.0;
public static final double K16_15 =

-290468882375.0 / 31741908048.0;
public static final double D_4_1 =

-17751989329.0 / 2106076560.0;
public static final double D_4_6 =

4272954039.0 / 7539864640.0;
public static final double D_4_7 =

-118476319744.0 / 38604839385.0;
public static final double D_4_8 =

755123450731.0 / 316657731600.0;
public static final double D_4_9 =

3692384461234828125.0 / 1744130441634250432.0;
public static final double D_4_10 =

-4612609375.0 / 5293382976.0;
public static final double D_4_11 =

2091772278379.0 / 933644586600.0;
public static final double D_4_12 =

2136624137.0 / 3382989120.0;
public static final double D_4_13 = -126493.0 / 1421424.0;
public static final double D_4_14 = 98350000.0 / 5419179.0;
public static final double D_4_15 = -18878125.0 / 2053168.0;
public static final double D_4_16 = -1944542619.0 / 438351368.0;
public static final double D_5_1 = 32941697297.0 / 3159114840.0;
public static final double D_5_6 = 456696183123.0 / 1884966160.0;
public static final double D_5_7 =

19132610714624.0 / 115814518155.0;
public static final double D_5_8 =

-177904688592943.0 / 474986597400.0;
public static final double D_5_9 =

-4821139941836765625.0 / 218016305204281304.0;
public static final double D_5_10 = 30702015625.0 / 3970037232.0;
public static final double D_5_11 =
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-85916079474274.0 / 2800933759800.0;
public static final double D_5_12 = -5919468007.0 / 634310460.0;
public static final double D_5_13 = 2479159.0 / 157936.0;
public static final double D_5_14 = -18750000.0 / 602131.0;
public static final double D_5_15 = -19203125.0 / 2053168.0;
public static final double D_5_16 = 15700361463.0 / 438351368.0;
public static final double D_6_1 = 12627015655.0 / 631822968.0;
public static final double D_6_6 = -72955222965.0 / 188496616.0;
public static final double D_6_7 =

-13145744952320.0 / 69488710893.0;
public static final double D_6_8 =

30084216194513.0 / 56998391688.0;
public static final double D_6_9 =

-296858761006640625.0 / 25648977082856624.0;
public static final double D_6_10 = 569140625.0 / 82709109.0;
public static final double D_6_11 =

-18684190637.0 / 18672891732.0;
public static final double D_6_12 = 69644045.0 / 89549712.0;
public static final double D_6_13 = -11847025.0 / 4264272.0;
public static final double D_6_14 = -978650000.0 / 16257537.0;
public static final double D_6_15 = 519371875.0 / 6159504.0;
public static final double D_6_16 = 5256837225.0 / 438351368.0;
public static final double D_7_1 = -450944925.0 / 17550638.0;
public static final double D_7_6 = -14532122925.0 / 94248308.0;
public static final double D_7_7 =

-595876966400.0 / 2573655959.0;
public static final double D_7_8 =

188748653015.0 / 527762886.0;
public static final double D_7_9 =

2545485458115234375.0 / 27252038150535163.0;
public static final double D_7_10 = -1376953125.0 / 36759604.0;
public static final double D_7_11 = 53995596795.0 / 518691437.0;
public static final double D_7_12 = 210311225.0 / 7047894.0;
public static final double D_7_13 = -1718875.0 / 39484.0;
public static final double D_7_14 = 58000000.0 / 602131.0;
public static final double D_7_15 = -1546875.0 / 39484.0;
public static final double D_7_16 = -1262172375.0 / 8429834.0;

public BigDecimal maxStep;
public BigDecimal xStart;
public BigDecimal xEnd;
public int coreRun;
public ArrayList<SolutionConstantStep> solution;
public int systemSize = 1;
public String systemScript = "";
public String initialScript = "";
ScriptEngine systemEngine =
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new ScriptEngineManager().getEngineByName("JavaScript");
ScriptEngine initialEngine =

new ScriptEngineManager().getEngineByName("JavaScript");
CompiledScript compiledSystemScript;
CompiledScript compiledInitialScript;
Bindings systemBindings;
Bindings initialBindings;

public DPMethodConstantStep(BigDecimal maxStep) {
this.maxStep = maxStep;
solution = new ArrayList<SolutionConstantStep>();
coreRun = 0;

}

public void setSystemSize(int systemSize) {
this.systemSize = systemSize;

}

public int getSystemSize() {
return systemSize;

}

public double initialFun(int j, BigDecimal x) {
try {

initialBindings.put("j", j);
initialBindings.put("x", x);
initialBindings.put("result", 0.0);
compiledInitialScript.eval(initialBindings);

} catch (ScriptException ex) {
Logger.getLogger(DPMethodConstantStep.class.getName())
.log(Level.SEVERE, null, ex);

}
return (double) initialBindings.get("result");

}

public void setScripts(String systemScript,
String initialScript) {

this.systemScript = systemScript;
this.initialScript = initialScript;
Compilable compSEngine = (Compilable) systemEngine;
Compilable compIEngine = (Compilable) initialEngine;
systemBindings = new SimpleBindings();
initialBindings = new SimpleBindings();
try {

compiledSystemScript = compSEngine
.compile(this.systemScript);
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compiledInitialScript = compIEngine
.compile(this.initialScript);

} catch (ScriptException ex) {
Logger.getLogger(DPMethodConstantStep.class.getName())
.log(Level.SEVERE, null, ex);

}
}

public void func(BigDecimal x, double[] y, double[] f) {
try {

systemBindings.put("x", x);
systemBindings.put("y", y);
systemBindings.put("f", f);
systemBindings.put("dpm", this);
compiledSystemScript.eval(systemBindings);

} catch (ScriptException ex) {
Logger.getLogger(DPMethodConstantStep.class.getName())
.log(Level.SEVERE, null, ex);

}
}

public void core(BigDecimal tStart, double[] y, BigDecimal tEnd) {
BigDecimal x = tStart;
if (coreRun == 0) {

this.xStart = x;
coreRun++;

}
for (int j = 0; j < y.length; j++) {

y[j] = ylag(j, tStart);
}
this.xEnd = tEnd;
boolean isLast = false;
double[] k1, k2, k3, k4, k5, k6, k7, k8, k9, k10, k11, k12;
k1 = new double[y.length];
k2 = new double[y.length];
k3 = new double[y.length];
k4 = new double[y.length];
k5 = new double[y.length];
k6 = new double[y.length];
k7 = new double[y.length];
k8 = new double[y.length];
k9 = new double[y.length];
k10 = new double[y.length];
k11 = new double[y.length];
k12 = new double[y.length];
func(x, y, k1);
BigDecimal h = maxStep;
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while (true) {
if (solution.size() > 1 &&

solution.get(solution.size() - 1).x
.subtract(solution.get(0).x)
.compareTo(BigDecimal.valueOf(100L)) >= 0) {
solution.subList(0, (int) (solution.size() * 0.9))
.clear();

}
if (x.add(h).compareTo(xEnd) >= 0) {

isLast = true;
}
double[] tempY = new double[y.length];
k4 = new double[y.length];
k5 = new double[y.length];
//k2
for (int i = 0; i < y.length; i++) {

tempY[i] = y[i] + h.doubleValue() * A_2_1 * k1[i];
}
func(x.add(BigDecimal.valueOf(C_2).multiply(h)),

tempY, k2);
//k3
for (int i = 0; i < y.length; i++) {

tempY[i] = y[i] + h.doubleValue()
* (A_3_1 * k1[i] + A_3_2 * k2[i]);

}
func(x.add(BigDecimal.valueOf(C_3).multiply(h)),

tempY, k3);
//k4
for (int i = 0; i < y.length; i++) {

tempY[i] = y[i] + h.doubleValue()
* (A_4_1 * k1[i] + A_4_3 * k3[i]);

}
func(x.add(BigDecimal.valueOf(C_4).multiply(h)),

tempY, k4);
//k5
for (int i = 0; i < y.length; i++) {

tempY[i] = y[i] + h.doubleValue()
* (A_5_1 * k1[i] + A_5_3 * k3[i] + A_5_4 * k4[i]);

}
func(x.add(BigDecimal.valueOf(C_5).multiply(h)),

tempY, k5);
//k6
for (int i = 0; i < y.length; i++) {

tempY[i] = y[i] + h.doubleValue()
* (A_6_1 * k1[i] + A_6_4 * k4[i] + A_6_5 * k5[i]);

}
func(x.add(BigDecimal.valueOf(C_6).multiply(h)),
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tempY, k6);
//k7
for (int i = 0; i < y.length; i++) {

tempY[i] = y[i] + h.doubleValue()
* (A_7_1 * k1[i] + A_7_4 * k4[i] + A_7_5 * k5[i]
+ A_7_6 * k6[i]);

}
func(x.add(BigDecimal.valueOf(C_7).multiply(h)),

tempY, k7);
//k8
for (int i = 0; i < y.length; i++) {

tempY[i] = y[i] + h.doubleValue()
* (A_8_1 * k1[i] + A_8_4 * k4[i] + A_8_5 * k5[i]
+ A_8_6 * k6[i] + A_8_7 * k7[i]);

}
func(x.add(BigDecimal.valueOf(C_8).multiply(h)),

tempY, k8);
//k9
for (int i = 0; i < y.length; i++) {

tempY[i] = y[i] + h.doubleValue()
* (A_9_1 * k1[i] + A_9_4 * k4[i] + A_9_5 * k5[i]
+ A_9_6 * k6[i] + A_9_7 * k7[i] + A_9_8 * k8[i]);

}
func(x.add(BigDecimal.valueOf(C_9).multiply(h)),

tempY, k9);
//k10
for (int i = 0; i < y.length; i++) {

tempY[i] = y[i] + h.doubleValue()
* (A_10_1 * k1[i] + A_10_4 * k4[i] + A_10_5 * k5[i]
+ A_10_6 * k6[i] + A_10_7 * k7[i] + A_10_8 * k8[i]
+ A_10_9 * k9[i]);

}
func(x.add(BigDecimal.valueOf(C_10).multiply(h)),

tempY, k10);
//k11
for (int i = 0; i < y.length; i++) {

tempY[i] = y[i] + h.doubleValue()
* (A_11_1 * k1[i] + A_11_4 * k4[i] + A_11_5 * k5[i]
+ A_11_6 * k6[i] + A_11_7 * k7[i] + A_11_8 * k8[i]
+ A_11_9 * k9[i] + A_11_10 * k10[i]);

}
func(x.add(BigDecimal.valueOf(C_11).multiply(h)),

tempY, k11);
//k12
for (int i = 0; i < y.length; i++) {

tempY[i] = y[i] + h.doubleValue()
* (A_12_1 * k1[i] + A_12_4 * k4[i] + A_12_5 * k5[i]
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+ A_12_6 * k6[i] + A_12_7 * k7[i] + A_12_8 * k8[i]
+ A_12_9 * k9[i] + A_12_10 * k10[i]
+ A_12_11 * k11[i]);

}
func(x.add(h), tempY, k12);
//y1 ðåçóëüòàò ñîäåðæèòüñÿ â k5
for (int i = 0; i < y.length; i++) {

k4[i] = B_1 * k1[i] + B_6 * k6[i] + B_7 * k7[i]
+ B_8 * k8[i] + B_9 * k9[i] + B_10 * k10[i]
+ B_11 * k11[i] + B_12 * k12[i];

k5[i] = y[i] + h.doubleValue() * k4[i];
}
func(x.add(h), k5, k4);
solution.add(new SolutionConstantStep(x.add(h), k5));
k1 = k4;
y = k5;
x = x.add(h);
if (isLast) {

return;
}

}
}
//...

}

Ïðèìåð ñîõðàíåííîé âû÷èñëèòåëüíîé çàäà÷è

<?xml version="1.0" encoding="UTF-8" standalone="no"?>
<problem>

<D>4</D>
<N>1000</N>
<A>150</A>
<Ldt>4</Ldt>
<CountOfStep>5000</CountOfStep>
<SystemSize>1</SystemSize>
<System>

importClass(java.math.BigDecimal);
importClass(Packages.javasolver.constantStep
.DPMethodConstantStep);

x =new BigDecimal(x);
var R = 1.5;
f[0] = R * y[0] * (1 - dpm.ylag(0, x.subtract(BigDecimal.ONE)));
for (var i = dpm.getSystemSize();

i &lt; y.length;
i += dpm.getSystemSize()) {

f[i] = R * (1 - dpm.ylag(0,
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x.subtract(BigDecimal.ONE))) * y[i]
- R * y[0] * dpm.ylag(i,

x.subtract(BigDecimal.ONE));
}
</System>

<Init>
importClass(java.math.BigDecimal);
x =new BigDecimal(x);
if (j == 0) {
result = 0.5 * Math.sin(x.doubleValue()) + 1;

}else{
result = 0;

}
</Init>

</problem>

Îïèñàíèå ïðîãðàììû

Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå èñïîëüçîâàëèñü ÷èñëåííûå ìåòîäû, êàê óæå
èìåþùèåñÿ â èçâåñòíûõ ïðîãðàììíûõ êîìïëåêñàõ, òàê è òå, ïðîãðàììíî
ðåàëèçîâàòü êîòîðûå ïðèøëîñü ñàìîñòîÿòåëüíî. Ïåðåéäåì ê îïèñàíèþ ïðî-
ãðàììíîãî ïðîäóêòà, èñïîëüçîâàííîãî äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñïåêòðà ïîêàçàòåëåé
Ëÿïóíîâà.

Ñèñòåìíûå òðåáîâàíèÿ

Ïðîãðàììà íàïèñàíà íà ÿçûêà Java. Âåðñèÿ Java Development Kit 1.7.
Äëÿ ðàáîòû ïðîãðàììû òðåáóåòñÿ îïåðàöèîííàÿ ñèñòåìà Windows XP,
Windows 7, Windows 8, ïàêåò ðàçðàáîò÷èêà Oracle JDK 1.7.

Âû÷èñëåíèÿ òðåáóþò äîñòàòî÷íî ìîùíóþ àïïàðàòíóþ ïëàòôîðìó. Ýòî
äèêòóåòñÿ, ïðåæäå âñåãî, êîëè÷åñòâîì âû÷èñëÿåìûõ ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà,
ìàêñèìàëüíûì âðåìåíåì çàïàçäûâàíèÿ è êîëè÷åñòâîì òî÷åê íà ïðîìåæóòîê
çàïàçäûâàíèÿ. Ñ óâåëè÷åíèåì ëþáîãî èç ïåðå÷èñëåííûõ ïàðàìåòðîâ òðåáî-
âàíèÿ âîçðàñòàþò.

Ïðè óâåëè÷åíèè ëþáîãî èç ïåðå÷èñëåííûõ ïàðàìåòðîâ òàêæå âîçðàñòàåò
âðåìÿ ðàáîòû ïðîãðàììû. Âûñâîáîæäåíèå íåèñïîëüçóåìîé îïåðàòèâíîé ïà-
ìÿòè ïðîèçâîäèòñÿ àâòîìàòè÷åñêè ñáîðùèêîì ìóñîðà âèðòóàëüíîé ìàøèíû
Java.
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Ââîä äàííûõ è îïèñàíèå èíòåðôåéñà

Ðàáî÷àÿ îáëàñòü ãëàâíîãî îêíà ïðîãðàììû ïîäåëåíà âêëàäêàìè íà òðè
÷àñòè:

• ¾Ïàðàìåòðû¿;

• ¾Ñèñòåìû¿;

• ¾Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ¿.

Âêëàäêà ¾Ïàðàìåòðû¿ ïðåäñòàâëåíà íà ðèñóíêå 6. Íà ýòîé âêëàäêå íàõî-
äÿòñÿ êíîïêè ¾Ñîõðàíèòü¿ è ¾Çàãðóçèòü¿, êîòîðûå ïîçâîëÿþò âûçâàòü äèà-
ëîãè ñîõðàíåíèÿ è çàãðóçêè âû÷èñëèòåëüíûõ çàäà÷. Âû÷èñëèòåëüíàÿ çàäà÷à
ñîõðàíÿåòñÿ â xml ôàéë. Ïðèìåð ñîõðàíåíîé çàäà÷è â xml ôàéë ïðèâîäèòñÿ
â ïðèëîæåíèè.

Ðèñ. 6. Îêíî ââîäà ïàðàìåòðîâ àëãîðèòìà

Êðîìå òîãî, íà âêëàäêå ïðåäñòàâëåíû ïîëÿ äëÿ ââîäà ñëåäóþùèõ äàí-
íûõ:
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• Êîëè÷åñòâî âû÷èñëÿåìûõ ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà. Öåëîå ÷èñëî, íå
ìåíüøåå 1.

• Êîëè÷åñòâî òî÷åê íà ïðîìåæóòîê çàïàçäûâàíèÿ. Òàêîå öåëîå ÷èñëî,
íå ìåíüøåå 2, ÷òîáû ïðè äåëåíèè äëèíû ïðîìåæóòêà çàïàçäûâàíèÿ
íà ýòî ÷èñëî íå ïîëó÷àëàñü áåñêîíå÷íàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ äðîáü.

• Âðåìÿ âûõîäà ðåøåíèÿ íà àòòðàêòîð. Äîñòàòî÷íî áîëüøîå ïîëîæè-
òåëüíîå ÷èñëî.

• Âðåìÿ ïåðåíîðìèðîâêè. Ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî.

• Âðåìÿ ìàêñèìàëüíîãî çàïàçäûâàíèÿ. Ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî.

• Êîëè÷åñòâî ïåðåíîðìèðîâîê. Öåëîå ïîëîæèòåëüíîå äîñòàòî÷íî áîëü-
øîå ÷èñëî.

• Ðàçìåðíîñòü ñèñòåìû. Öåëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî.

Ñëåäóþùàÿ âêëàäêà � ýòî ¾Ñèñòåìû¿ (ðèñóíîê 7). Â ïîëå ââîäà ñëåäó-
åò ââåñòè âû÷èñëÿåìóþ è ëèíåàðèçîâàííóþ ñèñòåìû. Äëÿ ââîäà ñèñòåì èñ-
ïîëüçóåòñÿ ÿçûê JavaScript. Â êà÷åñòâå èíòåðïðåòàòîðà èñïîëüçóþòñÿ âñòðî-
åííûå â Oracle JDK 1.7 ñðåäñòâà èíòåðïðåòàöèè. Ñëåäóþùèå ïåðåìåííûå
çàðåçåðâèðîâàíû:

• x � èìååò òèï BigDecimal. Ýòî òåêóùåå âðåìÿ.

• f � èìååò òèï double[]. Â ýòè ïåðåìåííûå çàïèñûâàþòñÿ ðåçóëüòàòû
âû÷èñëåíèé (ïðîèçâîäíûå).

• y � èìååò òèï double[]. Ýòè ïåðåìåííûå õðàíÿò çíà÷åíèÿ ôóíêöèè.

• dpm � èìååò òèï DPMethodConstantStep. Èñïîëüçóåòñÿ äëÿ äîñòóïà
ê ðåøåíèÿì â ìîìåíò âðåìåíè t− τ .

Ïðèìåð ñèñòåìû Õàò÷èíñîíà ìîæíî íàéòè â ïðèëîæåíèè.
Ñëåäóþùàÿ âêëàäêà � ýòî ¾Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ¿ (ðèñóíîê 8). Â ïîëå

ââîäà ñëåäóåò ââåñòè âûðàæåíèå, êîòîðîå îïðåäåëÿåò íà÷àëüíûå óñëîâèÿ.
Òàê æå, êàê è â ïîëå ââîäà ñèñòåì, èñïîëüçóåòñÿ ÿçûê JavaScript. Çàðåçåð-
âèðîâàííûìè ïåðåìåííûìè ÿâëÿþòñÿ:

• x � òåêóùåå âðåìÿ. Èìååò òèï BigDecimal.

• j � íîìåð óðàâíåíèÿ â ñèñòåìå. Òèï int.
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Ðèñ. 7. Îêíî ââîäà ñèñòåì äëÿ âû÷èñëåíèÿ

• result � âû÷èñëåííîå çíà÷åíèå äëÿ j-îé ñèñòåìû.

Ïðèìåð ââîäà íà÷àëüíûõ óñëîâèé äëÿ óðàâíåíèÿ Õàò÷èíñîíà ïðèâåäåí â
Ïðèëîæåíèè.

Âûâîä ðåçóëüòàòà âûïîëíåíèÿ ïðîãðàììû ïðîèñõîäèò â êîíñîëü.
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Ðèñ. 8. Îêíî ââîäà íà÷àëüíûõ óñëîâèé äëÿ ñèñòåì
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