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ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ

Àêòóàëüíîñòü òåìû èññëåäîâàíèÿ

Óðàâíåíèÿ òèïà ¾ðåàêöèÿ�äèôôóçèÿ¿ ÿâëÿþòñÿ ìîäåëüíûìè äëÿ øèðî-
êîãî êëàññà çàäà÷ íåëèíåéíîé äèíàìèêè è íàõîäÿò ïðèìåíåíèå â áîëüøîì
÷èñëå ôèçè÷åñêèõ è áèîëîãè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé (ðàäèîôèçèêà, îïòîýëåêòðî-
íèêà, ãèäðîäèíàìèêà è ïîïóëÿöèîííàÿ äèíàìèêà). Îäíèì èç ïðîñòåéøèõ
ïðåäñòàâèòåëåé óðàâíåíèé òàêîãî òèïà, ñîõðàíÿþùèõ, òåì íå ìåíåå, èõ êëþ-
÷åâûå ñâîéñòâà, ÿâëÿåòñÿ ëîãèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå ñ äèôôóçèåé è îòêëîíå-
íèÿìè àðãóìåíòîâ. Èçó÷åíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ñîâðåìåííûìè àíàëèòè÷åñêèìè
è, ñîãëàñîâàííûìè ñ àíàëèòè÷åñêèìè, ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè, âûïîëíåííîå â
äèññåðòàöèè, ïîçâîëèëî íàéòè è îïèñàòü ðÿä íîâûõ ÿâëåíèé. Ýòèì îïðåäåëÿ-
åòñÿ àêòóàëüíîñòü ïðîâåäåííîãî â ðàáîòå èññëåäîâàíèÿ.

Öåëè ðàáîòû

Îáúåêòàìè èññëåäîâàíèÿ äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ÿâëÿþòñÿ ðàñïðåäåëåí-
íûå ïî ïðîñòðàíñòâó è âðåìåíè äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû. Èçó÷àþòñÿ îñíîâíûå
êà÷åñòâåííûå ñâîéñòâà èõ ðåøåíèé. Äëÿ îäíîãî èç íàèáîëåå âàæíûõ ïðåä-
ñòàâèòåëåé ýòîãî êëàññà � ëîãèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñ äèôôóçèåé è îòêëî-
íåíèÿìè ïðîñòðàíñòâåííîãî è âðåìåííîãî àðãóìåíòîâ âûïîëíåí ÷èñëåííûé
àíàëèç, îñíîâàííûé íà ïðåäâàðÿþùåì åãî ïðèìåíåíèè àñèìïòîòè÷åñêèõ ìå-
òîäîâ. Öåëüþ èññëåäîâàíèÿ áûëî ïîëó÷èòü îïèñàíèå êà÷åñòâåííîãî ïîâåäåíèÿ
çàäà÷ äàííîãî êëàññà, èñïîëüçóÿ ñîâðåìåííûå áèôóðêàöèîííûå àñèìïòîòè-
÷åñêèå è, ñîãëàñîâàííûå ñ íèìè, ÷èñëåííûå ìåòîäû. Äëÿ äîñòèæåíèÿ ýòîé
öåëè áûëè ïîñòàâëåíû è ðåøåíû ñëåäóþùèå çàäà÷è:

1. Ðàññìîòðåíî ëîãèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå ñ çàïàçäûâàíèåì; èññëåäîâàíà
åãî ëîêàëüíàÿ äèíàìèêà; îïðåäåëåíû êðèòè÷åñêèå ñëó÷àè â çàäà÷å îá
óñòîé÷èâîñòè ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ, à òàêæå ÷èñëåííî ïðîèëëþñòðèðî-
âàíû ïîëó÷åííûå àíàëèòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû.

2. Èññëåäîâàíà çàäà÷à ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû ïëîòíîñòè â ëîãèñòè÷åñêîì
óðàâíåíèè ñ çàïàçäûâàíèåì è äèôôóçèåé. Âûäåëåíû çíà÷åíèÿ çàïàçäû-
âàíèÿ ïðè êîòîðûõ êà÷åñòâåííî ìåíÿåòñÿ ïðîôèëü âîëíû.

3. Èçó÷åíà äèíàìèêà ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû ïëîòíîñòè â ëîãèñòè÷åñêîì
óðàâíåíèè ñ îòêëîíåíèåì ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé è äèôôóçèåé.
Âûäåëåíû çíà÷åíèÿ îòêëîíåíèÿ ïðè êîòîðûõ êà÷åñòâåííî ìåíÿåòñÿ ïðî-
ôèëü âîëíû.

4. Ðàçðàáîòàí àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ èíâàðèàíòíûõ ðàçìåðíîñòíûõ õàðàê-
òåðèñòèê äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ çàïàçäûâàíèåì. Ðàçðàáî-
òàííûé ìåòîä ïðîòåñòèðîâàí íà ëîãèñòè÷åñêîì óðàâíåíèè ñ çàïàçäûâà-
íèåì. Ïðîèëëþñòðèðîâàíà ïðèìåíèìîñòü àëãîðèòìà ê çàäà÷àì ñ çàïàç-
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äûâàíèåì, äëÿ êîòîðûõ âîçìîæíî íàëè÷èå ðåæèìà ãèïåðõàîñà (ëîãè-
ñòè÷åñêîå óðàâíåíèå ñ äâóìÿ çàïàçäûâàíèÿìè, óðàâíåíèÿ äèôôóçèîí-
íîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ïàðû áëèçêèõ îñöèëëÿòîðîâ íåéðîííîãî òèïà áåç
ó÷åòà è ñ ó÷åòîì çàïàçäûâàíèÿ â öåïî÷êå ñâÿçè ìåæäó îñöèëëÿòîðàìè,
ñèñòåìû óðàâíåíèé Ëàíãà-Êîáàÿøè è Ñòþàðòà-Ëàíäàó).

Ìåòîäîëîãèÿ è ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ

Â ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ èçâåñòíûå áèôóðêàöèîííûå àñèìïòîòè÷åñêèå ìå-
òîäû èññëåäîâàíèÿ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ìåòîäèêà èõ ïðè-
ìåíåíèÿ õîðîøî ðàçâèòà è èçëîæåíà â áîëüøîì ÷èñëå ðàáîò. Ñëåäóåò îò-
ìåòèòü, ÷òî ïðè âñåì ýòîì ðàçâèòèå àíàëèòè÷åñêèõ ìåòîäîâ äëÿ àíàëèçà ñè-
ñòåì íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ çàïàçäûâàíèåì î÷åâèäíûì
îáðàçîì îòñòàåò îò ïîòðåáíîñòåé ïðèëîæåíèé, à ìåòîäèêè, ðàçðàáîòàííûå
äëÿ ñèñòåì îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ÷àñòî îêàçûâàþòñÿ
íåïðèìåíèìûìè. Â ñèëó ïðèíöèïèàëüíîé ñëîæíîñòè äàííûõ ñèñòåì îñîáóþ
çíà÷èìîñòü ïðèîáðåòàåò ðàçðàáîòêà íîâûõ ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ êà÷åñòâåí-
íîãî ïîâåäåíèÿ ðåøåíèé è ïðèìåíåíèå, ñîãëàñîâàííûõ ñ íèìè, ÷èñëåííûõ
ìåòîäîâ.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà

Íàó÷íàÿ íîâèçíà ðàáîòû ñîñòîèò â ñëåäóþùåì:

1. Âûïîëíåíû ëîêàëüíûé è ñâÿçàííûé ñ íèì ÷èñëåííûé àíàëèç ëîãèñòè÷å-
ñêîãî óðàâíåíèÿ ñ çàïàçäûâàíèåì. Ïîëó÷åíà àñèìïòîòèêà óñòîé÷èâîãî
öèêëà èçó÷àåìîé çàäà÷è.

2. Ïðîâåäåíî êà÷åñòâåííîå èññëåäîâàíèå ëîãèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñ äèô-
ôóçèåé è îòêëîíåíèÿìè âðåìåííîãî è ïðîñòðàíñòâåííîãî àðãóìåíòîâ
âáëèçè åäèíè÷íîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Âûïîëíåíî ïîäðîáíîå ÷èñ-
ëåííîå èññëåäîâàíèå ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû êîíöåíòðàöèè â ëîãèñòè-
÷åñêîì óðàâíåíèè ñ äèôôóçèåé è îòêëîíåíèÿìè âðåìåííîé è ïðîñòðàí-
ñòâåííîé ïåðåìåííûõ.

3. Ðàçðàáîòàí àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ëÿïóíîâñêèõ ýêñïîíåíò äëÿ äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ çàïàçäûâàíèåì. Ðàññ÷èòàíû ëÿïóíîâñêèå ýêñ-
ïîíåíòû è ëÿïóíîâñêàÿ ðàçìåðíîñòü àòòðàêòîðà íåñêîëüêèõ çàäà÷ ñ çà-
ïàçäûâàíèÿìè, îáëàäàþùèõ ðåøåíèÿìè ñî ñëîæíûì íåðåãóëÿðíûì ïî-
âåäåíèåì.

Ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó

1. Íà îñíîâå ïîñòðîåíèÿ êâàçèíîðìàëüíîé ôîðìû ñèíãóëÿðíî âîçìóùåí-
íîãî ëîãèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñ çàïàçäûâàíèåì ïîëó÷åíà àñèìïòîòèêà
åãî óñòîé÷èâîãî öèêëà.
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2. Â çàäà÷å î ðàñïðîñòðàíåíèè âîëíû âîçìóùåíèÿ, îïèñûâàåìîé ëîãèñòè-
÷åñêèì óðàâíåíèåì ñ äèôôóçèåé è çàïàçäûâàíèåì, íàéäåíû ïðîìåæóò-
êè çíà÷åíèé çàïàçäûâàíèÿ, äëÿ êîòîðûõ ïðîôèëü âîëíû êà÷åñòâåííî
îòëè÷àåòñÿ.

3. Äëÿ ëîãèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñ äèôôóçèåé è îòêëîíåíèåì ïðîñòðàí-
ñòâåííîé ïåðåìåííîé â çàäà÷å î ðàñïðîñòðàíåíèè âîëíû âîçìóùåíèÿ îò
íà÷àëüíîãî èìïóëüñà îïðåäåëåíû çíà÷åíèÿ îòêëîíåíèÿ, äëÿ êîòîðûõ
ïðîôèëè âîëíû êà÷åñòâåííî îòëè÷àþòñÿ.

4. Ðàçðàáîòàí è ïðîòåñòèðîâàí àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ èíâàðèàíòíûõ ðàç-
ìåðíîñòíûõ õàðàêòåðèñòèê äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ çàïàç-
äûâàíèåì. Âûïîëíåí ÷èñëåííûé ýêñïåðèìåíò ïî ðàñ÷åòó ëÿïóíîâñêèõ
ýêñïîíåíò è ëÿïóíîâñêîé ðàçìåðíîñòè äëÿ íåñêîëüêèõ çàäà÷ ñ çàïàçäû-
âàíèÿìè, îáëàäàþùèõ ðåøåíèÿìè ñî ñëîæíûì íåðåãóëÿðíûì ïîâåäå-
íèåì.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ðàáîòû

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ïðîâåäåííîãî äèññåðòàöèîííî-
ãî èññëåäîâàíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî èñïîëüçóåìûå â ðàáîòå ìåòîäû è
ïîëó÷åííûå â äèññåðòàöèè ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ ðåøå-
íèÿ øèðîêîãî êðóãà çàäà÷ íåëèíåéíîé äèíàìèêè â ìàòåìàòè÷åñêîé ýêîëîãèè,
áèîëîãèè è ôèçèêå.

Ëè÷íûé âêëàä ñîèñêàòåëÿ

Âñå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû àâòîðîì ñàìîñòîÿòåëüíî. Ïîñòàíîâêà
çàäà÷ è èíòåðïðåòàöèÿ ðåçóëüòàòîâ, ïðåäñòàâëåííûõ â äèññåðòàöèîííîé ðà-
áîòå, âûïîëíÿëèñü ñîâìåñòíî ñ íàó÷íûì ðóêîâîäèòåëåì. Èç ðàáîò, âûïîëíåí-
íûõ â ñîàâòîðñòâå, â äèññåðòàöèþ âêëþ÷åíû ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå ëè÷íî
àâòîðîì ïðè èññëåäîâàíèè ïîñòàâëåííûõ çàäà÷.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû

Ðåçóëüòàòû ðàáîòû áûëè ïðåäñòàâëåíû íà ñëåäóþùèõ íàó÷íûõ ñåìèíàðàõ
è êîíôåðåíöèÿõ:

1. International Conference on Computer Simulation in Physics and beyond
September 6�10, 2015, Moscow, Russia.

2. Ðàñøèðåííûé íàó÷íûé ñåìèíàð ¾Ìåòîäû ñóïåðêîìïüþòåðíîãî ìîäåëè-
ðîâàíèÿ¿ íà áàçå ¾Èíòåðêîñìîñ¿ ÈÊÈ ÐÀÍ â ã. Òàðóñà 21�23 àïðåëÿ
2015 ã.

3. Ìåæäóíàðîäíûé íàó÷íûé ñåìèíàð ¾Àêòóàëüíûå ïðîáëåìû ìàòåìàòè-
÷åñêîé ôèçèêè¿ ã. Ìîñêâà, ÌÃÓ, 2014 ã.

4. Ðàñøèðåííûé íàó÷íûé ñåìèíàð ¾Ìåòîäû ñóïåðêîìïüþòåðíîãî ìîäåëè-
ðîâàíèÿ¿ íà áàçå ¾Èíòåðêîñìîñ¿ ÈÊÈ ÐÀÍ â ã. Òàðóñà 1�3 îêòÿáðÿ
2014 ã.
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5. Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Íåëèíåéíûå ÿâëåíèÿ â çàäà÷àõ ñîâðå-
ìåííîé ìàòåìàòèêè è ôèçèêè¿, ïîñâÿùåííàÿ 210-ëåòèþ Äåìèäîâñêîãî
óíèâåðñèòåòà, ßðîñëàâëü, 4�5 äåêàáðÿ 2013 ã.

Â õîäå ðàáîòû íàä äèññåðòàöèåé ðàçðàáîòàí ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ
¾Îöåíêà ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà äëÿ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
ñ çàïàçäûâàþùèì àðãóìåíòîì¿, ïîëó÷åíî ñâèäåòåëüñòâî î ãîñóäàðñòâåííîé
ðåãèñòðàöèè ïðîãðàììû äëÿ ÝÂÌ �2013619678, Ìîñêâà, 2013.

×àñòè÷íî ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ïîëó÷åíû ïðè ôèíàíñîâîé
ïîääåðæêå ãðàíòà Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà (ïðîåêò � 14-21-00158).

Êðîìå òîãî, ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè íåîäíîêðàòíî äîêëàäûâàëèñü íà ñå-
ìèíàðå ¾Íåëèíåéíàÿ äèíàìèêà è ñèíåðãåòèêà¿ êàôåäðû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìî-
äåëèðîâàíèÿ ßðîñëàâñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà èì. Ï.Ã. Äåìèäî-
âà.

Ïóáëèêàöèè

Ïî òåìå äèññåðòàöèè àâòîðîì îïóáëèêîâàíî 9 ñòàòåé è òåçèñîâ äîêëàäîâ,
â òîì ÷èñëå 3 ñòàòüè â ðåöåíçèðóåìûõ æóðíàëàõ, ðåêîìåíäîâàííûõ ÂÀÊ.
Ñïèñîê ïóáëèêàöèé ïðèâåäåí â êîíöå àâòîðåôåðàòà.

Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû

Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, ÷åòûðåõ ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ, ñïèñêà ëè-
òåðàòóðû, ñîäåðæàùåãî 112 íàèìåíîâàíèé è òðåõ ïðèëîæåíèé. Äèññåðòàöèÿ
ñîäåðæèò 36 ðèñóíêîâ, äâå òàáëèöû. Îáùèé îáúåì äèññåðòàöèè ñîñòàâëÿåò
92 ñòðàíèöû.

ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÄÈÑÑÅÐÒÀÖÈÈ

Âî ââåäåíèè ïðèâîäèòñÿ îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû, îáîñíîâûâàåò-
ñÿ àêòóàëüíîñòü âûáðàííîãî íàïðàâëåíèÿ èññëåäîâàíèÿ, ïðèâîäèòñÿ êðàòêèé
îáçîð ëèòåðàòóðû ïî èññëåäóåìîé â ðàáîòå òåìàòèêå, îïèñûâàþòñÿ öåëè è ïî-
ñòàíîâêè îñíîâíûõ çàäà÷ ðàáîòû, îòìå÷àåòñÿ íàó÷íàÿ íîâèçíà è çíà÷èìîñòü
ðåçóëüòàòîâ, âûíîñèìûõ íà çàùèòó, à òàêæå îïèñûâàåòñÿ îáùàÿ ñòðóêòóðà
äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû.

Êðàòêî èçëîæèì ñîäåðæàíèå ðàáîòû.
Â ïåðâîé ãëàâå äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ðàññìîòðåíî ëîãèñòè÷åñêîå

óðàâíåíèå ñ çàïàçäûâàíèåì1:

u̇ = λ[1− αu− (1− α)u(t− 1)]u, 0 < α < 1. (1)

Íà÷àëüíûå ôóíêöèè ϕ ∈ C[−1, 0] äëÿ óðàâíåíèÿ (1) ïðåäïîëàãàþòñÿ íåîò-
ðèöàòåëüíûìè. Â ýòîì ñëó÷àå íà÷àëüíàÿ çàäà÷à Êîøè ðàçðåøèìà è ðåøå-
íèå íå îòðèöàòåëüíî ïðè t > 0. Íóëåâîå ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ ÿâëÿåòñÿ

1Wright, E.M. A non-linear di�erential equation / E.M. Wright // J. Reine Angew. Math. 1955.Vol. 194.
�1�4, P. 66�87.
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íåóñòîé÷èâûì. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ óñòîé÷èâîñòè åäèíè÷íîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíî-
âåñèÿ îïèñûâàþòñÿ âîçìîæíûå ñëó÷àè ðàñïîëîæåíèÿ êîðíåé õàðàêòåðèñòè-
÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

µ = −λ[α + (1− α) exp(−µ)]. (2)

Õîðîøî èçâåñòíû ñëåäóþùèå òðè óòâåðæäåíèÿ2.

Ëåììà 1. Ïóñòü α >
1

2
. Òîãäà âñå êîðíè (2) èìåþò îòðèöàòåëüíûå âåùå-

ñòâåííûå ÷àñòè.

Ëåììà 2. Ïóñòü α <
1

2
. Òîãäà âñå êîðíè (2) óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó

Reµ 6 ln
b

a
.

Ëåììà 3. Ïóñòü âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî α < 1/2. Òîãäà íàéäåòñÿ òàêîå
λ0 = λ0(α), ÷òî ïðè λ < λ0(α) âñå êîðíè (2) èìåþò îòðèöàòåëüíûå âå-
ùåñòâåííûå ÷àñòè, à ïðè λ > λ0(α) ó óðàâíåíèÿ (2) ñóùåñòâóåò êîðåíü ñ
ïîëîæèòåëüíîé âåùåñòâåííîé ÷àñòüþ.

Ïóñòü
λ = λ0(α0) + ελ1, α = α0 + ελ1, (3)

ãäå ε � ìàëûé ïàðàìåòð:
0 < ε� 1. (4)

Ïðè ε = 0 óðàâíåíèå (2) èìååò ïàðó ÷èñòî ìíèìûõ êîðíåé µ1,2 = ±iω
(ω > 0), à âñå îñòàëüíûå åãî êîðíè èìåþò îòðèöàòåëüíûå âåùåñòâåííûå ÷à-
ñòè. Ïðè óñëîâèÿõ (3),(4) èìååò ìåñòî áèôóðêàöèÿ Àíäðîíîâà�Õîïôà: ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî â äîñòàòî÷íî ìàëîé (è íå çàâèñèìîé îò ε) îêðåñòíîñòè u0 ≡ 1
óðàâíåíèå (1) èìååò ëîêàëüíîå óñòîé÷èâîå äâóìåðíîå èíâàðèàíòíîå èíòå-
ãðàëüíîå ìíîãîîáðàçèå. Íà íåì ýòî óðàâíåíèå ïðåäñòàâèìî (ïðè âûïîëíåíèè
íåêîòîðûõ óñëîâèé òèïà íåâûðîæäåííîñòè) â âèäå êîìïëåêñíîãî óðàâíåíèÿ
ïåðâîãî ïîðÿäêà

dξ

dt
= εa1ξ + d|ξ|ξ +O(ε2 + |ξ|2), (5)

ãäå

a1 = −[1− (1− α0)λ0 exp(−iω)]−1 · [λ1(1 + (1− α0) exp(−iω))+

+ λ0α1(1 + exp(−iω))],

d = −λ20[1− λ0(1− α0) exp(−iω)]−1 · [2α0 + (1− α0)(exp(iω) + exp(−2iω))]×
× (1− α0)i sinω · [2iω + α0λ0 + (1− α0)λ0] exp(−2iω)]−1.

2Kashchenko, S.A. Asymptotics of the Solutions of the Generalized Hutchinson Equation / S.A. Kashchenko
// Automatic Control and Computer Science. 2013. Vol. 47, �7. P. 470�494.
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Íà îñíîâå àíàëèçà íîðìàëüíîé ôîðìû (5) ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàííî
ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü Re a1 > 0 è Re d < 0. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå ε0 > 0,
÷òî ïðè âñåõ ε ∈ (0, ε0] óðàâíåíèå (1) èìååò îðáèòàëüíî àñèìïòîòè÷åñêè
óñòîé÷èâîå ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå u0(t, ε) = 1+ε1/2ρ0 cos[(ω+εϕ0+o(ε2)t]+
o(ε) ïåðèîäà T (ε) = 2πω−1(1 + εϕ0ω

−1 + o(ε2)) .

Äàëåå â ðàáîòå ñòðîèòñÿ êâàçèíîðìàëüíàÿ ôîðìà â ñèíãóëÿðíî âîçìóùåí-
íîì ñëó÷àå. Îñíîâíîå ïðåäïîëîæåíèå ñîñòîèò â òîì, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå

λ−1 = ε� 1, ν = cε2 (6)

è
λk(ε) = λk0 + ελk1 + ε2λk2 + . . . ,

ãäå

λk0 = π(2k + 1)i, λk1 = −2π(2k + 1)i,

λk2 = −2π2(2k + 1)2 + 4π(2k + 1)i− 2c.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ íåèçâåñòíîé àìïëèòóäû ξ(τ, y) ïîëó÷àåì óðàâíåíèå:

1

2

∂ξ

∂τ
=
∂2ξ

∂y2
+ 2

∂ξ

∂y
− cξ + ξ2

∂ξ

∂y
(7)

ñ àíòèïåðèîäè÷åñêèìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè

ξ(τ, y + 1) ≡ −ξ(τ, y). (8)

Îòìåòèì, ÷òî ðåøåíèÿ ξ(τ, y) ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðè τ > 0 êàê ôóíêöèè
ïî y èç ñîáîëåâñêîãî ïðîñòðàíñòâå W 2

2 (0, 1) ñ àíòèïåðèîäè÷åñêèìè êðàåâûìè
óñëîâèÿìè. Îòñþäà âûòåêàåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü êðàåâàÿ çàäà÷à (7), (8) èìååò ïðè âñåõ τ > τ0 îãðàíè÷åí-
íîå âìåñòå ñ ïðîèçâîäíûìè ïî τ è ïî y ðåøåíèå ξ0(τ, y). Òîãäà, óðàâíåíèå
(1) èìååò àñèìïòîòè÷åñêîå ïî íåâÿçêå ñ òî÷íîñòüþ äî O(ε5/2) ðåøåíèå

u(t, ε) = 1 + v0(t, ε), äëÿ êîòîðîãî v0(t, ε) = ε1/2ξ0(τ, y)− ε2ξ20(τ, y)
∂ξ0(τ, y)

∂y
è

τ = ε2t, y = (1− 2ε)t.

Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå âûïîëíåí ëîêàëüíûé àíàëèç íóëåâîãî ñîñòîÿíèÿ
ðàâíîâåñèÿ, äëÿ ýòîãî êðàåâóþ çàäà÷ó (7), (8) ïðåîáðàçóåì ê âèäó:

∂ξ

∂τ
=
∂2ξ

∂x2
+ αξ + ξ2

∂ξ

∂x
, ξ(τ, x+ 1) ≡ −ξ(τ, x). (9)

Äëÿ çàäà÷è (9) âûïîëíåíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü α < 0 è ïóñòü ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (9) îïðåäåëåíî
ïðè âñåõ τ > τ0 è ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûì ïî τ è y. Òîãäà

lim
τ→∞

∫ 2

0

ξ2(τ, y)dy = 0.
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Ïðè óñëîâèè α < π2 íóëåâîå ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ êðàåâîé çàäà÷è (9)
àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî. Ïðè âûïîëíåíèè íåðàâåíñòâà α > π2 íóëåâîå ðå-
øåíèå â (9) íåóñòîé÷èâî. Äëÿ êðàåâîé çàäà÷è (7), (8) â ñëó÷àå

α = π2 + ε, 0 < ε� 1, (10)

âûïèñàíà íîðìàëüíàÿ ôîðìà è ïîëó÷åíà àñèìïòîòèêà óñòîé÷èâîãî öèêëà:

ξ ≈ 2
4
√

8ε cos(πx+ π
√

8ετ + γ) +O(
√
ε). (11)

Òàêæå ñôîðìóëèðîâàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà î ñîîòâåòñòâèè.

Òåîðåìà 4. Íàéäåòñÿ òàêîå ïîëîæèòåëüíîå çíà÷åíèå ε0, ÷òî äëÿ ëþáîãî
ε ∈ (0, ε0) êðàåâàÿ çàäà÷à (9) èìååò îðáèòàëüíî àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷è-
âûé öèêë ñ àñèìïòîòèêîé (11).

Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå ãëàâû îáñóæäàþòñÿ ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî àíà-
ëèçà êðàåâîé çàäà÷è (9). Ïîäðîáíî îïèñàíû óñëîâèÿ ïðîâåäåíèÿ îïûòîâ è
âû÷èñëèòåëüíîé ïðîöåäóðû. Âûïèñàíà, ïîëó÷åííàÿ â ðåçóëüòàòå äèñêðåòè-
çàöèè, ðàçíîñòíàÿ ñõåìà. Îòìå÷åíî, ÷òî îïèñàííûå â ïðåäûäóùèõ ðàçäåëàõ
àíàëèòè÷åñêèå ñâîéñòâà ðåøåíèé çàäà÷è (9), õîðîøî ñîãëàñóþòñÿ ñ ðåçóëüòà-
òàìè ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ. Â ÷àñòíîñòè, ÷èñëåííî àíàëèçèðóåòñÿ çàäà÷à
îá óñòîé÷èâîñòè ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ çàäà÷è (9), èññëåäîâàíî ñîîòâåòñòâèå
ïîëó÷åííûõ ÷èñëåííî è àíàëèòè÷åñêè àìïëèòóäû è ïåðèîäà óñòîé÷èâîãî ïå-
ðèîäè÷åñêîãî ðåæèìà. Ïðîèëëþñòðèðîâàíî ðåøåíèå òèïà ¾áåãóùåé âîëíû¿.

Âûäåëèì îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ïåðâîé ãëàâû. Ïðè α ∼ 1/2 è λ � 1 ëî-
êàëüíûå äèíàìè÷åñêèå ñâîéñòâà îïèñûâàþòñÿ íåëîêàëüíûì ïîâåäåíèåì ðå-
øåíèé ñïåöèàëüíîé íåëèíåéíîé êðàåâîé çàäà÷è ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà (9).
Âûäåëåíû êðèòè÷åñêèå ñëó÷àè â çàäà÷å îá óñòîé÷èâîñòè ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâå-
ñèÿ. Ïðè çíà÷åíèÿõ α < 0 âñå ðåøåíèÿ ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ. Ïðè 0 < α < π2

àíàëèòè÷åñêè óñòàíîâëåíî, ÷òî íóëåâîå ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ óñòîé÷èâî, è
ñîîòâåòñòâåííî ïðè ÷èñëåííîì àíàëèçå ïîëó÷åíî, ÷òî âñå ðåøåíèÿ ñòðåìÿò-
ñÿ ê íóëþ. Ïðè α = π2 + ε (ε > 0) � èç ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ ðîæäàåòñÿ
óñòîé÷èâûé öèêë. Ïðèâåäåíà åãî àñèìïòîòèêà. Ïðè α > π2 � ÷èñëåííûå
èññëåäîâàíèÿ ïîêàçàëè, ÷òî èìååòñÿ åäèíñòâåííîå óñòîé÷èâîå ïåðèîäè÷åñêîå
ðåøåíèå. Ïðè îòíîñèòåëüíî áîëüøèõ α (α ≈ π2 + 2) ýòîò öèêë èìååò ðåëàê-
ñàöèîííóþ ñòðóêòóðó.

Âî âòîðîé ãëàâå äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ðàññìîòðåíà çàäà÷à ðàñïðî-
ñòðàíåíèÿ âîëíû ïëîòíîñòè â ëîãèñòè÷åñêîì óðàâíåíèè ñ çàïàçäûâàíèåì è
äèôôóçèåé (óðàâíåíèå Ôèøåðà-Êîëìîãîðîâà-Ïåòðîâñêîãî-Ïèñêóíîâà3 ñ çà-
ïàçäûâàíèåì):

∂u

∂t
=
∂2u

∂x2
+ u[1− u(t− h, x)], (12)

3Êîëìîãîðîâ, À.Í. Èññëåäîâàíèå óðàâíåíèÿ äèôôóçèè, ñîåäèíåííîé ñ âîçðàñòàíèåì âåùåñòâà, è åãî
ïðèìåíåíèå ê îäíîé áèîëîãè÷åñêîé ïðîáëåìå / À.Í. Êîëìîãîðîâ, È. Ã. Ïåòðîâñêèé, Í.Ñ. Ïèñêóíîâ //
Áþëëåòåíü ÌÃÓ. Ñåð. À. Ìàòåìàòèêà è Ìåõàíèêà. 1937. Ò. 1. �6. Ñ. 1�26.
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Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ðÿäà ñòàíäàðòíûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, â ÷àñòíîñòè,
äëÿ ïåðèîäè÷åñêèõ

u(t, x+ T ) ≡ u(t, x), (13)

ïîëó÷åííàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à èìååò ïðîñòðàíñòâåííî îäíîðîäíîå ðåøåíèå ïðè
h > π/2. Ïðè óñëîâèè áëèçîñòè ïàðàìåòðà h ê π/2, à òàêæå ïðè h � 1 ýòî
ðåøåíèå óñòîé÷èâî. Åñëè æå çíà÷åíèÿ h è T îäíîâðåìåííî äîñòàòî÷íî âåëèêè,
òî âîçìîæíà ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ u0(t) è âîçíèêíîâåíèå ñëîæíûõ
ïðîñòðàíñòâåííî íåîäíîðîäíûõ ñòðóêòóð4.

Â ïåðâîì ðàçäåëå ãëàâû ðàçîáðàí ñëó÷àé áëèçîñòè çàïàçäûâàíèÿ h ê π/2
â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî âåðíî ñîîòíîøåíèå h = π/2 + εh1 ãäå 0 < ε� 1. Åñëè
äîïîëíèòåëüíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî äëÿ ïàðàìåòðà T â (13) âûïîëíåíî óñëîâèå
T � 1, òî äèíàìèêà êðàåâîé çàäà÷è (12), (13) ñóùåñòâåííî óñëîæíÿåòñÿ.
Ïîâåäåíèå ðåøåíèé â ìàëîé îêðåñòíîñòè ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ u0 ≡ 1 òîãäà
â ãëàâíîì îïðåäåëÿåòñÿ íåëîêàëüíûì ïîâåäåíèåì ðåøåíèé íîðìàëèçîâàííîãî
êîìïëåêñíîãî óðàâíåíèÿ � óðàâíåíèÿ Ãèíçáóðãà�Ëàíäàó

∂ξ

∂τ
= σδ

∂2ξ

∂y2
+ h1δξ + d|ξ|2ξ, (14)

ξ(τ, y + 1) ≡ ξ(τ, y). (15)

Çäåñü τ = εt, y = T−1x � íîâûå âðåìåííàÿ è ïðîñòðàíñòâåííàÿ ïåðåìåííûå,
σ = T−2ε−1 � âåëè÷èíà ïîðÿäêà åäèíèöû, δ = (4−2πi)/(4+π2), d = −2(3π−
2+ i(π+6))/(20+5π2). Ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ (12), (13) è (14), (15) ñâÿçàíû
ôîðìóëîé

u(t, x) = 1 + ε1/2[ξ(τ, y) exp(it) + ξ(τ, y) exp(−it)] +O(ε). (16)

Äèíàìè÷åñêèå ñâîéñòâà (14), (15) ñóùåñòâåííî çàâèñÿò îò ïàðàìåòðà σ. Íà-
ïðèìåð, ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ σ âñå ïðîñòåéøèå ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ
âèäà ρm exp(2πimy + iϕmτ), (m = 0,±1,±2, . . .) íåóñòîé÷èâû.

Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå ðàññìîòðåí âîïðîñ î ïîâåäåíèè ðåøåíèé ñ íà÷àëü-
íûìè óñëîâèÿìè èç íåêîòîðîé äîñòàòî÷íî ìàëîé, íî íåçàâèñèìîé îò ε îêðåñò-
íîñòè ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ u0 ≡ 1 óðàâíåíèÿ

∂u

∂t
=
∂2u

∂x2
+ u
[
1− u

(
t− π

2
− ε, x

)]
. (17)

Ïðè åãî èññëåäîâàíèè ïîëó÷åíî óðàâíåíèå òèïà Ãèíçáóðãà-Ëàíäàó äëÿ îïðå-
äåëåíèÿ ξ(τ, y):

∂ξ

∂τ
= δ

∂2ξ

∂y2
+ δξ + d|ξ|2ξ, (18)

4Wu, J. Theory and Applications of Partial Functional Di�erential Equations / J. Wu. New York, Springer-
Verlag, 1996.
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ãäå δ è d îïðåäåëÿþòñÿ ïî òåì æå ôîðìóëàì, ÷òî è â (14). Îòìåòèì, ÷òî
Re δ > 0 è Re d < 0, ïîýòîìó èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 5. Ïóñòü óðàâíåíèå (18) èìååò îãðàíè÷åííîå ïðè τ → +∞ è ïðè
y → ±∞ ðåøåíèå ξ0(τ, y). Òîãäà óðàâíåíèå (17) èìååò àñèìïòîòè÷åñêîå ïî
íåâÿçêå ñ òî÷íîñòüþ äî O(ε3/2) ðåøåíèå u(t, x, ε), äëÿ êîòîðîãî

u(t, x, ε) = 1 + ε1/2[ξ0(τ, y) exp(it) + ξ0(τ, y) exp(−it)]+

+ ε
[2− i

5
ξ2(τ, y) exp(2it) +

2 + i

5
ξ
2
(τ, y) exp(−2it)

]
+O(ε3/2).

Ó÷èòûâàÿ ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû, â ñëåäóþùåì ðàçäåëå ðàññìîòðåíû
íåêîòîðûå ñâîéñòâà óðàâíåíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû. Âûïîëíèì â óðàâ-
íåíèè (12) çàìåíó â âèäå áåãóùåé âîëíû u(t, x) = w(2t ± x) è ïåðåéäåì ê
íîâîìó âðåìåíè s = 2t ± x, òîãäà äëÿ ïåðåìåííîé w(s) èìååì ñëåäóþùåå
óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà ñ çàïàçäûâàíèåì:

w′′ − 2w′ + w[1− w(s− 2h)] = 0, (19)

ãäå øòðèõîì îáîçíà÷åíà ïðîèçâîäíàÿ ïî ïåðåìåííîé s. Ñâîéñòâà óñòîé÷èâî-
ñòè íóëåâîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (19) íå çàâèñÿò îò h, ýòî ðåøåíèå íåóñòîé÷è-
âî, åìó ñîîòâåòñòâóåò êðàòíûé êîðåíü ðàâíûé åäèíèöå. Ñâîéñòâà óñòîé÷èâî-
ñòè åäèíè÷íîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ îïðåäåëÿþòñÿ ðàñïîëîæåíèåì êîðíåé
õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî êâàçèïîëèíîìà

P (λ) ≡ λ2 − 2λ− exp(−2hλ). (20)

Äîêàçàíû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

Ëåììà 4. Êâàçèïîëèíîì P (λ) èìååò ïðè 0 < h < h∗1 ðîâíî òðè âå-
ùåñòâåííûõ êîðíÿ: îäèí ïîëîæèòåëüíûé è äâà îòðèöàòåëüíûõ, à ïðè
h > h∗1 � åäèíñòâåííûé ïîëîæèòåëüíûé âåùåñòâåííûé êîðåíü. Çäåñü
h∗ = (λ∗− 1)/(λ2∗− 2λ∗) ≈ 0.56077, à λ∗ ÿâëÿåòñÿ êîðíåì òðàíñöåíäåíòíîãî
óðàâíåíèÿ λ2 − 2λ− exp((2− 2λ)/(λ− 2)).

Ëåììà 5. Âñå êîðíè êâàçèïîëèíîìà P (λ), êðîìå îäíîãî âåùåñòâåííîãî ïî-
ëîæèòåëüíîãî, ëåæàò ïðè 0 < h < h∗2 â ëåâîé êîìïëåêñíîé ïîëóïëîñêîñòè.
Çäåñü

h∗2 =
arccos (−

√
5 + 2)

2
√√

5− 2
≈ 1.86173. (21)

Ïðè h = h∗2 íà ìíèìóþ îñü âûõîäèò ïàðà ÷èñòî ìíèìûõ êîðíåé λ = ±iω0,
ïðè÷åì

ω0 =

√√
5− 2 ≈ 0.48587. (22)
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Â îêðåñòíîñòè ðåøåíèÿ w(s) ≡ 1 íàéäåíà àñèìïòîòèêà öèêëà, îòâåòâëÿþ-
ùåãîñÿ îò ýòîãî ðåøåíèÿ ïðè h = h∗2 +µ, ãäå 0 < µ� 1. Â ýòîì ñëó÷àå âåðíî
ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 6. Ñóùåñòâóåò òàêîå µ0 > 0, ÷òî äëÿ âñåõ 0 < µ < µ0 óðàâíå-
íèå (19) èìååò äèõîòîìè÷íûé öèêë, íåóñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå êîòîðîãî
îäíîìåðíî, à àñèìïòîòèêà çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

w(s, µ) = 1 + 2
√
−µϕ0/d0 cos((ω0 + µ(ψ0 − c0ϕ0/d0))s+ γ) +O(µ), (23)

ãäå ϕ0 + iψ0 =
2ω2

0(−1 + iω0)

P ′(iω0)
, d0 + ic0 =

1

P ′(iω0)

(
2ω2

0(1 − ω2
0 − 2iω0) +

b
(

(ω2
0 + 2iω0)

2 − 1

ω2
0 + 2iω0

))
, b =

ω2
0 + 2iω0

4ω2
0 + 4iω0 + (ω2

0 + 2iω0)2
è γ � ïðî-

èçâîëüíàÿ êîíñòàíòà, îïðåäåëÿþùàÿ ôàçîâûé ñäâèã âäîëü öèêëà. Ïðèáëè-
æåííûå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ðàâíû ϕ0 + iψ0 ≈ 0.136807 − 0.20660i è
d0 + ic0 ≈ −0.04429− 0.03664i.

Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû
÷èñëåííîãî èññëåäîâàíèå ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí êîíöåíòðàöèè â óðàâíåíèè
(12) íà íåêîòîðîì îòðåçêå [a, b] îò ëîêàëèçîâàííîãî ïî ïðîñòðàíñòâó íà÷àëü-
íîãî âîçìóùåíèÿ. Ïðè ýòîì ðàçíèöà |a− b| âûáèðàëàñü äîñòàòî÷íî áîëüøîé
äëÿ òîãî, ÷òîáû ìîæíî áûëî ïðîñëåäèòü çà ðàñïðîñòðàíåíèåì âîëíû îò íà-
÷àëüíîãî ìîìåíòà äî ìîìåíòà âñòðå÷è ôðîíòà âîëíû ñ ãðàíèöàìè a èëè b.
Ïîäðîáíî îïèñàíû óñëîâèÿ ïðîâåäåíèÿ îïûòîâ è âû÷èñëèòåëüíîé ïðîöåäó-
ðû. Âûïèñàíà, ïîëó÷åííàÿ â ðåçóëüòàòû äèñêðåòèçàöèè, ðàçíîñòíàÿ ñõåìà.
Îïèñàíèå ïîâåäåíèÿ óðàâíåíèÿ (12) ñ çàïàçäûâàíèåì ïðîâåäåíî â ñðàâíåíèè
ñ êëàññè÷åñêèì óðàâíåíèåì ÊÏÏ áåç çàïàçäûâàíèÿ. Â ðàáîòå ïðèâåäåíû ðå-
çóëüòàòû ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà, ïîëó÷åííûå ïðè çíà÷åíèÿõ çàïàçäûâàíèÿ
0, 1, 1.6, 1.7, 1.8 è 2, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ íàèáîëåå ïîêàçàòåëüíûìè äëÿ èññëå-
äîâàíèÿ ñòðóêòóðû ôðîíòà ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû. Ïîñòðîåíû èçîáðàæåíèÿ
ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ÊÏÏ ñ çàïàçäûâàíèåì è ðàçðå-
çû â ðàçëè÷íûõ ïëîñêîñòÿõ, ïîçâîëÿþùèå óòî÷íèòü ïðîöåññ ðàñïðîñòðàíåíèÿ
âîëíû è çàðîæäåíèÿ îñöèëëÿöèé íà ãðàíèöå ôðîíòà è â öåíòðàëüíîé åå ÷à-
ñòè.

Âûäåëèì îñíîâíûå ðåçóëüòàòû âòîðîé ãëàâû.
Äëÿ âûÿñíåíèÿ íåêîòîðûõ îñîáåííîñòåé êà÷åñòâåííîãî ïîâåäåíèÿ ðåøå-

íèé óðàâíåíèÿ ÊÏÏ ñ çàïàçäûâàíèåì áûëî ïîñòðîåíî óðàâíåíèå Ãèíçáóðãà�
Ëàíäàó, êîòîðîå îïèñûâàåò äèíàìè÷åñêèå ñâîéñòâà ýòîãî óðàâíåíèÿ âáëèçè
ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ u0 ≡ 1.

Èçó÷åíèå óðàâíåíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû (19) ïîçâîëèëî íàéòè êðèòè-
÷åñêèå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà çàïàçäûâàíèÿ, ïðè êîòîðûõ, ïî-âèäèìîìó, ìåíÿ-
åòñÿ ñòðóêòóðà ïðîñòðàíñòâåííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è.

×èñëåííûé àíàëèç, âûïîëíåííûé ñ ó÷åòîì àíàëèòè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ,
ïîçâîëèë âûäåëèòü ñëåäóþùèå ïðîìåæóòêè çíà÷åíèé çàïàçäûâàíèÿ: ïðîìå-
æóòîê, íà êîòîðîì ïîâåäåíèå ðåøåíèé óðàâíåíèÿ ñ çàïàçäûâàíèåì áëèçêî
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a) b)

Ðèñ. 1. Ðàñïðîñòðàíåíèå âîëíû â óðàâíåíèè ÊÏÏ ñ çàïàçäûâàíèåì a) h = 0;
b) h = 1.6

a) b)

c) d)

Ðèñ. 2. Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ÊÏÏ ñ çàïàçäûâàíèåì a) ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëå-
íèÿ u(t, x) â îòòåíêàõ ñåðîãî ïðè h = 1.8: b) ðàçðåç ïðè t = 400 è h = 1.8; c)
ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ u(t, x) â îòòåíêàõ ñåðîãî ïðè h = 2; d) ðàçðåç ïðè
t = 200 è h = 2
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ê èõ ïîâåäåíèþ â çàäà÷å áåç çàïàçäûâàíèÿ (ðèñóíîê 1a); ïðîìåæóòîê çíà-
÷åíèé çàïàçäûâàíèÿ, ïðè êîòîðûõ â öåíòðå îáëàñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû
ïîÿâëÿþòñÿ ó÷àñòêè ðåøåíèÿ ñî ñëîæíûì ïðîñòðàíñòâåííûì ðàñïðåäåëåíè-
åì (ðèñóíîê 1b); íàéäåíû çíà÷åíèÿ h, ïðè êîòîðûõ â ïðîñòðàíñòâåííîì ðàñ-
ïðåäåëåíèè ðåøåíèÿ ñîõðàíÿþòñÿ ó÷àñòêè, ãäå ðåøåíèå ñòðåìèòñÿ ê åäèíèöå
(ðèñóíêè 2a è 2b); íàéäåí ïðîìåæóòîê çíà÷åíèé çàïàçäûâàíèÿ, ïðè êîòîðûõ
âñÿ îáëàñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû çàïîëíåíà èíòåíñèâíûìè êîëåáàíèÿìè
ïî ïðîñòðàíñòâåííîé è âðåìåííîé ïåðåìåííûì (ðèñóíêè 2c è 2d).

Â òðåòüåé ãëàâå äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ðàññìîòðåíà çàäà÷à ðàñïðî-
ñòðàíåíèÿ âîëíû ïëîòíîñòè â ëîãèñòè÷åñêîì óðàâíåíèè ñ îòêëîíåíèåì ïðî-
ñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé è äèôôóçèåé:

∂u

∂t
=
∂2u

∂x2
+ u[1− u(t, x− h)]. (24)

Äëÿ óðàâíåíèÿ (24) ñ ïåðèîäè÷åñêèìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè ïîñòðîåíà íîð-
ìàëüíàÿ ôîðìà è íàéäåíû óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ è óñòîé÷èâîñòè ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ íåîäíîðîäíûõ ðåæèìîâ. Êðîìå òîãî, ïðîàíàëèçèðîâàíî óðàâíåíèå
ïðîôèëÿ âîëíû è íàéäåíû óñëîâèÿ âîçíèêíîâåíèÿ ó íåãî êîëåáàòåëüíûõ ðå-
æèìîâ.

Êàê è â ñëó÷àå óðàâíåíèÿ ñ çàïàçäûâàíèÿ (12), âûïîëíèì â óðàâíåíèè
(24) çàìåíó â âèäå áåãóùåé âîëíû u(t, x) = w(2t ± x) è ïåðåéäåì ê íîâîìó
âðåìåíè s = 2t± x, òîãäà äëÿ ïåðåìåííîé w(s) èìååì ñëåäóþùåå óðàâíåíèå
âòîðîãî ïîðÿäêà ñ çàïàçäûâàíèåì:

w′′ − 2w′ + w[1− w(s− h)] = 0, (25)

ãäå øòðèõîì îáîçíà÷åíà ïðîèçâîäíàÿ ïî ïåðåìåííîé s. Ïðîâåäÿ ðàññóæäåíèÿ,
àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿì âòîðîé ãëàâû, íå òðóäíî âûïèñàòü õàðàêòåðèñòè-
÷åñêèé êâàçèïîëèíîì

P (λ) ≡ λ2 − 2λ− exp(−hλ). (26)

Äëÿ íåãî îïðåäåëåíû êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ h∗1 ≈ 1.12154 è h∗2 ≈ 3.72346
âäâîå áîëüøèå, ÷åì ïðèâåäåííûå â ëåììàõ 4, 5 è âûïîëíåíû àíàëîãè÷íûå
ëåììàì 4, 5 óòâåðæäåíèÿ.

Ðàññìîòðèâàÿ îêðåñòíîñòü ðåøåíèÿ w(s) ≡ 1 óðàâíåíèÿ (25), ïîëó÷èì
àíàëîãè÷íîå ëåììå 6 óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 9. Ïóñòü h = h∗2 + µ, ãäå 0 < µ � 1, òîãäà cóùåñòâóåò òàêîå
µ0 > 0, ÷òî äëÿ âñåõ 0 < µ < µ0 óðàâíåíèå (25) èìååò äèõîòîìè÷íûé öèêë,
íåóñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå êîòîðîãî îäíîìåðíî, à àñèìïòîòèêà çàäàåòñÿ
ôîðìóëîé

w(s, µ) = 1 + 2
√
−µϕ0/d0 cos((ω0 + µ(ψ0 − c0ϕ0/d0))s+ γ) +O(µ), (27)
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ãäå ϕ0 + iψ0 ≈ 0.136807 − 0.20660i è d0 + ic0 ≈ −0.04429 − 0.03664i è γ �
ïðîèçâîëüíàÿ êîíñòàíòà, îïðåäåëÿþùàÿ ôàçîâûé ñäâèã âäîëü öèêëà.

Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå ðàññìîòðåíî ëîãèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå ñ äèôôóçèåé
è îòêëîíåíèåì (24), äîïîëíåííîå ïåðèîäè÷åñêèìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè

u(t, x) = u(t+ T ), (28)

ãäå T > 0 � ïåðèîä. Â ýòîé ñèòóàöèè ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì çàäà÷è
(24), (28) áóäåì ñ÷èòàòü ñîáîëåâñêîå ïðîñòðàíñòâî T -ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé
W 2

2 (0, T ). Äëÿ èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ u(t, x) ≡ 1
êðàåâîé çàäà÷è (24), (28) ëèíåàðèçóåì åå íà ýòîì ðåøåíèè è ïåðåéäåì ê êðà-
åâîé çàäà÷å

∂v

∂t
=
∂2v

∂x2
− v(t, x− h), v(t, x) = v(t+ T ). (29)

Åñëè â (29) âûïîëíèòü ðàçëîæåíèå ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ìîäàì, òî íà êàæ-
äîé èç ìîä, ïîñëå çàìåíû v(t, x) = expλ exp iωx ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

λ = −ω2 − exp iωh. (30)

Íå òðóäíî íàéòè êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ âåëè÷èí λ è h:

h∗ = 2.791544, ω∗ = 0.88077, (31)

òàêèå, ÷òî ïðè h < h∗ ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ u(t, x) ≡ 1 êðàåâîé çàäà÷è (24),
(28) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî. Ïðè óñëîâèè, ÷òî h = h∗ + ε è T = 2π/ω∗,
âûïîëíåíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 10. Ïóñòü h = h∗ + ε, ãäå 0 < ε � 1, òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå
ε0 > 0, ÷òî äëÿ âñåõ 0 < ε < ε0 êðàåâàÿ çàäà÷à (24), (28) èìååò îðáèòàëüíî
àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûé öèêë, àñèìïòîòèêà êîòîðîãî çàäàåòñÿ ôîð-
ìóëîé u(t, x, ε) = 1 +

√
εu0(t, τ, x) + O(ε), ãäå u0(t, τ, x) = z(τ) exp

(
i(ω0t +

ω∗x)
)

+ z̄(τ) exp
(
− i(ω0t + ω∗x)

)
, ω0 = sinω∗h∗ è ìåäëåííàÿ ïåðåìåííàÿ

z çàìåíåíà âûðàæåíèåì (23), â êîòîðîì ϕ0 + iψ0 ≈ 0.5558 − 0.6833i,
d0 + ic0 ≈ −0.3004 + 0.6165i è γ � ïðîèçâîëüíàÿ êîíñòàíòà, îïðåäåëÿþ-
ùàÿ ôàçîâûé ñäâèã âäîëü öèêëà.

Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå ïðîâåäåí ÷èñëåííûé àíàëèç óðàâíåíèÿ ÊÏÏ ñ ïðî-
ñòðàíñòâåííûì îòêëîíåíèåì (24) íà íåêîòîðîì îòðåçêå [a, b] îò ëîêàëèçîâàí-
íîãî ïî ïðîñòðàíñòâó íà÷àëüíîãî âîçìóùåíèÿ. Ïðè ýòîì ðàçíèöà |a− b| âû-
áèðàëàñü äîñòàòî÷íî áîëüøîé äëÿ òîãî, ÷òîáû ìîæíî áûëî ïðîñëåäèòü çà
ðàñïðîñòðàíåíèåì âîëíû îò íà÷àëüíîãî ìîìåíòà äî ìîìåíòà âñòðå÷è ôðîí-
òà âîëíû ñ ãðàíèöàìè a èëè b. Ïîäðîáíî ïðèâåäåíû îïèñàíèÿ óñëîâèé ïðî-
âåäåíèÿ îïûòîâ è âû÷èñëèòåëüíîé ïðîöåäóðû. Âûïèñàíà, ïîëó÷åííàÿ â ðå-
çóëüòàòû äèñêðåòèçàöèè, ðàçíîñòíàÿ ñõåìà. Îïèñàíèå ïîâåäåíèÿ óðàâíåíèÿ
ñ îòêëîíåíèåì ïðîâåäåíî â ñðàâíåíèè ñ êëàññè÷åñêèì óðàâíåíèåì ÊÏÏ áåç
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îòêëîíåíèÿ. Â ïîñëåäíåì ðàçäåëå òðåòüåé ãëàâû ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ÷èñ-
ëåííîãî ýêñïåðèìåíòà, ïîëó÷åííûå ïðè çíà÷åíèÿõ îòêëîíåíèÿ 1.2, 2.7, 2.81
è 3, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ íàèáîëåå ïîêàçàòåëüíûìè äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñòðóêòó-
ðû ôðîíòà ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû. Ïîñòðîåíû èçîáðàæåíèÿ ïëîòíîñòè ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ÊÏÏ ñ îòêëîíåíèåì è ðàçðåçû â ðàçëè÷íûõ
ïëîñêîñòÿõ, ïîçâîëÿþùèå óòî÷íèòü ïðîöåññ ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû è âîç-
íèêíîâåíèÿ îñöèëëÿöèé íà ãðàíèöàõ ôðîíòîâ. Ïîäðîáíî ðàññìîòðåíî ïðî-
ñòðàíñòâåííîå ðàñïðåäåëåíèå ðåøåíèÿ ïðè h = 2.81. Ãðàôèê ðåøåíèÿ u(t, x)
ïðè t = 4500 áûë ðàçáèò íà òðè ÷àñòè ñ ðàçëè÷íîé ñòðóêòóðîé (ðèñóíîê 4).
Èñïîëüçóÿ ïîëó÷åííîå ïðîñòðàíñòâåííîå ðàñïðåäåëåíèå ðåøåíèÿ ïðè äàííîì
çíà÷åíèè t áûëè ñîñ÷èòàíû êîððåëÿöèîííûé èíòåãðàë è êîððåëÿöèîííàÿ ðàç-
ìåðíîñòü êàæäîé ÷àñòè.

Âûäåëèì îñíîâíûå ðåçóëüòàòû òðåòüåé ãëàâû.
Èçó÷åíèå óðàâíåíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû (25) ïîçâîëèëî íàéòè êðèòè-

÷åñêèå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà îòêëîíåíèÿ, ïðè êîòîðûõ ñóùåñòâåííî ìåíÿåòñÿ
âèä ïðîñòðàíñòâåííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è.

Äëÿ âûÿñíåíèÿ íåêîòîðûõ îñîáåííîñòåé êà÷åñòâåííîãî ïîâåäåíèÿ ðåøå-
íèé óðàâíåíèÿ ÊÏÏ ñ îòêëîíåíèåì áûëî èçó÷åíî óðàâíåíèå (24) ñ ïåðèî-
äè÷åñêèìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè âáëèçè ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ u0 ≡ 1. Ýòî
ïîçâîëèëî âûÿñíèòü õàðàêòåð ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè ïðîñòðàíñòâåííî îäíî-
ðîäíîãî ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è è íàéòè àñèìïòîòèêó ðåæèìîâ, âîçíèêàþùèõ
ïðè ýòîì.

×èñëåííûé àíàëèç, âûïîëíåííûé ñ ó÷åòîì àíàëèòè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ,
ïîçâîëèë âûäåëèòü ñëåäóþùèå ïðîìåæóòêè çíà÷åíèé îòêëîíåíèÿ: ïðîìåæó-
òîê, íà êîòîðîì ïîâåäåíèå ðåøåíèé óðàâíåíèÿ ñ îòêëîíåíèåì áëèçêî ê èõ
ïîâåäåíèþ â çàäà÷å áåç îòêëîíåíèÿ; ïðîìåæóòîê çíà÷åíèé îòêëîíåíèÿ, ïðè
êîòîðûõ íà ëåâîì ôðîíòå îáëàñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû ïîÿâëÿþòñÿ ó÷àñò-
êè ñ êîëåáàíèÿìè, çàòóõàþùèìè ê åäèíèöå (ðèñóíîê 3 è 4); ïðîìåæóòîê çíà-
÷åíèé îòêëîíåíèÿ, ïðè êîòîðûõ âñÿ îáëàñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû çàïîë-
íÿåòñÿ èíòåíñèâíûìè êîëåáàíèÿìè ðåøåíèÿ ñî ñëîæíûì ïðîñòðàíñòâåííûì
ðàñïðåäåëåíèåì. Íàéäåíû ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè (êîððåëÿöèîííûé
èíòåãðàë) ýòèõ ðåæèìîâ.

Íåðåãóëÿðíûå ðåæèìû ðåøåíèé, ðàññìîòðåííûõ â ïðåäûäóùèõ ãëàâàõ
òðåáóþò äîïîëíèòåëüíîãî èçó÷åíèÿ. Ñ ýòîé öåëüþ â ÷åòâåðòîé ãëàâå äèñ-
ñåðòàöèîííîé ðàáîòû ðàññìîòðåí âîïðîñ âû÷èñëåíèÿ íåêîòîðûõ èíâàðèàíò-
íûõ õàðàêòåðèñòèê (ëÿïóíîâñêèõ ýêñïîíåíò) äëÿ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé ñ çàïàçäûâàþùèì àðãóìåíòîì. Àíàëèç ñïåêòðà ïîêàçàòåëåé Ëÿ-
ïóíîâà øèðîêî ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñëîæíîé äèíàìèêè â ñèñòå-
ìàõ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è â ìîäåëÿõ, ñâîäÿùèõñÿ
ê îòîáðàæåíèÿì. Ñëó÷àè, êîãäà èõ óäàåòñÿ íàéòè àíàëèòè÷åñêè, ÿâëÿþòñÿ èñ-
êëþ÷èòåëüíî ðåäêèìè. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñòàðøåãî ïîêàçàòåëÿ îáû÷íî ïðèìå-
íÿþò ìåòîä Áåíåòòèíà. Äàëüíåéøåå ðàçâèòèå äàííûé ìåòîä ïîëó÷èë c äîáàâ-
ëåíèåì ïåðåíîðìèðîâêè íà÷àëüíûõ óñëîâèé ïî àëãîðèòìó Ãðàìà-Øìèäòà,
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Ðèñ. 3. Ðàñïðîñòðàíåíèå âîëíû â óðàâíåíèè ÊÏÏ ñ îòêëîíåíèåì ïðè h = 2.81

Ðèñ. 4. Ïðîñòðàíñòâåííîå ðàñïðåäåëåíèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ÊÏÏ ñ îòêëî-
íåíèåì ïðè t = 4500 è îòêëîíåíèè h = 2.81
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÷òî ïîçâîëèëî âû÷èñëÿòü ñïåêòð ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà. Â êîíå÷íîìåðíîì
ñëó÷àå, ïî òåîðåìå Îñåëåäåöà5, ëèíåàðèçîâàííàÿ íà àòòðàêòîðå ñèñòåìà âèäà

dx/dt = A(t)x, (32)

ãäå x ∈ Rn, à A(t) � n × n ìàòðèöà, âñåãäà ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíîé ïî Ëÿ-
ïóíîâó, ÷òî ïîçâîëÿåò ýôôåêòèâíî âû÷èñëÿòü ëÿïóíîâñêèå ýêñïîíåíòû. Â
ñëó÷àå óðàâíåíèé ñ çàïàçäûâàþùèì àðãóìåíòîì è êðàåâûõ çàäà÷ òàêóþ òåî-
ðåìó äîêàçàòü íå óäàåòñÿ. Ïîýòîìó ïðè ðàçðàáîòêå àëãîðèòìîâ âû÷èñëåíèÿ
ëÿïóíîâñêèõ ýêñïîíåíò âàæíî èìåòü ìîäåëüíîå óðàâíåíèå ñ çàïàçäûâàíèåì,
äëÿ êîòîðîãî èõ ñïåêòð ìîæåò áûòü îïðåäåëåí êàêèì-ëèáî äðóãèì ñïîñîáîì.
Íàëè÷èå òàêîé çàäà÷è ïîçâîëÿåò ïðîòåñòèðîâàòü ðàçðàáîòàííûé àëãîðèòì è
óáåäèòüñÿ â åãî ðàáîòîñïîñîáíîñòè.

Â íà÷àëå ãëàâû ïðèâîäÿòñÿ îïèñàíèå âû÷èñëèòåëüíîé ïðîöåäóðû. Àëãî-
ðèòì îñíîâàí íà óñîâåðøåíñòâîâàííîì ìåòîäå Áåíåòòèíà ñ ïåðåíîðìèðîâêîé
íà÷àëüíûõ óñëîâèé ïî àëãîðèòìó Ãðàìà-Øìèäòà, à èìåííî â ñëåäîâàíèè çà
òðàåêòîðèÿìè ðåøåíèé â òå÷åíèèå íåáîëüøèõ ïðîìåæóòêîâ âðåìåíè è âû÷èñ-
ëåíèå ñêîðîñòåé èõ ðàñõîæäåíèÿ ñ ïîñëåäóþùèì óñðåäíåíèåì ýòèõ çíà÷åíèé
ïî âñåìó àòòðàêòîðó.

Äàëåå ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû òåñòèðîâàíèÿ ðàçðàáîòàííîãî àëãîðèòìà íà
ëîãèñòè÷åñêîì óðàâíåíèè ñ çàïàçäûâàíèåì â ñëó÷àå óñòîé÷èâîãî åäèíè÷íîãî
ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Ïîêàçàíà áëèçîñòü çíà÷åíèé ëÿïóíîâñêèõ ýêñïîíåíò,
âû÷èñëåííûõ â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðåäëîæåííûì àëãîðèòìîì è ïî êîðíÿì õàðàê-
òåðèñòè÷åñêîãî êâàçèìíîãî÷ëåíà óðàâíåíèÿ. Ïîêàçàíî, ÷òî òî÷íîñòü âû÷èñ-
ëåíèÿ ïîêàçàòåëåé ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò âåëè÷èíû âûáðàííîãî ðàçáèåíèÿ.

Â ïîñëåäíåì ðàçäåëå ãëàâû ïðèìåíåíèå àëãîðèòìà ïðîèëëþñòðèðîâàíî
íà íåêîòîðûõ çàäà÷àõ ñ çàïàçäûâàíèåì. Â ÷àñòíîñòè, ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòà-
òû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ: äëÿ ëîãèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñ äâóìÿ çàïàç-
äûâàíèÿìè6, äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé äèôôóçèîííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ïàðû
áëèçêèõ îñöèëëÿòîðîâ íåéðîííîãî òèïà7 è äëÿ òàêîé æå ñèñòåìû ñ ó÷åòîì
çàïàçäûâàíèÿ â öåïî÷êå ñâÿçè ìåæäó îñöèëëÿòîðàìè8.

Îòäåëüíî âûäåëèì ðåçóëüòàòû ðàáîòû àëãîðèòìà â ñëó÷àå ñèñòåìû óðàâ-
íåíèé Ëàíãà-Êîáàÿøè9

dE

dt
= v(1 + iα)EZ + γei(ω−ω0)tE(t− h),

dZ

dy
= Q− Z − (1 + Z)|E|2, (33)

5Îñåëåäåö, Â.È.Ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ýðãîäè÷åñêàÿ òåîðåìà. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ïîêàçàòåëè Ëÿïóíîâà
äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì / Â.È. Îñåëåäåö // Òðóäû Ìîñê. ìàòåì. îá-âà. 1968. T. 19. Ñ. 197�231

6Ãëûçèí, Ñ.Ä. Ó÷åò âîçðàñòíûõ ãðóïï â óðàâíåíèè Õàò÷èíñîíà / Ñ.Ä. Ãëûçèí // Ìîäåëèðîâàíèå è
àíàëèç èíôîðìàöèîííûõ ñèñòåì. 2007. Ò. 14, �3. Ñ. 29�42.

7Ãëûçèí, Ñ.Ä. Äèíàìèêà âçàèìîäåéñòâèÿ ïàðû îñöèëëÿòîðîâ íåéðîííîãî òèïà / Ñ.Ä. Ãëûçèí, Å.Î. Êè-
ñåëåâà // Ìîäåëèðîâàíèå è àíàëèç èíôîðìàöèîííûõ ñèñòåì. 2008. Ò. 15, �2. Ñ. 75�88.

8Ãëûçèí, Ñ.Ä. Ó÷åò çàïàçäûâàíèÿ â öåïî÷êå ñâÿçè ìåæäó îñöèëÿòîðàìè / Ñ.Ä. Ãëûçèí, Å.Î. Êèñåëåâà
// Ìîäåëèðîâàíèå è àíàëèç èíôîðìàöèîííûõ ñèñòåì. 2010. Ò. 17, �2. Ñ. 133�143.

9Ãëàçêîâ, Ä.Â.Îñîáåííîñòè äèíàìèêè ìîäåëè Ëàíãà-Êîáàÿøè â îäíîì êðèòè÷åñêîì ñëó÷àå /Ä.Â. Ãëàç-
êîâ // Ìîäåëèðîâàíèå è àíàëèç èíôîðìàöèîííûõ ñèñòåì. 2008. Ò. 15, �2. Ñ. 36�45.
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è óðàâíåíèÿ Ñòþàðòà-Ëàíäàó10

ż(t) = z(t)− (1− iβ)z(t)|z(t)|2 + keiθz(t− τ), (34)

ãäå z(t) � êîìïëåêñíàÿ ôóíêöèÿ. Äëÿ íèõ ïîëó÷åíû çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ,
ïðè êîòîðûõ íàáëþäàåòñÿ ãèïåðõàîòè÷åñêàÿ äèíàìèêà (ñì. ðèñóíêè 5 è 6).
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Ðèñ. 5. Çàâèñèìîñòü ïåðâûõ ïÿòè ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà óðàâíåíèÿ Ëàíãà-
Êîáàÿøè îò ïàðàìåòðà α ïðè Q = 10, v = 2, γ = 2, ω0 = 0.3, ω = 1, h = 1
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Ðèñ. 6. Çàâèñèìîñòü ïåðâûõ ïÿòíàäöàòè ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà óðàâíåíèÿ
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Âûäåëèì îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ÷åòâåðòîé ãëàâû. Ðàçðàáîòàí âû÷èñëè-
òåëüíûé àëãîðèòì è ïîëó÷åíû ðåçóëüòàòû åãî òåñòèðîâàíèÿ íà ëîãèñòè÷å-
ñêîì óðàâíåíèè ñ çàïàçäûâàíèåì. Ïðîèëëþñòðèðîâàíî ïðèìåíåíèå àëãîðèò-
ìà ê ðÿäó äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñ çàïàçäûâàíèåì, â ÷àñòíîñòè, ïðèâîäÿò-
ñÿ ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ äëÿ óðàâíåíèé Ëàíãà-Êîáàÿøè è
Ñòþàðòà-Ëàíäàó, äëÿ êîòîðûõ ïîëó÷åíû çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ, ñîîòâåòñòâó-
þùèõ ãèïåðõàîòè÷åñêîé äèíàìèêå.

Â çàêëþ÷åíèè îáîáùàþòñÿ ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû, ïðèâî-
äÿòñÿ âîçìîæíûå íàïðàâëåíèÿ ðàçâèòèÿ è ôîðìóëèðóþòñÿ âûâîäû.

Â ïðèëîæåíèè À ïðèâîäÿòñÿ ôðàãìåíòû èñõîäíîãî êîäà ïðîãðàììíîãî
êîìïëåêñà ¾Îöåíêà ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà äëÿ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé ñ çàïàçäûâàþùèì àðãóìåíòîì¿ íà ÿçûêå Java.

Â ïðèëîæåíèè B ïðèâåäåí ïðèìåð ñîõðàíåííîé âû÷èñëèòåëüíîé çàäà÷è
äëÿ ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà.

Â ïðèëîæåíèè C ïðèâåäåíî îïèñàíèå ãðàôè÷åñêîãî èíòåðôåéñà ïîëü-
çîâàòåëÿ ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû è âûâîäû

Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå ðàññìîòðåíî ëîãèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå ñ çàïàç-
äûâàíèåì; èññëåäîâàíà åãî ëîêàëüíàÿ äèíàìèêà; îïðåäåëåíû êðèòè÷åñêèå
ñëó÷àè â çàäà÷å îá óñòîé÷èâîñòè ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ, à òàêæå ÷èñëåííî
ïðîèëëþñòðèðîâàíû ïîëó÷åííûå àíàëèòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû.

Ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå çàäà÷è ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû ïëîòíîñòè â ëî-
ãèñòè÷åñêîì óðàâíåíèè ñ çàïàçäûâàíèåì è äèôôóçèåé. Âûäåëåíû çíà÷åíèÿ
çàïàçäûâàíèÿ, ïðè êîòîðûõ êà÷åñòâåííî ìåíÿåòñÿ ïðîôèëü âîëíû.

Èçó÷åíà äèíàìèêà ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû ïëîòíîñòè â ëîãèñòè÷åñêîì
óðàâíåíèè ñ îòêëîíåíèåì ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé è äèôôóçèåé. Âû-
äåëåíû çíà÷åíèÿ îòêëîíåíèÿ, ïðè êîòîðûõ êà÷åñòâåííî ìåíÿåòñÿ ïðîôèëü
âîëíû.

Ðàçðàáîòàí àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ èíâàðèàíòíûõ ðàçìåðíîñòíûõ õàðàêòå-
ðèñòèê äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ çàïàçäûâàíèåì. Ïðîèëëþñòðè-
ðîâàíà ïðèìåíèìîñòü àëãîðèòìà ê çàäà÷àì ñ çàïàçäûâàíèåì, äëÿ êîòîðûõ
âîçìîæíî íàëè÷èå ðåæèìà ãèïåðõàîñà (ëîãèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå ñ äâóìÿ çà-
ïàçäûâàíèÿìè, óðàâíåíèÿ äèôôóçèîííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ïàðû áëèçêèõ îñ-
öèëëÿòîðîâ íåéðîííîãî òèïà ñ ó÷åòîì è áåç ó÷åòà çàïàçäûâàíèÿ â öåïî÷êå
ñâÿçè ìåæäó îñöèëëÿòîðàìè, ñèñòåìû óðàâíåíèé Ëàíãà-Êîáàÿøè è Ñòþàðòà-
Ëàíäàó). Íà îñíîâå àëãîðèòìà îöåíêè ñïåêòðà ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà áûë
ñîçäàí ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ, äëÿ êîòîðîãî ïîëó÷åíî ñâèäåòåëüñòâî î ðåãè-
ñòðàöèè â Ôåäåðàëüíîé ñëóæáå ïî èíòåëëåêòóàëüíîé ñîáñòâåííîñòè, ïàòåí-
òàì è òîâàðíûì çíàêàì Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè.
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