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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû èññëåäîâàíèÿ è ñòåïåíü å¼

ðàçðàáîòàííîñòè

Ïóñòü X - ãëàäêîå ïðîåêòèâíîå d-ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå íàä ïîëåì C êîìï-
ëåêñíûõ ÷èñåë, è ïóñòü H2i

alg(X,Q) � Q-ïîäïðîñòðàíñòâî â H2i(X,Q) , ïîðîæ-

äåííîå êëàññàìè êîãîìîëîãèé clX(Z) ∈ H2i(X,Q) àëãåáðàè÷åñêèõ öèêëîâ Z
êîðàçìåðíîñòè i íà X. Ãèïîòåçà Õîäæà óòâåðæäàåò, ÷òî

H2i
alg(X,Q) = H2i(X,Q) ∩H i,i(X,C) ∀i,

ãäå H i,i(X,C) êîìïîíåíòà òèïà (i, i) ðàçëîæåíèÿ Õîäæà1

H2i(X,Q)⊗ C =
⊕
p+q=2i

Hp,q(X,C).

Íàïîìíèì, ÷òî ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå u∗ : H i(X,Q) → Hj(X,Q) íàçû-
âàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì, åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åíèåì îòîáðàæåíèÿ⊕

kH
k(X,Q)

def
= H∗(X,Q) → H∗(X,Q) , èíäóöèðîâàííîãî ýëåìåíòîì Q-

âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà H∗alg(X×X,Q)2. Äðóãèìè ñëîâàìè, îòîáðàæåíèå u∗

àëãåáðàè÷åñêîå, åñëè ñóùåñòâóåò àëãåáðàè÷åñêèé öèêë Z ñ êîýôôèöèåíòàìè
â ïîëå Q ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë (êîíå÷íàÿ ôîðìàëüíàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ
ñ êîýôôèöèåíòàìè èç Q àëãåáðàè÷åñêèõ ïîäìíîãîîáðàçèé íà X × X), äëÿ
êîòîðîãî u = clX×X(Z) è

u∗ : H∗(X,Q)
pr∗1−→ H∗(X ×X,Q)

w 7→w^u−−−−−→ H∗(X ×X,Q)
pr2∗−−→ H∗(X,Q),

ãäå pr1, pr2 : X × X → X - êàíîíè÷åñêèå ïðîåêöèè, ëèíåéíûå îïåðàòîðû
pr∗1, pr2∗ îïðåäåëåíû ôîðìóëàìè pr∗1(w) = w ⊗ 1 (1 ∈ Q = H0(X,Q)),
pr2∗(clX(x) ⊗ w) = w (x ∈ X - íåêîòîðàÿ òî÷êà, clX(x) ∈ H2d(X,Q) -
îáðàçóþùàÿ 1-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà H2d(X,Q), w ∈ Hk(X,Q) è
pr2∗(H

k(X,Q) ⊗ Hj(X,Q)) = 0 äëÿ k 6= 2d, ïðè÷åì ïî òåîðåìå Êþííåòà
H∗(X ×X,Q) =

⊕
k,jH

k(X,Q)⊗Hj(X,Q)).
Ïóñòü H - ãèïåðïëîñêîå ñå÷åíèå ìíîãîîáðàçèÿ X (ñå÷åíèå X ãèïåðïëîñ-

êîñòüþ ïðîåêòèâíîãî ïðîñòðàíñòâà Pn ⊃ X). Îáîçíà÷èì ÷åðåç L îïåðàòîð
Ëåôøåöà íà H∗(X,Q), îïðåäåëåííûé ôîðìóëîé Lx = clX(H) ^ x. Ñîãëàñíî
ñèëüíîé òåîðåìå Ëåôøåöà îòîáðàæåíèå

Ld−i : H i(X,Q) −→ H2d−i(X,Q)

1Hodge W. V.D. The topological invariants of algebraic varieties. Proceedings of International Congress
of Mathematicians. 1952. V. 1. P. 182-192.

2Kleiman S.L. Algebraic cycles and the Weil conjectures. Dix expos�es sur la cohomologie des sch�emas.
North-Holland, Amsterdam; Masson, Paris, 1968. P. 359-386.
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ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì äëÿ ëþáîãî i ≤ d. Ïóñòü Λd−i : H2d−i(X,Q) →̃
H i(X,Q) èçîìîðôèçì, îáðàòíûé ê Ld−i. Åñëè äëÿ âñåõ i ≤ d èçîìîðôèçì
Λd−i àëãåáðàè÷åñêèé, òî ãîâîðÿò, ÷òî äëÿ X âåðíà ñòàíäàðòíàÿ ãèïîòåçà
Ãðîòåíäèêà B(X) òèïà Ëåôøåöà3.

Äëÿ j ≥ 0 èìååòñÿ ïðèìèòèâíîå ðàçëîæåíèå Ëåôøåöà:

Hj(X,Q) =
⊕

k≥max(0,j−d)

LkP j−2k(X),

ãäå P i(X) = H i(X,Q)∩KerLd−i+1 (i ≤ d) � ïðèìèòèâíàÿ ÷àñòü H i(X,Q)4. Â
÷àñòíîñòè, ëþáîé ýëåìåíò x ∈ Hj(X,Q) îäíîçíà÷íî çàïèñûâàåòñÿ â ñëåäóþ-
ùåì âèäå:

x =
∑

k≥max(0,j−d)

Lkxj−2k,

ãäå xj−2k ∈ P j−2k(X). Ýòî ðàçëîæåíèå ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü àáñòðàêòíûé
îïåðàòîð ñòåïåíè −2:

Λx =
∑

k≥max(1,j−d)

Lk−1xj−2k.

Ñòàíäàðòíàÿ ãèïîòåçà Ãðîòåíäèêà B(X) òèïà Ëåôøåöà óòâåðæäàåò, ÷òî
îïåðàòîð Λ àëãåáðàè÷åñêèé5. Îáîçíà÷èì ÷åðåç cΛ äâîéñòâåííûé îïåðàòîð äëÿ
L â êëàññè÷åñêîé òåîðèè Õîäæà6. Òîãäà

cΛx =
∑

k≥max(1,j−d)

k(d− j + k + 1)Lk−1xj−2k

è ãèïîòåçà B(X) ýêâèâàëåíòíà àëãåáðàè÷íîñòè cΛ7.
Ãèïîòåçà B(X) ýêâèâàëåíòíà àëãåáðàè÷íîñòè àáñòðàêòíîãî îïåðàòîðà ∗,

îïðåäåëåííîãî ôîðìóëîé

∗x =
∑

k≥max(0,j−d)

(−1)(j−2k)(j−2k+1)/2Ld−j+kxj−2k.

Èç B(X) ñëåäóåò ãèïîòåçà D(X) î ñîâïàäåíèè ÷èñëåííîé è ãîìîëîãè÷åñ-
êîé ýêâèâàëåíòíîñòåé àëãåáðàè÷åñêèõ öèêëîâ íà X. Áîëåå òîãî, B(X) ⇔

3Grothendieck A. Standard conjectures on algebraic cycles. Algebraic Geometry, Internatioal Colloguium
(Bombay, 1968). London: Oxford University Press, 1969. P. 193-199.

4×æýíü Ø.-Ø. Êîìïëåêñíûå ìíîãîîáðàçèÿ. Ì.: Èíîñòðàííàÿ ëèòåðàòóðà, 1961. 240 ñ.
5Grothendieck A. Standard conjectures on algebraic cycles. Algebraic Geometry, Internatioal Colloguium

(Bombay, 1968). London: Oxford University Press, 1969. P. 193-199.
6Ãðèôôèòñ Ô., Õàððèñ Äæ. Ïðèíöèïû àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè. Ì.: Ìèð, 1982. 2 ò.
7Kleiman S.L. Algebraic cycles and the Weil conjectures. Dix expos�es sur la cohomologie des sch�emas.

North-Holland, Amsterdam; Masson, Paris, 1968. P. 359-386.
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D(X ×X) è B(X) ⇒ C(X), ãäå C(X) óòâåðæäàåò àëãåáðàè÷íîñòü êîìïî-
íåíò Êþííåòà êëàññà äèàãîíàëè ∆X ↪→ X × X8. Êðîìå òîãî, B(X) ýêâèâà-
ëåíòíà ïîëóïðîñòîòå Q-àëãåáðû A(X) àëãåáðàè÷åñêèõ ñîîòâåòñòâèé9.

Ñòàíäàðòíàÿ ãèïîòåçàB(X) òèïà Ëåôøåöà âåðíà äëÿ ìíîãîîáðàçèé Ãðàññ-
ìàíà, êðèâûõ, ïîâåðõíîñòåé è àáåëåâûõ ìíîãîîáðàçèé10, à òàêæå äëÿ âñåõ
ãëàäêèõ 3-ìåðíûõ ïðîåêòèâíûõ ìíîãîîáðàçèé ðàçìåðíîñòè Êîäàèðû < 3 (íà-
çûâàåìûõ òàêæå 3-ìåðíûìè ìíîãîîáðàçèÿìè íåîñíîâíîãî òèïà)11. Â ÷àñò-
íîñòè, îíà âåðíà äëÿ âñåõ êîìïëåêñíûõ 3-ìåðíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ ìíîãîîá-
ðàçèé. Êðîìå òîãî, B(X) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ãîëîìîðôíûõ ñèìïëåêòè÷åñêèõ
ìíîãîîáðàçèé, ÿâëÿþùèõñÿ äåôîðìàöèÿìè òî÷å÷íûõ ñõåì Ãèëüáåðòà Ê3 ïî-
âåðõíîñòåé 12, à òàêæå äëÿ íåêîòîðûõ 4-ìåðíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé
13 è êîìïàêòèôèêàöèé ìèíèìàëüíûõ ìîäåëåé Íåðîíà 14.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, D(X) âåðíà äëÿ ìíîãîîáðàçèé ðàçìåðíîñòè íå áîëåå
415 è äëÿ ïîòåíöèàëüíî ïðîñòûõ àáåëåâûõ ñõåì ïðîñòîé îòíîñèòåëüíîé ðàç-
ìåðíîñòè íàä ãëàäêîé ïðîåêòèâíîé êðèâîé16. Íàêîíåö, C(X) âåðíà äëÿ âñåõ
ãëàäêèõ ïðîåêòèâíûõ ìíîãîîáðàçèé íàä êîíå÷íûìè ïîëÿìè17. Âñå ýòè ãèïîòå-
çû ñîâìåñòèìû ñ ìîíîèäàëüíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè âäîëü çàìêíóòûõ ãëàä-
êèõ íåïðèâîäèìûõ öåíòðîâ18. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, È. Àíäðå ñâåë ãèïîòåçó
Õîäæà äëÿ àáåëåâûõ ìíîãîîáðàçèé ê ñòàíäàðòíîé ãèïîòåçå B(X) äëÿ âñåõ
àáåëåâûõ ñõåì π : X → C íàä ãëàäêèìè ïðîåêòèâíûìè êðèâûìè19.

8Kleiman S.L. Algebraic cycles and the Weil conjectures. Dix expos�es sur la cohomologie des sch�emas.
North-Holland, Amsterdam; Masson, Paris, 1968. P. 359-386.

9Òàíêååâ Ñ.Ã. Î ÷èñëåííîé ýêâèâàëåíòíîñòè àëãåáðàè÷åñêèõ öèêëîâ íà ïîòåíöèàëüíî ïðîñòûõ
àáåëåâûõ ñõåìàõ ïðîñòîé îòíîñèòåëüíîé ðàçìåðíîñòè. Èçâåñòèÿ ÐÀÍ. Ñåðèÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ. 2005. Ò.
69. � 1. Ñ. 145�164.

10Kleiman S.L. Algebraic cycles and the Weil conjectures. Dix expos�es sur la cohomologie des sch�emas.
North-Holland, Amsterdam; Masson, Paris, 1968. P. 359-386.

11Òàíêååâ Ñ.Ã. Î ñòàíäàðòíîé ãèïîòåçå òèïà Ëåôøåöà äëÿ êîìïëåêñíûõ ïðîåêòèâíûõ òðåõìåðíûõ
ìíîãîîáðàçèé. II. Èçâåñòèÿ ÐÀÍ. Ñåðèÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ. 2011. Ò. 75. � 5. Ñ. 177-194.

12Charles F., Markman E. The standard conjectures for holomorphic symplectic varieties deformation
equivalent to Hilbert shemes of K3 surfaces. Compositio Mathematika. 2013. V. 149. � 3. P. 481-494.

13Òàíêååâ Ñ.Ã. Î ñòàíäàðòíîé ãèïîòåçå äëÿ êîìïëåêñíûõ 4-ìåðíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé.
Èçâåñòèÿ ÐÀÍ. Ñåðèÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ. 2012. Ò. 76. � 5. Ñ. 119�142.

14Òàíêååâ Ñ.Ã. Î ñòàíäàðòíîé ãèïîòåçå äëÿ êîìïëåêñíûõ 4-ìåðíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé è
êîìïàêòèôèêàöèé ìèíèìàëüíûõ ìîäåëåé Íåðîíà. Èçâåñòèÿ ÐÀÍ. Ñåðèÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ. 2014. Ò. 78.
� 1. Ñ. 181�214.

15Lieberman D.I. Numerical and homological equivalence of algebraic cycles on Hodge manifolds. American
Journal of Mathematics. 1968. V. 90. � 2. P. 366�374.

16Òàíêååâ Ñ.Ã. Î ÷èñëåííîé ýêâèâàëåíòíîñòè àëãåáðàè÷åñêèõ öèêëîâ íà ïîòåíöèàëüíî ïðîñòûõ
àáåëåâûõ ñõåìàõ ïðîñòîé îòíîñèòåëüíîé ðàçìåðíîñòè. Èçâåñòèÿ ÐÀÍ. Ñåðèÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ. 2005. Ò.
69. � 1. Ñ. 145�164.

17Katz N.M., Messing W. Some consequences of the Riemann hypothesis for varieties over �nite �elds.
Inventiones Mathematicae. 1974. V. 23. � 1. P. 73�77.

18Òàíêååâ Ñ.Ã. Ìîíîèäàëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ è ãèïîòåçû îá àëãåáðàè÷åñêèõ öèêëàõ. Èçâåñòèÿ ÐÀÍ.

Ñåðèÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ. 2007. Ò. 71. � 3. Ñ. 197�224.
19Andr�e Y. Pour une th�eorie inconditionnelle des motifs. Institut des Hautes �Etudes Scienti�ques Publications

Math�ematiques. 1996. V. 83. P. 5-49.
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Öåëè è çàäà÷è

Öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî ãèïîòåçû Õîäæà è
ñòàíäàðòíîé ãèïîòåçû òèïà Ëåôøåöà äëÿ ðàññëîåííîãî êâàäðàòà ãëàäêîãî
ïðîåêòèâíîãî íåèçîòðèâèàëüíîãî ñåìåéñòâà K3 ïîâåðõíîñòåé íàä ãëàäêîé
ïðîåêòèâíîé êðèâîé ïðè óñëîâèè, ÷òî ðàíã ðåøåòêè òðàíñöåíäåíòíûõ öèêëîâ
íà îáùåì ãåîìåòðè÷åñêîì ñëîå ñåìåéñòâà ÿâëÿåòñÿ íå÷¼òíûì ïðîñòûì ÷èñ-
ëîì; ãèïîòåçà Õîäæà äîêàçàíà äëÿ ðàññëîåííîãî ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ íåèçî-
òðèâèàëüíûõ ñåìåéñòâ K3 ïîâåðõíîñòåé (âîçìîæíî, ñ âûðîæäåíèÿìè) íàä
ãëàäêîé ïðîåêòèâíîé êðèâîé C ïðè óñëîâèè, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè s êðèâîé
õîòÿ áû îäèí èç ñëîåâ ñåìåéñòâ íàä ýòîé òî÷êîé íå èìååò îñîáåííîñòåé, ðàíã
ðåøåòêè òðàíñöåíäåíòíûõ öèêëîâ íà îáùåì ãåîìåòðè÷åñêîì ñëîå ïåðâîãî
ñåìåéñòâà ÿâëÿåòñÿ íå÷åòíûì ÷èñëîì, îòëè÷íûì îò ðàíãà ðåøåòêè òðàíñ-
öåíäåíòíûõ öèêëîâ íà îáùåì ãåîìåòðè÷åñêîì ñëîå âòîðîãî ñåìåéñòâà.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà

Â ðàáîòå âïåðâûå èññëåäîâàíû àëãåáðàè÷åñêèå öèêëû íà ðàññëîåííîì
ïðîèçâåäåíèè äâóõ 1-ïàðàìåòðè÷åñêèõ ñåìåéñòâ K3 ïîâåðõíîñòåé (ñ âûðîæ-
äåíèÿìè) íàä ãëàäêîé ïðîåêòèâíîé êðèâîé â ñâåòå ãèïîòåçû Õîäæà è ñòàí-
äàðòíîé ãèïîòåçû B(X) Ãðîòåíäèêà.

Âñå ïîëó÷åííûå â ðàáîòå ðåçóëüòàòû ÿâëÿþòñÿ íîâûìè.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü

Ïîëó÷åííûå â äèññåðòàöèè ðåçóëüòàòû íîñÿò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð è
ìîãóò íàéòè ïðèìåíåíèå â àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè, äèîôàíòîâîé ãåîìåò-
ðèè è òåîðèè ÷èñåë. Îíè ìîãóò áûòü ïîëåçíû ïðè ÷òåíèè ñïåöèàëüíûõ êóðñîâ
ñòóäåíòàì ìàòåìàòè÷åñêèõ ôàêóëüòåòîâ óíèâåðñèòåòîâ.

Ìåòîäîëîãèÿ è ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ

Â ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû òåîðèè Õîäæà, ðàçâèòûå â ðàáîòàõ Ï.
Äåëèíÿ20 è Ñ.Öóêêåðà21.

Ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó

1. Äîêàçàòåëüñòâî ãèïîòåçû Õîäæà è ñòàíäàðòíîé ãèïîòåçû òèïà Ëåôøå-
öà äëÿ ðàññëîåííîãî êâàäðàòà ãëàäêîãî ïðîåêòèâíîãî íåèçîòðèâèàëüíîãî ñå-
ìåéñòâà K3 ïîâåðõíîñòåé íàä ãëàäêîé ïðîåêòèâíîé êðèâîé ïðè óñëîâèè, ÷òî

20Äåëèíü Ï. Òåîðèÿ Õîäæà. II. Ìàòåìàòèêà. Ñáîðíèê ïåðåâîäîâ èíîñòðàííûõ ñòàòåé. 1973. Ò. 17.
� 5. P. 3-56.

21Zucker S. Hodge theory with degenerating coe�cients: L2 cohomology in the Poincar�e metric. Annals of
Mathematics(2). 1979. V. 109. � 3. P. 415-476.
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ðàíã ðåøåòêè òðàíñöåíäåíòíûõ öèêëîâ íà îáùåì ãåîìåòðè÷åñêîì ñëîå ñå-
ìåéñòâà ÿâëÿåòñÿ íå÷¼òíûì ïðîñòûì ÷èñëîì.

2. Äîêàçàòåëüñòâî ãèïîòåçû Õîäæà äëÿ ðàññëîåííîãî ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ
íåèçîòðèâèàëüíûõ ñåìåéñòâ K3 ïîâåðõíîñòåé (âîçìîæíî, ñ âûðîæäåíèÿìè)
íàä ãëàäêîé ïðîåêòèâíîé êðèâîé C ïðè óñëîâèè, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè s
êðèâîé õîòÿ áû îäèí èç ñëîåâ ñåìåéñòâ íàä ýòîé òî÷êîé íå èìååò îñîáåííîñòåé,
ðàíã ðåøåòêè òðàíñöåíäåíòíûõ öèêëîâ íà îáùåì ãåîìåòðè÷åñêîì ñëîå ïåðâî-
ãî ñåìåéñòâà ÿâëÿåòñÿ íå÷¼òíûì ÷èñëîì, îòëè÷íûì îò ðàíãà ðåøåòêè òðàíñ-
öåíäåíòíûõ öèêëîâ íà îáùåì ãåîìåòðè÷åñêîì ñëîå âòîðîãî ñåìåéñòâà.

Ñòåïåíü äîñòîâåðíîñòè è àïðîáàöèÿ ðàáîòû

Ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ ïðîøëè àïðîáàöèþ íà ñëåäóþùèõ êîíôåðåíöèÿõ:
� Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ïî äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì è äèíà-
ìè÷åñêèì ñèñòåìàì (Ñóçäàëü, 2-7 èþëÿ 2010 ãîäà),
� Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ïî ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè óïðàâëåíèÿ è
ìåõàíèêå (Ñóçäàëü, 1-5 èþëÿ 2011 ãîäà),
� Ðîæäåñòâåíñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ âñòðå÷à ñ Ï. Äåëèíåì 8-10 ÿíâàðÿ 2012
ãîäà, ïîñâÿù¼ííàÿ ÕÕ-ëåòèþ Íåçàâèñèìîãî Ìîñêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà,
� Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ïî äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì è äèíà-
ìè÷åñêèì ñèñòåìàì (Ñóçäàëü, 29 èþíÿ - 4 èþëÿ 2012 ãîäà),
� Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ïî ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè óïðàâëåíèÿ è
ìåõàíèêå (Ñóçäàëü, 5-9 èþëÿ 2013 ãîäà),
� Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ïî äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì è äèíà-
ìè÷åñêèì ñèñòåìàì,(Ñóçäàëü, 4-9 èþëÿ 2014 ãîäà).

Ïóáëèêàöèè àâòîðà

Ïî òåìàòèêå èññëåäîâàíèÿ îïóáëèêîâàíî 8 ðàáîò, â òîì ÷èñëå òðè ðàáîòû
â æóðíàëàõ èç ïåðå÷íÿ ÂÀÊ âåäóùèõ ðåöåíçèðóåìûõ íàó÷íûõ æóðíàëîâ è
èçäàíèé, â êîòîðûõ äîëæíû áûòü îïóáëèêîâàíû îñíîâíûå íàó÷íûå ðåçóëü-
òàòû äèññåðòàöèè íà ñîèñêàíèå ó÷åíîé ñòåïåíè êàíäèäàòà ôèçèêî-ìàòåìàòè-
÷åñêèõ íàóê.

Ñòðóêòóðà è îáú¼ì äèññåðòàöèè

Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç îãëàâëåíèÿ, ââåäåíèÿ, òð¼õ ãëàâ, ñîäåðæàùèõ 14
ïàðàãðàôîâ, çàêëþ÷åíèÿ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû èç 40 íàèìåíîâàíèé. Òåêñò
äèññåðòàöèè èçëîæåí íà 104 ñòðàíèöàõ.
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Êðàòêîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè:
1. Äîêàçàòåëüñòâî ãèïîòåçû Õîäæà è ñòàíäàðòíîé ãèïîòåçû òèïà Ëåô-

øåöà äëÿ ðàññëîåííîãî êâàäðàòà ãëàäêîãî ïðîåêòèâíîãî íåèçîòðèâèàëüíîãî
ñåìåéñòâà K3 ïîâåðõíîñòåé íàä ãëàäêîé ïðîåêòèâíîé êðèâîé ïðè óñëîâèè,
÷òî ðàíã ðåøåòêè òðàíñöåíäåíòíûõ öèêëîâ íà îáùåì ãåîìåòðè÷åñêîì ñëîå
ñåìåéñòâà ÿâëÿåòñÿ íå÷¼òíûì ïðîñòûì ÷èñëîì.

2. Äîêàçàòåëüñòâî ãèïîòåçû Õîäæà äëÿ ðàññëîåííîãî ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ
íåèçîòðèâèàëüíûõ ñåìåéñòâ K3 ïîâåðõíîñòåé (âîçìîæíî, ñ âûðîæäåíèÿìè)
íàä ãëàäêîé ïðîåêòèâíîé êðèâîé C ïðè óñëîâèè, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè s
êðèâîé õîòÿ áû îäèí èç ñëîåâ ñåìåéñòâ íàä ýòîé òî÷êîé íå èìååò îñîáåííîñ-
òåé, ðàíã ðåøåòêè òðàíñöåíäåíòíûõ öèêëîâ íà îáùåì ãåîìåòðè÷åñêîì ñëîå
ïåðâîãî ñåìåéñòâà ÿâëÿåòñÿ íå÷åòíûì ÷èñëîì, îòëè÷íûì îò ðàíãà ðåøåòêè
òðàíñöåíäåíòíûõ öèêëîâ íà îáùåì ãåîìåòðè÷åñêîì ñëîå âòîðîãî ñåìåéñòâà.

Ãëàâà 1 ñîäåðæèò îáçîð ðàáîò è îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ ïî òåìå äèññåðòà-
öèè, èçâåñòíûõ èç ëèòåðàòóðû. Â ýòîé æå ãëàâå ïðèâîäÿòñÿ îñíîâíûå ïîíÿòèÿ
è îáîçíà÷åíèÿ, èñïîëüçóåìûå â äèññåðòàöèè.

Â � 1 ïðèâåäåíû êðàòêèå ñâåäåíèÿ î ãðóïïàõ è àëãåáðàõ Ëè (âêëþ÷àÿ
êëàññèôèêàöèþ ïðîñòûõ àëãåáð Ëè íàä ïîëåìC êîìïëåêñíûõ ÷èñåë), à òàêæå
èõ ëèíåéíûõ ïðåäñòàâëåíèÿõ.

Â � 2 ðàññìàòðèâàþòñÿ êëàññè÷åñêèå ðåçóëüòàòû î ñòðóêòóðàõ Õîäæà,
ãðóïïàõ Õîäæà è êëàññàõ Ïóàíêàðå.

Â � 3 èçó÷àåòñÿ òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàöèîíàëüíûõ ñòðóêòóð Õîä-
æà

0→ H2(C,Rn−2π∗Q)→ Ker[Hn(X,Q)→ H0(C,Rnπ∗Q)]→
H1(C,Rn−1π∗Q)→ 0,

èíäóöèðîâàííÿ ñïåêòðàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Ëåðå.
Â � 4 ïðèâåäåíû íåêîòîðûå ñâåäåíèÿ î K3 ïîâåðõíîñòÿõ è ïîâåðõíîñòÿõ

Êóììåðà, äàíî îïðåäåëåíèå ãðóïïû Õîäæà K3 ïîâåðõíîñòè.
Â � 5 îáñóæäàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûå ôîðìóëèðîâêè ñòàíäàðòíîé ãèïîòåçû

B(X) òèïà Ëåôøåöà, ãèïîòåçû D(X) î ñîâïàäåíèè ÷èñëåííîé è ãîìîëîãè-
÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòåé àëãåáðàè÷åñêèõ öèêëîâ íà X, ãèïîòåçû C(X) îá
àëãåáðàè÷íîñòè êîìïîíåíò Êþííåòà êëàññà äèàãîíàëè.

Â � 6 ðàññìàòðèâàþòñÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà êðèâîé, ïðåäñòàâëåíèå
ìîíîäðîìèè, âûñøèå ïðÿìûå îáðàçû Riπ∗Q ïîñòîÿííîãî ïó÷êà Q.

Â ãëàâå 2 ñîäåðæàòñÿ äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ äèññåðòàöèè:
Òåîðåìà 1. Ïóñòü πk : Xk → C (k = 1, 2) � ïðîåêòèâíîå íåèçîòðè-

âèàëüíîå ñåìåéñòâî K3 ïîâåðõíîñòåé (âîçìîæíî, ñ âûðîæäåíèÿìè) íàä

ãëàäêîé ïðîåêòèâíîé êðèâîé C. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîæåñòâà ∆k = {δ ∈
C | Sing(Xkδ) 6= ∅} (k = 1, 2) íå ïåðåñåêàþòñÿ.
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Åñëè äëÿ îáùèõ ãåîìåòðè÷åñêèõ ñëîåâ X1s è X2s âûïîëíåíû ñëåäóþùèå

óñëîâèÿ:
(i) rank NS(X1s) ÿâëÿåòñÿ íå÷¼òíûì ÷èñëîì;
(ii) rank NS(X1s) 6= rank NS(X2s),
òî äëÿ ëþáîé ãëàäêîé ïðîåêòèâíîé ìîäåëè X ðàññëîåííîãî ïðîèçâåäåíèÿ

X1 ×C X2 âåðíà ãèïîòåçà Õîäæà îá àëãåáðàè÷åñêèõ öèêëàõ.

Åñëè, êðîìå òîãî, ìîðôèçìû π1 è π2 ãëàäêèå, pk = 22 − rank NS(Xks)
(k = 1, 2) � íå÷¼òíûå ïðîñòûå ÷èñëà è p1 6= p2, òî äëÿ X1 ×C X2 âåðíà

ñòàíäàðòíàÿ ãèïîòåçà Ãðîòåíäèêà îá àëãåáðàè÷íîñòè îïåðàòîðîâ ∗ è Λ
òåîðèè Õîäæà.

Çäåñü îáùíîñòü òî÷êè s ∈ C îçíà÷àåò, ÷òî îíà ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó
C \∆countable, ãäå ∆countable - ñ÷¼òíîå ïîäìíîæåñòâî, çàâèñÿùåå îò ñåìåéñòâ πk;
ìû ìîæåì òàêæå ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ôóíêöèè s 7→ rank NS(Xks) (k = 1, 2)
ïîñòîÿííû íà ìíîæåñòâå C \∆countable.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü C - ãëàäêàÿ ïðîåêòèâíàÿ êðèâàÿ íàä ïîëåì êîìï-

ëåêñíûõ ÷èñåë, π1 : X1 → C - ãëàäêîå ïðîåêòèâíîå íåèçîòðèâèàëüíîå ñå-

ìåéñòâî K3 ïîâåðõíîñòåé, ïðè÷åì äëÿ îáùåãî ãåîìåòðè÷åñêîãî ñëîÿ X1s

÷èñëî 22− rank NS(X1s) = p1 ÿâëÿåòñÿ íå÷¼òíûì ïðîñòûì. Òîãäà äëÿ ðàñ-

ñëîåííîãî êâàäðàòà X = X1 ×C X1 âåðíû ãèïîòåçà Õîäæà è ñòàíäàðòíàÿ

ãèïîòåçà Ãðîòåíäèêà B(X) òèïà Ëåôøåöà îá àëãåáðàè÷íîñòè îïåðàòîðîâ

∗ è Λ òåîðèè Õîäæà.

Â � 7 ðàññìàòðèâàþòñÿ íåêîòîðûå äîïîëíèòåëüíûå ñâåäåíèÿ, âîñõîäÿùèå
ê Þ.Ã. Çàðõèíó, î ãðóïïå Õîäæà K3 ïîâåðõíîñòè è åå ëèíåéíîì ïðåäñòàâëå-
íèè â 2-ìåðíûõ êîãîìîëîãèÿõ.

Ïóñòü S ãëàäêàÿ ïðîåêòèâíàÿ ïîâåðõíîñòü òèïàK3. Ðàññìîòðèì ðàçëîæå-
íèå Õîäæà

H2(S,Q)⊗Q C = H2,0(S,C)⊕H1,1(S,C)⊕H0,2(S,C),

ãäå Hp,q(S,C) - ïðîñòðàíñòâî ãàðìîíè÷åñêèõ ôîðì òèïà (p, q). Èçâåñòíî, ÷òî
H2,0(S,C) →̃ H0(S,Ω2

S), H0,2(S,C) →̃ H2(S,OS) ÿâëÿþòñÿ îäíîìåðíûìè
ïðîñòðàíñòâàìè íàä C.

Ïóñòü U 1 = {eiθ|θ ∈ R} - åäèíè÷íàÿ îêðóæíîñòü. Îïðåäåëèì åå äåéñòâèå â
H2(S,Q)⊗QC ñëåäóþùèì îáðàçîì: eiθ äåéñòâóåò íàHp,q(S,C) êàê óìíîæåíèå
íà ÷èñëî eiθ(p−q). Â èòîãå ìû ïîëó÷àåì ìîðôèçì ãðóïï

U 1 h−→ GL(H2(S,Q)⊗Q R),

ãäå h(eiθ)(w2,0 + w1,1 + w0,2) = e2iθw2,0 + w1,1 + e−2iθw0,2 íà ïðîñòðàíñòâå
H2(S,Q)⊗Q C.

Ïî îïðåäåëåíèþ, ãðóïïîé Õîäæà K3 ïîâåðõíîñòè S íàçûâàåòñÿ íàèìåíü-
øàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ Q-ïîäðóïïà Hg(S) ↪→ GL(H2(S,Q)), ãðóïïà R-òî÷åê
êîòîðîé ñîäåðæèò h(U 1).
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Ïî òåîðåìå Ëåôøåöà î äèâèçîðàõ èìååì:

H2(S,Q)Hg(S) = H2(S,Q) ∩H1,1(S,C) = NS(S)⊗Z Q def
= NSQ(S),

ãäå NS(S) ãðóïïà Íåðîíà�Ñåâåðè ïîâåðõíîñòè S, ñîâïàäàþùàÿ ñ ãðóïïîé
Ïèêàðà Pic(S). Îíà ïîðîæäàåòñÿ êëàññàìè êîãîìîëîãèé àëãåáðàè÷åñêèõ êðè-
âûõ, ëåæàùèõ íà S.

Ïóñòü NSQ(S)⊥ � îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ê NSQ(S) â H2(S,Q)
îòíîñèòåëüíî áèëèíåéíîãî ñïàðèâàíèÿ

< , >: H2(S,Q)×H2(S,Q)
x×y 7→x^y−−−−−−→ H4(S,Q) →̃ Q(−2)

(2πi)2−−−→˜ Q.

Ýòî Q−ïðîñòðàíñòâî òðàíñöåíäåíòíûõ êëàññîâ êîãîìîëîãèé â H2(S,Q) =
NSQ(S) ⊕ NSQ(S)⊥. Èç îïèñàíèÿ Þ.Ã. Çàðõèíûì ãðóïïû Hg(S) èçâåñòíî,

÷òî Hg(S)-ìîäóëü NSQ(S)⊥ ïðîñòîé è E = E(S)
def
= EndHg(S) NSQ(S)⊥ �

âïîëíå âåùåñòâåííîå ïîëå E0 = E0(S) èëè ìíèìîå êâàäðàòè÷íîå ðàñøèðåíèå
âïîëíå âåùåñòâåííîãî ïîëÿ E0. Ïóñòü

Φ : NSQ(S)⊥ × NSQ(S)⊥
x×y 7→α−−−−→ E

� ñïàðèâàíèå, îïðåäåëÿåìîå ôîðìóëîé

< ex, y > = trE/Q(eα) äëÿ âñåõ e ∈ E.

Åñëè E = E0, òî ãðóïïà Hg(S) ïîëóïðîñòàÿ,

Hg(S) = ResE0/Q(SO(NSQ(S)⊥,Φ)),

ãäå ResE0/Q(SO(NSQ(S)⊥,Φ)) ïîëó÷àåòñÿ èç E0-ãðóïïû SO(NSQ(S)⊥,Φ) îãðà-
íè÷åíèåì ïîëÿ ñêàëÿðîâ äî Q. Ëåììà Øóðà è ðàâåíñòâî

E ⊗Q = EndHg(S) NSQ(S)⊥ ⊗Q

äàþò ðàçëîæåíèå
NSQ(S)⊥ ⊗Q = V1 ⊕ · · · ⊕ Ve,

ãäå e = [E : Q], Vi = Vi(S) (i = 1, . . . , e) � íåïðèâîäèìûå ïîïàðíî íåèçî-
ìîðôíûå îðòîãîíàëüíûå Hg(S)⊗Q-ìîäóëè, îáðàç êàíîíè÷åñêîãî ìîðôèçìà
Hg(S)⊗Q→ GL(Vi) ñîâïàäàåò ñ SO(Vi), ãðóïïà Ãàëóà Gal(Q/Q) òðàíçèòèâ-
íî ïåðåñòàâëÿåò V1, . . . , Ve. Ñëåäîâàòåëüíî,

Hg(S)⊗Q →̃
e∏
i=1

SO(Vi).

Ïàðà (
òèï Lie Hg(S)⊗Q, NSQ(S)⊥ ⊗Q

)
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ïðèíèìàåò îäíî èç ñëåäóþùèõ çíà÷åíèé:(
A1 × · · · × A1 = Ae

1, E(2ω
(1)
1 )⊕ · · · ⊕ E(2ω

(e)
1 )
)
,

åñëè dimVi = 3;(
A1 × · · · × A1 = A2e

1 , E(ω
(1)
1 + ω

(2)
1 )⊕ · · · ⊕ E(ω

(2e−1)
1 + ω

(2e)
1 )

)
,

åñëè dimVi = 4;(
Bn × · · · ×Bn = Be

n, E(ω
(1)
1 )⊕ · · · ⊕ E(ω

(e)
1 )
)
,

åñëè dimVi = 2n+ 1, n ≥ 2;(
Dn × · · · ×Dn = De

n, E(ω
(1)
1 )⊕ · · · ⊕ E(ω

(e)
1 )
)
,

åñëè dimVi = 2n, n ≥ 3,

ãäå ÷åðåç E(ω
(i)
1 ) îáîçíà÷àåòñÿ ñòàíäàðòíîå íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå ñî

ñòàðøèì âåñîì ω
(i)
1 (â îáîçíà÷åíèÿõ Í.Áóðáàêè) i-ãî ïðîñòîãî ôàêòîðà òèïà

A1, Bn èëè Dn ïîëóïðîñòîé àëãåáðû Ëè Lie Hg(S)⊗Q.
Ëåììà Ã.À. Ìóñòàôèíà22. Ïóñòü ρ : g → EndQ V � òî÷íîå Q-íåïðè-

âîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå Q-ïîëóïðîñòîé àëãåáðû Ëè g, è ïóñòü gC = g1 ×
. . . × ge � ðàçëîæåíèå íà ïðîñòûå ôàêòîðû êîìïëåêñèôèêàöèè g, ãäå e =
dimQ(Z(Endg V )), Z(Endg V ) � öåíòð àëãåáðû Endg V . Òîãäà àëãåáðà Ëè

g Q-ïðîñòà.
Ñîãëàñíî ëåììå Ìóñòàôèíà, àëãåáðà Ëè Lie Hg(S) ÿâëÿåòñÿ Q-ïðîñòîé,

åñëè dimVi 6= 4. Íàïîìíèì, ÷òî Q-àëãåáðà Ëè íàçûâàåòñÿ Q-ïðîñòîé, åñëè
îíà íå èìååò íåòðèâèàëüíûõ èäåàëîâ, îïðåäåë¼ííûõ íàä Q.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî E 6= E0. Òîãäà Hg(S) = ResE0/Q(U(NSQ(S)⊥,Φ)),

ãäå U(NSQ(S)⊥,Φ) � óíèòàðíàÿ ãðóïïà E-âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà NSQ(S)⊥

îòíîñèòåëüíî ýðìèòîâîé ôîðìû Φ23; äðóãèìè ñëîâàìè, U(NSQ(S)⊥,Φ) =
{A ∈ GL(NSQ(S)⊥/E0) | Φ(Ax,Ay) = Φ(x, y) ∀x ∀y ∈ NSQ(S)⊥}.

Â ýòîì ñëó÷àå ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ïîëóïðîñòàÿ ÷àñòü Lie Hg(S)ss ⊗ Q
ðåäóêòèâíîé àëãåáðû Ëè Lie Hg(S) ⊗ Q ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì e0 = e/2
ýêçåìïëÿðîâ ïðîñòîé àëãåáðû Ëè òèïà An (n ≥ 1) è Lie Hg(S)ss ⊗Q-ìîäóëü
NSQ(S)⊥ ⊗Q äîïóñêàåò ðàçëîæåíèå

NSQ(S)⊥ ⊗Q = E(ω
(1)
1 )⊕ E(ω(1)

n )⊕ · · · ⊕ E(ω
(e0)
1 )⊕ E(ω(e0)

n ),

ãäå E(ω
(i)
1 ) � ñòàíäàðòíîå íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû Ëè òèïà An

â (n + 1)-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå íàä Q è E(ω
(i)
n ) = E(ω

(i)
1 )∨ � ïðåäñòàâëåíèå,

22Ìóñòàôèí Ã.À. Ñåìåéñòâà àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé è èíâàðèàíòíûå öèêëû. Èçâåñòèÿ ÀÍ

ÑÑÑÐ. Ñåðèÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ. 1985. Ò. 49. � 5. Ñ. 948-978.
23Zarhin Yu.G. Hodge groups of K3 surfaces. Journal f�ur die reine und angewandte Mathematik. 1983. V.

341. P. 193-220.
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äâîéñòâåííîå ñòàíäàðòíîìó (îíî èçîìîðôíî n-é âíåøíåé ñòåïåíè ñòàíäàðò-
íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ).

Â � 8 ñîäåðæèòñÿ äîêàçàòåëüñòâî ãèïîòåçû Õîäæà äëÿ ðàññëîåííîãî ïðî-
èçâåäåíèÿ X = X1 ×C X2 äâóõ ñåìåéñòâ K3 ïîâåðõíîñòåé ïðè íåêîòîðûõ
îãðàíè÷åíèÿõ íà îñîáûå ñëîè ìîðôèçìîâ πk : Xk → C è ðàíãè ãðóïï Íåðîíà�
Ñåâåðè îáùèõ ãåîìåòðè÷åñêèõ ñëîåâ. Âû÷èñëåíèÿ îñíîâàíû íà ñëåäóþùåé
ëåììå:

Ëåììà 8.2. Ïóñòü πk : Xk → C ïðîåêòèâíîå íåèçîòðèâèàëüíîå ñå-

ìåéñòâî K3 ïîâåðõíîñòåé (âîçìîæíî ñ âûðîæäåíèÿìè) íàä ãëàäêîé ïðîåê-
òèâíîé êðèâîé, ïðè÷åì äëÿ òî÷êè s ∈ C ′, îáùåé â ñìûñëå Õîäæà äëÿ

êàæäîãî èç ñåìåéñòâ πk : Xk → C, âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
(i) rank NS(X1s) ÿâëÿåòñÿ íå÷¼òíûì ÷èñëîì;
(ii) rank NS(X1s) 6= rank NS(X2s).
Òîãäà

Homπ1(C ′,s)(NSQ(X1s)
⊥,NSQ(X2s)

⊥) = 0.

Èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû Ñ.Öóêêåðà24, ïîëó÷àåì òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
Q-ñòðóêòóð Õîäæà

0→ H2(C,Q)→ H2(Xk,Q)→ H0(C,R2πk∗Q)→ 0,

ãäå H2(C,Q) ïîðîæäàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì êëàññîì clXk
(Xks) ñëîÿ Xks (è,

ñëåäîâàòåëüíî, èìååò òèï Õîäæà (1, 1)).
Ëåììà 8.4. Ðàöèîíàëüíàÿ ñòðóêòóðà Õîäæà H0(C,R2πk∗Q) èìååò òèï

(1, 1).
Ëåììà 8.5. Èìååì: H2(Xk,Q) = NSQ(Xk), H2(X,Q) = NSQ(X).
Ñîãëàñíî ñèëüíîé òåîðåìå Ëåôøåöà H4(Xk,Q) = H2(Xk,Q) ^ clXk

(Hk),
ãäåHk � ãèïåðïëîñêîå ñå÷åíèå ìíîãîîáðàçèÿXk. Ïîýòîìó èç ëåììû 8.5 ñëåäóåò,
÷òî ïðîñòðàíñòâîH4(Xk,Q) ïîðîæäàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèìè êëàññàìè êîãîìî-
ëîãèé.

Ñóùåñòâóåò êàíîíè÷åñêîå ñþðúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå îãðàíè÷åíèÿ

NSQ(Xk) = H2(Xk,Q)→ H0(C ′, R2π′k∗Q) →̃ H2(Xks,Q)π1(C ′,s) = NSQ(Xks).

Ïîýòîìó ýëåìåíòû èç NSQ(Xks) ïîäíèìàþòñÿ äî àëãåáðàè÷åñêèõ êëàññîâ èç
H2(Xk,Q). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ýëåìåíòû ïðîñòðàíñòâà H4(Xks,Q)π1(C ′,s) ïîä-
íèìàþòñÿ äî àëãåáðàè÷åñêèõ êëàññîâ èç H4(Xk,Q), ïîòîìó ÷òî êàíîíè÷åñ-
êîå îòîáðàæåíèå îãðàíè÷åíèÿ H4(Xk,Q) → H4(Xks,Q)π1(C ′,s) ñþðúåêòèâíî
ïî òåîðåìå Äåëèíÿ25.

ÏðîñòðàíñòâîH0(C ′, R4π′∗Q) ïîðîæäàåòñÿ îáðàçàìè àëãåáðàè÷åñêèõ êëàñ-
ñîâ â H4(X,Q), ëåæàùèõ â NSQ(X1) ^ NSQ(X2), H4(X1,Q), H4(X2,Q),

24Zucker S. Hodge theory with degenerating coe�cients: L2 cohomology in the Poincar�e metric. Annals of
Mathematics(2). 1979. V. 109. � 3. P. 415-476.

25Äåëèíü Ï. Òåîðèÿ Õîäæà. II. Ìàòåìàòèêà. Ñáîðíèê ïåðåâîäîâ èíîñòðàííûõ ñòàòåé. 1973. Ò. 17.
� 5. P. 3-56.
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ãäå NSQ(Xk) îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ îáðàçîì NSQ(Xk) ïðè êàíîíè÷åñêîì îòîáðà-
æåíèè q∗k : H2(Xk,Q) ↪→ H2(X,Q), îïðåäåë¼ííîì ïðîåêöèåé X = X1 ×C
X2

qk−→ Xk è H
4(Xk,Q) îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ îáðàçîì H4(Xk,Q) ïðè êàíîíè÷åñ-

êîì îòîáðàæåíèè q∗k : H4(Xk,Q) ↪→ H4(X,Q). Â ÷àñòíîñòè, èìååòñÿ òî÷íàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàöèîíàëüíûõ ñòðóêòóð Õîäæà

0→ (i∆f)∗ [H2(Z,Q) ∩ H1,1(Z,C)]→ [H4(X,Q) ∩ H2,2(X,C)]

→ H0(C ′, R4π′∗Q)→ 0.

Òåîðåìà Ëåôøåöà î äèâèçîðàõ íà ãëàäêîì (âîçìîæíî, íåñâÿçíîì) ìíîãî-
îáðàçèè Z ïîêàçûâàåò, ÷òî ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìååò âèä

0→ (i∆f)∗ NSQ(Z)→ [H4(X,Q) ∩ H2,2(X,C)]→ H0(C ′, R4π′∗Q)→ 0.

Ïîñêîëüêó H0(C ′, R4π′∗Q) ïîðîæäàåòñÿ îáðàçàìè àëãåáðàè÷åñêèõ êëàññîâ
íàX, òîH4(X,Q)∩H2,2(X,C) ïîðîæäàåòñÿ êëàññàìè êîãîìîëîãèé àëãåáðàè-
÷åñêèõ öèêëîâ êîðàçìåðíîñòè 2 íà X. Çíà÷èò, äëÿ X âåðíà ãèïîòåçà Õîäæà
îá àëãåáðàè÷åñêèõ öèêëàõ.

Â � 9 ñîäåðæèòñÿ äîêàçàòåëüñòâî ãèïîòåçû B(X) â ñëó÷àå, êîãäà ìîðôèç-
ìû πk ãëàäêèå, ÷èñëà pk = 22 − rank NS(Xks) (k = 1, 2) � íå÷¼òíûå ïðîñòûå
è p1 6= p2. Çàìåòèì, ÷òî pk ñóòü ðàíã ðåø¼òêè òðàíñöåíäåíòíûõ êëàññîâ
êîãîìîëîãèé íà Xks.

Èñïîëüçóÿ èäåþ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 8.3 â ðàáîòå Òàíêååâà Ñ.Ã.26,
ìîæíî ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò àëãåáðàè÷åñêèé èçîìîðôèçì

H1(C,R6π∗Q) →̃H1(C,R2π∗Q),

îïðåäåë¼ííûé àëãåáðàè÷åñêèì êëàññîì ι∗(clX×CX(Z)), ãäå ι : X ×C X ↪→
X ×X - êàíîíè÷åñêîå âëîæåíèå.

Çíà÷èò, àëãåáðàè÷åñêèé êëàññ ι∗(clX×CX(Z)) äà¼ò àëãåáðàè÷åñêèé èçîìîð-
ôèçì

H7(X,Q) →̃H3(X,Q).

Êðîìå òîãî, ñóùåñòâóþò àëãåáðàè÷åñêèå èçîìîðôèçìû

H10(X,Q) →̃H0(X,Q), H9(X,Q) →̃H1(X,Q),

H8(X,Q) →̃H2(X,Q), H6(X,Q) →̃H4(X,Q),

îïðåäåë¼ííûå ñîîòâåòñòâåííî àëãåáðàè÷åñêèìè öèêëàìè Ïóàíêàðå

℘(H i(X,Q)) ∈ [H i(X,Q) ⊗ H i(X,Q)]Aut(Hi(X,Q),Φ)0,

ãäå Φ : H i(X,Q)×H i(X,Q)
x×y 7→<x^y^clX(H)5−i>−−−−−−−−−−−−−−−→ Q - ôîðìà ïîëÿðèçàöèè íà

X è ãðóïïà Aut(H i(X,Q),Φ)0 äèàãîíàëüíî äåéñòâóåò íàH i(X,Q)⊗H i(X,Q)

26Òàíêååâ Ñ.Ã. Î ñòàíäàðòíîé ãèïîòåçå òèïà Ëåôøåöà äëÿ êîìïëåêñíûõ ïðîåêòèâíûõ òðåõìåðíûõ
ìíîãîîáðàçèé. II. Èçâåñòèÿ ÐÀÍ. Ñåðèÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ. 2011. Ò. 75. � 5. Ñ. 177-194.
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(íàïîìíèì, ÷òî ïî äîêàçàííîìó â § 8 ïðîñòðàíñòâà H2(X,Q) è H4(X,Q)
ïîðîæäàþòñÿ àëãåáðàè÷åñêèìè êëàññàìè). Çíà÷èò, B(X) âåðíà27.

Â � 10 äîêàçûâàþòñÿ ãèïîòåçà Õîäæà è ñòàíäàðòíàÿ ãèïîòåçà B(X) äëÿ
ðàññëîåííîãî êâàäðàòà X = X1×CX2 ãëàäêîãî íåèçîòðèâèàëüíîãî ñåìåéñòâà
π1 : X1 → C K3 ïîâåðõíîñòåé ïðè óñëîâèè, ÷òî p1 = 22 − rank NS(X1s) �
íå÷¼òíîå ïðîñòîå ÷èñëî äëÿ îáùåãî ãåîìåòðè÷åñêîãî ñëîÿ X1s.

Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ãèïîòåçó Õîäæà äëÿ X = X1 ×C X1, ïîòîìó ÷òî
òîãäà ãèïîòåçà B(X) ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ìåòîäà èç § 9.

Äëÿ îáùåé â ñìûñëå Õîäæà òî÷êè s ∈ C ïðîñòðàíñòâî NSQ(X1s)
⊥ ÿâëÿåò-

ñÿ àáñîëþòíî íåïðèâîäèìûì Hg(X1s)-ìîäóëåì
28, ïîýòîìó ãðóïïà

Hg(X1s) = SO(NSQ(X1s))
⊥,Φ)

- ïðîñòàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà òèïà Bp1−1
2
.

Èç ðåçóëüòàòîâ § 8 èìååì: H2(X1,Q) = NSQ(X1), H4(X1,Q),
H2(C,R2π1∗Q) è H2(X,Q) ïîðîæäåíû êëàññàìè àëãåáðàè÷åñêèõ öèêëîâ.

ÏðîñòðàíñòâîH4(X1s ×X1s,Q) ∩H2,2(X1s ×X1s,C) ïîðîæäàåòñÿ êëàññà-
ìè ïåðåñå÷åíèé äèâèçîðîâ è êëàññîì äèàãîíàëè ∆X1s

↪→ X1s×X1s (â ÷àñòíîñ-
òè, ãèïîòåçà Õîäæà âûïîëíåíà äëÿ X1s × X1s).

Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó ðåçóëüòàòîâ Îêàìîòî29 êëàññ

clX1s×X1s
(∆X1s

) ∈ H4(X1s ×X1s,Q)

íå êîãîìîëîãè÷åí ñóììå ïåðåñå÷åíèé äèâèçîðîâ ñ êîýôôèöèåíòàìè èç Q.
Çíà÷èò, îáðàç

clX1×CX1
(∆X1

) ∈ H4(X1 ×C X1,Q) = H4(X,Q)

ïðè êàíîíè÷åñêîì ñþðúåêòèâíîì ìîðôèçìå H4(X,Q) −→ H0(C,R4π∗Q) íå
êîãîìîëîãè÷åí ñóììå ïåðåñå÷åíèé äèâèçîðîâ, ïîòîìó ÷òî

H0(C,R4π∗Q) →̃H4(X1s ×X1s,Q)π1(C,s) ⊂ H4(X1s ×X1s,Q)

ñóòü îáðàç H4(X,Q) ïðè êàíîíè÷åñêîì ìîðôèçìå îãðàíè÷åíèÿ

H4(X,Q) → H4(X1s × X1s,Q).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ∆X1
äèàãîíàëü â X1 ×C X1 = X.

ÎòîáðàæåíèåH4(X,Q)→ H0(C,R4π∗Q) ñþðúåêòèâíî ïî òåîðåìå Äåëèíÿ30.

27Kleiman S.L. Algebraic cycles and the Weil conjectures. Dix expos�es sur la cohomologie des sch�emas.
North-Holland, Amsterdam; Masson, Paris, 1968. P. 359-386.

28Òàíêååâ Ñ.Ã. Îá àðèôìåòèêå è ãåîìåòðèè îáùåãî ãèïåðïîâåðõíîñòíîãî ñå÷åíèÿ. Èçâåñòèÿ ÐÀÍ.

Ñåðèÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ. 2002. Ò. 66. � 2. Ñ. 173�204.
29Okamoto M. On a certain decomposition of 2-dimensional cycles on a product of two algebraic surfaces.

Proceeding of Japan Academy. Series A. 1981. V. 57. � 6. P. 321-325.
30Äåëèíü Ï. Òåîðèÿ Õîäæà. II. Ìàòåìàòèêà. Ñáîðíèê ïåðåâîäîâ èíîñòðàííûõ ñòàòåé. 1973. Ò. 17.

� 5. P. 3-56.

14



Èç ýòîãî ðåçóëüòàòà ñëåäóåò, ÷òî H0(C,R4π∗Q) ïîðîæäåíî îáðàçàìè ïå-
ðåñå÷åíèé äèâèçîðîâ íà X è îáðàçîì êëàññà clX1×CX1

(∆X1
) = clX(∆X1

) â
H0(C,R4π∗Q). Ãèïîòåçà Õîäæà äëÿ X ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî H2(C,R2π∗Q) =
H2(C,R2π1∗Q)⊕H2(C,R2π1∗Q) ïîðîæäàåòñÿ êëàññàìè ïåðåñå÷åíèé äèâèçîðîâ
íà ìíîæèòåëÿõ ðàññëîåííîãî ïðîèçâåäåíèÿ X = X1 ×C X1 è, ñëåäîâàòåëüíî,
íà X.

Â ãëàâå 3 ìû äîêàçûâàåì ñëåäóþùèå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû:
Òåîðåìà 3. Ïóñòü πk : Xk → C (k = 1, 2) � ïðîåêòèâíûå íåèçîòðèâè-

àëüíûå ñåìåéñòâà K3 ïîâåðõíîñòåé (âîçìîæíî ñ âûðîæäåíèÿìè) íàä ãëàä-
êîé ïðîåêòèâíîé êðèâîé C. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îáùèå ãåîìåòðè÷åñêèå ñëîè

X1s, X2s óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:
(i) êîëüöî EndHg(X1s) NSQ(X1s)

⊥ � ìíèìîå êâàäðàòè÷íîå ðàñøèðåíèå

ïîëÿ Q,
(ii) rank NS(X1s) 6= 18,
(iii) EndHg(X2s) NSQ(X2s)

⊥ � âïîëíå âåùåñòâåííîå ïîëå èëè
rank NS(X1s) < rank NS(X2s).
Òîãäà äëÿ ëþáîé ãëàäêîé ïðîåêòèâíîé ìîäåëè X ðàññëîåííîãî ïðîèçâåäå-

íèÿ X1 ×C X2 âåðíà ãèïîòåçà Õîäæà îá àëãåáðàè÷åñêèõ öèêëàõ.

Òåîðåìà 4. Äëÿ ïðîåêòèâíûõ íåèçîòðèâèàëüíûõ ñåìåéñòâ πk : Xk → C
K3 ïîâåðõíîñòåé (âîçìîæíî ñ âûðîæäåíèÿìè) íàä ãëàäêîé ïðîåêòèâíîé

êðèâîé C ïðåäïîëîæèì, ÷òî îáùèå ãåîìåòðè÷åñêèå ñëîè X1s, X2s óäîâëåòâî-

ðÿþò õîòÿ áû îäíîìó èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:
(i) rank NS(X1s) ÿâëÿåòñÿ íå÷åòíûì ÷èñëîì, rank NS(X1s) 6= rank NS(X2s);
(ii) rank NS(X1s) 6= 18, EndHg(X1s) NSQ(X1s)

⊥ = Q,
rank NS(X1s) 6= rank NS(X2s).
Òîãäà äëÿ ëþáîé ãëàäêîé ïðîåêòèâíîé ìîäåëè X ðàññëîåííîãî ïðîèçâåäå-

íèÿ X1 ×C X2 âåðíà ãèïîòåçà Õîäæà îá àëãåáðàè÷åñêèõ öèêëàõ.
Òåîðåìà 5. Ãèïîòåçà Õîäæà âåðíà äëÿ ãëàäêîé ìîäåëè X ðàññëîåííîãî

êâàäðàòà X1 ×C X1, åñëè ñåìåéñòâî K3 ïîâåðõíîñòåé π1 : X1 → C íåèçîò-

ðèâèàëüíîå è äëÿ îáùåãî ãåîìåòðè÷åñêîãî ñëîÿ X1s âûïîëíåíî õîòÿ áû îäíî

èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

(iii) p1 = 22− rank NS(X1s) � íå÷åòíîå ïðîñòîå ÷èñëî;
(iv) rank NS(X1s) 6= 18 è EndHg(X1s) NSQ(X1s)

⊥ = Q.
Òåîðåìû 3-5 ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê âàæíûå øàãè â äîêàçàòåëüñòâå

ñòàíäàðòíîé ãèïîòåçû Ãðîòåíäèêà B(X) (òèïà Ëåôøåöà) îá àëãåáðàè÷íîñòè
îïåðàòîðà Õîäæà �çâåçäî÷êà� è ãèïîòåòè÷åñêîãî ñóùåñòâîâàíèÿ ìîòèâíîãî
ðàçëîæåíèÿ ×æîó-Ëåôøåöà äëÿ íåêîòîðûõ ãëàäêèõ êîìïëåêñíûõ ïðîåêòèâ-
íûõ ìíîãîîáðàçèé X, êîòîðîå îáñóæäàåòñÿ â ðàáîòå Âèàëà31.

Â � 11 ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ìîíîäðîìèè, àññîöèèðîâàííûå ñ
ãëàäêèìè ñåìåéñòâàìè Ê3 ïîâåðõíîñòåé.

31Vial Ch. Projectors on the intermediate algebraic Jacobians. New York Journal of Mathematics. 2013. V.
19. P. 793-822.
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11.2. Ëåììà. Åñëè äëÿ îáùèõ ãåîìåòðè÷åñêèõ ñëî¼â X1s, X2s êîëüöî

EndHg(X1s) NSQ(X1s)
⊥ � ìíèìîå êâàäðàòè÷íîå ðàñøèðåíèå ïîëÿ Q,

rank NS(X1s) 6= 18, ïðè÷¼ì EndHg(X2s) NSQ(X2s)
⊥ � âïîëíå âåùåñòâåííîå

ïîëå èëè rank NS(X1s) < rank NS(X2s), òî

Homπ1(C ′,s)(NSQ(X1s)
⊥,NSQ(X2s)

⊥) = 0.

Â � 12 èçó÷àåòñÿ ãåîìåòðèÿ ãëàäêèõ ìîäåëåé ðàññëîåííûõ ïðîèçâåäåíèé
ñåìåéñòâ Ê3 ïîâåðõíîñòåé ñ óìíîæåíèÿìè èç ìíèìîãî êâàäðàòè÷íîãî ïîëÿ è
äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìà 3.

12.2. Çàìå÷àíèå. Åñëè rank NS(X1s) 6= 18 è êîëüöî EndHg(X1s) NSQ(X1s)
⊥

= K ÿâëÿåòñÿ ìíèìûì êâàäðàòè÷íûì ïîëåì äëÿ íåêîòîðîé òî÷êè s ∈ C ′,
îáùåé â ñìûñëå Õîäæà äëÿ ãëàäêîãî ñåìåéñòâà K3 ïîâåðõíîñòåé π′1 : X ′1 →
C ′, òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè t ∈ C ′\∆countable èìååòñÿ ðàâåíñòâî
EndHg(X1t) NSQ(X1t)

⊥ = K.
Â � 13 èçó÷àþòñÿ àëãåáðàè÷åñêèå öèêëû íà ãëàäêîé ìîäåëè ðàññëîåííîãî

ïðîèçâåäåíèÿ ñåìåéñòâ Ê3 ïîâåðõíîñòåé è äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìà 4.
13.3. Ëåììà. Ïóñòü πk : Xk → C ïðîåêòèâíîå íåèçîòðèâèàëüíîå ñå-

ìåéñòâî K3 ïîâåðõíîñòåé (âîçìîæíî ñ âûðîæäåíèÿìè) íàä ãëàäêîé ïðîåê-
òèâíîé êðèâîé, ïðè÷åì äëÿ òî÷êè s ∈ C ′, îáùåé â ñìûñëå Õîäæà äëÿ

êàæäîãî èç ñåìåéñòâ πk : Xk → C, âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
rank NS(X1s) 6= 18, EndHg(X1s) NSQ(X1s)

⊥ = Q, rank NS(X1s) 6= rank NS(X2s).

Òîãäà Homπ1(C ′,s)(NSQ(X1s)
⊥,NSQ(X2s)

⊥) = 0.
Â ñèëó ëåììû 13.3 òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

0→ (i∆f)∗H
2(Z,Q) → H4(X,Q) → H0(C ′, R4π′∗Q)→ 0

ðàöèîíàëüíûõ ñòðóêòóð Õîäæà äàåò òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Q-ñòðóêòóð
Õîäæà

0→ (i∆f)∗ [H2(Z,Q) ∩ H1,1(Z,C)]→ [H4(X,Q) ∩ H2,2(X,C)]

→ H0(C ′, R4π′∗Q)→ 0.

Òåîðåìà Ëåôøåöà î äèâèçîðàõ íà ãëàäêîì (âîçìîæíî, íåñâÿçíîì) ìíîãî-
îáðàçèè Z ïîêàçûâàåò, ÷òî ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìååò âèä

0→ (i∆f)∗ NSQ(Z)→ [H4(X,Q) ∩ H2,2(X,C)]→ H0(C ′, R4π′∗Q)→ 0.

Ïî äîêàçàííîìó âûøå H0(C ′, R4π′∗Q) ïîðîæäàåòñÿ îáðàçàìè àëãåáðàè÷åñ-
êèõ êëàññîâ íà X, ïîýòîìó H4(X,Q) ∩ H2,2(X,C) ïîðîæäàåòñÿ êëàññàìè
êîãîìîëîãèé àëãåáðàè÷åñêèõ öèêëîâ êîðàçìåðíîñòè 2 íà X. Çíà÷èò, äëÿ X
âåðíà ãèïîòåçà Õîäæà îá àëãåáðàè÷åñêèõ öèêëàõ è òåîðåìà 4 äîêàçàíà.

Â � 14 àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìà 5.
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Çàêëþ÷åíèå

Ãèïîòåçà Õîäæà è ñòàíäàðòíàÿ ãèïîòåçà Ãðîòåíäèêà (òèïà Ëåôøåöà) ÿâ-
ëÿþòñÿ íàèáîëåå èíòåðåñíûìè ãèïîòåçàìè ñîâðåìåííîé àëãåáðàè÷åñêîé ãåî-
ìåòðèè, ïîýòîìó ðàçâèòèå ïîäõîäîâ ê ýòèì ãèïîòåçàì ÿâëÿåòñÿ âàæíîé çàäà-
÷åé.

Íà áóäóùåå æåëàòåëüíî ïîëó÷èòü äîêàçàòåëüñòâî ñòàíäàðòíîé ãèïîòåçû
äëÿ ãëàäêîé ïðîåêòèâíîé ìîäåëè ðàññëîåííîãî ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ 1-ïðàìåò-
ðè÷åñêèõ ñåìåéñòâ K3 ïîâåðõíîñòåé (âîçìîæíî, ñ âûðîæäåíèÿìè). Ýòî ïîò-
ðåáóåò ñïåöèàëüíîé òåõíèêè ðàçðåøåíèÿ îñîáåííîñòåé ðàññëîåííîãî ïðîèçâå-
äåíèÿ. Îñíîâíûå èäåè äîêàçàòåëüñòâ, ïî-âèäèìîìó, ìîãóò áûòü óñèëåíû äëÿ
ðåøåíèÿ áîëåå òðóäíûõ çàäà÷. Òàêèì îáðàçîì, ïîòåíöèàë äèññåðòàöèè äàëåêî
íå èñ÷åðïàí.
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