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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Âîçíèêíîâåíèå çàäà÷è. Àêòóàëüíîñòü è ñòåïåíü
ðàçðàáîòàííîñòè òåìû èññëåäîâàíèÿ

Äàííàÿ äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà êëàññèôèêàöèè
êîíå÷íîìåðíûõ âåêòîðíûõ ðàññëîåíèé íà ïîëíûõ ïåðåñå÷åíèÿõ
êîíå÷íîé êîðàçìåðíîñòè â ëèíåéíîì èíä-ãðàññìàíèàíå.

Âïåðâûå çàäà÷ó êëàññèôèêàöèè âåêòîðíûõ ðàññëîåíèé
íà ôèêñèðîâàííîì ìíîãîîáðàçèè ïîäíÿë À. Ãðîòåíäèê. Îí
ðàñêëàññèôèöèðîâàë âåêòîðíûå ðàññëîåíèÿ íàä ïðîåêòèâíîé
ïðÿìîé, äîêàçàâ, ÷òî âñÿêîå òàêîå ðàññëîåíèå ðàñùåïëÿåòñÿ â ñóììó
ëèíåéíûõ ([OSS], ãëàâà I, ïàðàãðàô 2, òåîðåìà 2.1.1.).

Òåîðåìà (Ãðîòåíäèê). Êàæäîå ãîëîìîðôíîå r-ðàññëîåíèå E
íàä ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé P1 ïðåäñòàâèìî â âèäå

E = OP1(a1)⊕ ...⊕OP1(ar),

ãäå a1 ≥ a2 ≥ ... ≥ ar - îäíîçíà÷íî îïðåäåëåííûå öåëûå ÷èñëà.
Âåêòîðíûå ðàññëîåíèÿ íà Pn ïðè n ≥ 2 íå äîïóñêàþò òàêîé

ïðîñòîé êëàññèôèêàöèè, â ÷àñòíîñòè, êàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå ê Pn
ÿâëÿåòñÿ íåðàçëîæèìûì ïðè n ≥ 2.

Â òî æå âðåìÿ îêàçàëîñü, ÷òî äëÿ êîíå÷íîìåðíûõ âåêòîðíûõ
ðàññëîåíèé íàP∞ âåðåí àíàëîã òåîðåìû Ãðîòåíäèêà. Ýòèì âîïðîñîì
çàíèìàëèñü Â. Áàðò, À. Âàí äå Âåí, À.Í. Òþðèí è Ý. Ñàòî.

Òåîðåìà (Áàðò - Âàí äå Âåí - Òþðèí - Ñàòî). Ëþáîå
âåêòîðíîå ðàññëîåíèå êîíå÷íîãî ðàíãà íà áåñêîíå÷íîìåðíîì

êîìïëåêñíîì ïðîåêòèâíîì ïðîñòðàíñòâå P∞ = {P1 φ1
↪→ P2 φ2

↪→ . . .
φm−1

↪→ Pm
φm
↪→ . . .} èçîìîðôíî ïðÿìîé ñóììå ëèíåéíûõ ðàññëîåíèé.

Äëÿ ðàññëîåíèé ðàíãà äâà ýòà òåîðåìà áûëà äîêàçàíà â 1974
ãîäó Â. Áàðòîì è À. Âàí äå Âåíîì [BV], à äëÿ ðàññëîåíèé
ïðîèçâîëüíîãî êîíå÷íîãî ðàíãà ýòîò ðåçóëüòàò áûë äîêàçàí â 1976
ãîäó À.Í. Òþðèíûì [T] è â 1977 ãîäó Ý. Ñàòî [S1]. Òàêèì îáðàçîì,
âîïðîñ êëàññèôèêàöèè ðàññëîåíèé êîíå÷íîãî ðàíãà íà P∞ áûë
çàêðûò.

Â ñåðèè íåäàâíèõ ðàáîò [DP, PT, PT2] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî
òåîðåìà Áàðòà - Âàí äå Âåíà - Òþðèíà - Ñàòî èìååò îáîáùåíèÿ äëÿ
áåñêîíå÷íîìåðíûõ ëèíåéíûõ èíä-ìíîãîîáðàçèé îòëè÷íûõ îò P∞.
Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå.
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Èíä-ìíîãîîáðàçèå X = lim−→Xm îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïðÿìîé ïðåäåë
öåïî÷êè âëîæåíèé

X := {X1
φ1
↪→ X2

φ2
↪→ . . .

φm−1

↪→ Xm
φm
↪→ . . .},

ãäå Xm - ãëàäêîå àëãåáðàè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå äëÿ êàæäîãî m ≥ 1.
Èíä-ìíîãîîáðàçèå X íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì, åñëè äëÿ ∀m ≥ 1

âëîæåíèå φm èíäóöèðóåò ýïèìîðôèçì ãðóïï Ïèêàðà
φ∗m : PicXm+1 → PicXm.

Â 2003 ãîäó â ñòàòüå [DP] È. Äîíèí è È.Á.Ïåíêîâ ðàññìàòðèâàþò
èíä-ãðàññìàíèàíû, îïðåäåëåííûå êàê ïðÿìûå ïðåäåëû öåïî÷åê

{G(k1, n1)
φ1
↪→ ...

φm
↪→ G(km+1, nm+1)

φm+1

↪→ },

ãäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè nm, km, nm − km âîçðàñòàþò è ñòðåìÿòñÿ ê
áåñêîíå÷íîñòè, à âëîæåíèÿ φm ÿâëÿþòñÿ ñòàíäàðòíûìè

ðàñøèðåíèÿìè ãðàññìàíèàíîâ1.
Âñå èíä-ãðàññìàíèàíû, îïðåäåëåííûå òàêèì îáðàçîì, èçîìîðôíû

è îáîçíà÷àþòñÿ ÷åðåç G(∞). Äëÿ èíä-ãðàññìàíèàíà G(∞)
äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî âñÿêîå êîíå÷íîìåðíîå ðàññëîåíèå íà íåì
ðàñùåïëÿåòñÿ â ñóììó ëèíåéíûõ.

Â 2009 ãîäó â ñòàòüå [PT2] À.Ñ. Òèõîìèðoâ è È.Á. Ïåíêîâ
äîêàçûâàþò ðàñùåïëåíèå ðàññëîåíèé ðàíãà äâà äëÿ
èíä-ãðàññìàíèàíîâ, îïðåäåëåííûõ ïðîèçâîëüíûìè öåïî÷êàìè
âèäà (1), ñíèìàÿ òðåáîâàíèå φm áûòü ñòàíäàðòíûì ðàñøèðåíèåì
(òðåáóåòñÿ ëèøü, ÷òîáû âñÿêîå φm áûëî âëîæåíèåì ñòåïåíè 1).

Â ñòàòüå [PT1] ïðîèçâåäåíà êëàññèôèêàöèÿ ëèíåéíûõ
èíä-ãðàññìàíèàíîâ, îïðåäåëåííûõ êàê ïðÿìûå ïðåäåëû öåïî÷åê

{X1
φ1
↪→ ...

φm
↪→ Xm+1

φm+1

↪→ }, (1)

ãäå âñå Xm ÿâëÿþòñÿ îäíîâðåìåííî ëèáî îáû÷íûìè, ëèáî
èçîòðîïíûìè ãðàññìàíèàíàìè. Â ÷àñòíîñòè, ïîêàçàíî, ÷òî âñå
ëèíåéíûå èíä-ãðàññìàíèàíû, ðàññìàòðèâàåìûå â ðàáîòå [PT2],
èçîìîðôíû G(∞) èëè P∞.

Â 2015 ãîäó â ñòàòüå [PT] áûëè âûâåäåíû óñëîâèÿ íà ëîêàëüíî
ïîëíûå ëèíåéíûå èíä-ìíîãîîáðàçèÿ X, äîñòàòî÷íûå äëÿ

1Íàïîìíèì, ÷òî âëîæåíèå G(k1, V n1 ) ↪→ G(k2, V n2 ) íàçûâàåòñÿ ñòàíäàðòíûì

ðàñøèðåíèåì, åñëè èìååòñÿ ðàçëîæåíèå V n2 = V n1 ⊕Wn2−n1 è îáðàç âëîæåíèÿ

ñîñòîèò èç ïîäïðîñòðàíñòâ âèäà Uk1 ⊕ Wk2−k1 , ãäå Uk1 ⊂ V n1 , à Wk2−k1 -

ôèêñèðîâàííîå ïîäïðîñòðàíñòâî â Wn2−n1 .
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âûïîëíåíèÿ àíàëîãà òåîðåìû Áàðòà - Âàí äå Âåíà - Òþðèíà - Ñàòî.
Íîâûìè ïðèìåðàìè èíä-ìíîãîîáðàçèé, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ýòèì
óñëîâèÿì, ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûå ñå÷åíèÿ ëèíåéíûõ èíä-ãðàññìàíèàíîâ,
êàê îáû÷íûõ, òàê è èçîòðîïíûõ. Òàêèì îáðàçîì, àíàëîã òåîðåìû
Áàðòà - Âàí äå Âåíà - Òþðèíà - Ñàòî áûë äîêàçàí è äëÿ ýòîãî
êëàññà èíä-ìíîãîîáðàçèé.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è
Â äàííîé ðàáîòå ìû ðàñïðîñòðàíèì òåîðåìó Áàðòà - Âàí äå Âåíà -

Òþðèíà - Ñàòî íà ñëó÷àé ïîëíîãî ïåðåñå÷åíèÿ â ëèíåéíîì
èíä-ãðàññìàíèàíå G := G(∞). Îñíîâíûì ïîëåì ÿâëÿåòñÿ ïîëå
êîìïëåêñíûõ ÷èñåë C.

Äëÿ ëèíåéíîãî èíä-ãðàññìàíèàíà G îïðåäåëèì ïëþêêåðîâî
âëîæåíèå G ↪→ P∞, êàê ïðÿìîé ïðåäåë ïëþêêåðîâûõ âëîæåíèé
ãðàññìàíèàíîâ G(km, nm). Èíä-ãèïåðïîâåðõíîñòüþ ñòåïåíè d â P∞

íàçîâåì ïðÿìîé ïðåäåë ãèïåðïîâåðõíîñòåé ñòåïåíåé d.
Ðàññìîòðèì ëèíåéíûé èíä-ãðàññìàíèàí G, âëîæåííûé

ïî Ïëþêêåðó â P∞. Ïóñòü Y1, ...,Yl - èíä-ãèïåðïîâåðõíîñòè
ñòåïåíåé d1, ..., dl â P∞. Ëèíåéíîå èíä-ìíîãîîáðàçèå

X = G ∩Y1 ∩ ... ∩Yl

íàçûâàåòñÿ ïîëíûì ïåðåñå÷åíèåì â G, åñëè äëÿ âñÿêîãî m ≥ 1
ìíîãîîáðàçèå G(km, nm)∩Y1∩...∩Yl ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì ïåðåñå÷åíèåì.

Ïîä âåêòîðíûì ðàññëîåíèåì E ðàíãà r > 0 íà X = lim−→Xm ìû
ïîíèìàåì îáðàòíûé ïðåäåë E = lim←−Em öåïî÷êè âåêòîðíûõ

ðàññëîåíèé {Em}m≥1 ðàíãà r, ãäå Em - ðàññëîåíèå ðàíãà r íà Xm

ñ ôèêñèðîâàííûìè èçîìîðôèçìàìè Em ∼= φ∗mEm+1.
Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ

òåîðåìà.
Òåîðåìà 1. Ëþáîå âåêòîðíîå ðàññëîåíèå E êîíå÷íîãî ðàíãà íà

ïîëíîì ïåðåñå÷åíèè X êîíå÷íîé êîðàçìåðíîñòè â ëèíåéíîì

èíä-ãðàññìàíèàíå G èçîìîðôíî ïðÿìîé ñóììå ëèíåéíûõ

ðàññëîåíèé.

Öåëü ðàáîòû
Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå èíä-ìíîãîîáðàçèé X,

ÿâëÿþùèõñÿ ïîëíûìè ïåðåñå÷åíèÿìè â ëèíåéíîì èíä-ãðàññìàíèàíå
G, è èçó÷åíèå âåêòîðíûõ ðàññëîåíèé êîíå÷íîãî ðàíãà íà ýòèõ
èíä-ìíîãîîáðàçèÿõ. Ãëàâíûì ðåçóëüòàòîì ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî
òåîðåìû 1.
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Ìåòîäîëîãèÿ è ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ
Â äèññåðòàöèè èñïîëüçóþòñÿ ðàçíîîáðàçíûå ìåòîäû

àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè, òàêèå êàê òåîðèÿ ïåðåñå÷åíèé, òåîðèÿ
ïó÷êîâ è èõ êîãîìîëîãèé, ÿçûê òåîðèè ñõåì è ìåòîäû òåîðèè
êàòåãîðèé. Ñóùåñòâåííûì îáðàçîì èñïîëüçóåòñÿ êëàññèôèêàöèÿ
âåêòîðíûõ ðàññëîåíèé êîíå÷íîãî ðàíãà íà P∞. Òàêæå
èñïîëüçóþòñÿ òîïîëîãè÷åñêèå ðåçóëüòàòû, òàêèå êàê ôîðìóëà
Ìîíêà [Mo] äëÿ êîãîìîëîãèé ïðîñòðàíñòâà ïîëíûõ ôëàãîâ.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Ïîëîæåíèÿ âûíîñèìûå íà çàùèòó
Âñå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè.

Ãëàâíûå èç íèõ:

1. Äîêàçàíà 1-ñâÿçíîñòü èíä-ìíîãîîáðàçèÿ X, à èìåííî, äëÿ
ëþáûõ äâóõ òî÷åê X ñóùåñòâóåò êîíå÷íàÿ ñâÿçíàÿ öåïî÷êà
ïðîåêòèâíûõ ïðÿìûõ íà X, ñîäåðæàùèõ ýòè äâå òî÷êè.
Ïðè íåêîòîðûõ îãðàíè÷åíèÿõ äîêàçàíà ñâÿçíîñòü è íåïóñòîòà
ïðîñòðàíñòâà òàêèõ öåïî÷åê.

2. Äîêàçàíî, ÷òî âñÿêîå âåêòîðíîå ðàññëîåíèå E êîíå÷íîãî
ðàíãà íà X ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíûì, òî åñòü îãðàíè÷åíèå
ðàññëîåíèÿ E íà âñå ïðîåêòèâíûå ïðÿìûå â X èìååò
Èíä-ãèïåðïîâåðõíîñòüþ îäèíàêîâûé òèï ðàñùåïëåíèÿ.

3. Äîêàçàíî, ÷òî ëþáîå ðàâíîìåðíîå âåêòîðíîå ðàññëîåíèå E
êîíå÷íîãî ðàíãà íà ïîëíîì ïåðåñå÷åíèè X ⊂ G êîíå÷íîé
êîðàçìåðíîñòè èçîìîðôíî ïðÿìîé ñóììå ëèíåéíûõ
ðàññëîåíèé.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ðàáîòû
Ðàáîòà íîñèò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè

ìîãóò íàéòè ïðèìåíåíèå â äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèÿõ âåêòîðíûõ
ðàññëîåíèé íà ïðîåêòèâíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ è èíä-ìíîãîîáðàçèÿõ.

Ñòåïåíü äîñòîâåðíîñòè è àïðîáàöèÿ ðåçóëüòàòîâ
Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü

• â ðàìêàõ ëåòíåé øêîëû-êîíôåðåíöèè ïî àëãåáðàè÷åñêîé
ãåîìåòðèè è êîìïëåêñíîìó àíàëèçó äëÿ ìîëîäûõ ó÷åíûõ
Ðîññèè (ßðîñëàâëü, ßÃÏÓ, 20 - 25 ìàÿ 2013 ã.), òåçèñû
äîêëàäà îïóáëèêîâàíû [5];

• íà êîíôåðåíöèè "Ìåæäóíàðîäíûå Êîëìîãîðîâñêèå
÷òåíèÿ - XIII" (ßðîñëàâëü, 19 ìàÿ - 22 ìàÿ 2015 ã.).
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Ïóáëèêàöèÿ ðåçóëüòàòîâ
Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â ÷åòûðåõ

ðàáîòàõ [1, 2, 3, 4]. Òðè ñòàòüè îïóáëèêîâàíû â æóðíàëàõ èç ñïèñêà
ÂÀÊ ÐÔ. Îäíà ñòàòüÿ îïóáëèêîâàíà â æóðíàëå Complex Manifolds,
âõîäÿùåì â áàçó MathSciNet. Âñå ÷åòûðå ñòàòüè íàïèñàíû áåç
ñîàâòîðîâ. Ñïèñîê ðàáîò ïðèâåäåí â êîíöå àâòîðåôåðàòà.

Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû
Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç îãëàâëåíèÿ, 6 ãëàâ (ââåäåíèå, îñíîâíîé

òåêñò äèññåðòàöèè, çàêëþ÷åíèå) è ñïèñêà ëèòåðàòóðû èç 24
íàèìåíîâàíèé. Òåêñò äèññåðòàöèè èçëîæåí íà 54 ñòðàíèöàõ.
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Ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè

Îáùàÿ ñòðóêòóðà äèññåðòàöèè
Äèññåðòàöèÿ ðàçáèòà íà ãëàâû, êîòîðûå, â ñâîþ î÷åðåäü,

ïîäðàçäåëÿþòñÿ íà ïàðàãðàôû. Íóìåðàöèÿ âñåõ ðåçóëüòàòîâ
(òåîðåì, ëåìì, ñëåäñòâèé, ïðåäëîæåíèé), à òàêæå îïðåäåëåíèé è
ôîðìóë - ñêâîçíàÿ âíóòðè âñåãî òåêñòà äèññåðòàöèè.

Ãëàâà 1. Ââåäåíèå
Âî ââåäåíèè ôîðìóëèðóåòñÿ ãëàâíàÿ çàäà÷à, ïðèâîäèòñÿ

ïðåäûñòîðèÿ åå âîçíèêíîâåíèÿ, îáîñíîâûâàåòñÿ àêòóàëüíîñòü
ïðîáëåìû. Äàëåå ñëåäóåò îáçîð ñîäåðæàíèÿ äèññåðòàöèè.

Ãëàâà 2. Ôîðìóëèðîâêà îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà
Â ýòîé ãëàâå ïðèâîäÿòñÿ îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ, íåîáõîäèìûå

äëÿ ôîðìóëèðîâêè îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà äèññåðòàöèè, è äàåòñÿ èäåÿ
åãî äîêàçàòåëüñòâà.

Â ïàðàãðàôå �2.1 ìû íàïîìèíàåì îïðåäåëåíèå ëèíåéíûõ
èíä-ìíîãîîáðàçèé X = lim−→Xm (ñì. ñòð. 4) è îïðåäåëåíèå ëèíåéíûõ
èíä-ãðàññìàíèàíîâ. Çàòåì ìû ââîäèì ïîíÿòèå ïîëíîãî ïåðåñå÷åíèÿ
êîíå÷íîé êîðàçìåðíîñòè â ëèíåéíîì èíä-ãðàññìàíèàíå, äàåì
îïðåäåëåíèå âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ êîíå÷íîãî ðàíãà
íà èíä-ìíîãîîáðàçèè.

Ïóñòü Xm = G(km, nm), limm→∞ km = limm→∞(nm − km) = ∞, à
îòîáðàæåíèÿ φm ÿâëÿþòñÿ ñòàíäàðòíûìè ðàñøèðåíèÿìè.
Çàìåòèì, ÷òî PicXm

∼= Z, è âñå ìîðôèçìû φ∗m - èçîìîðôèçìû.
Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì ëèíåéíîå èíä-ìíîãîîáðàçèå, êîòîðîå
íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì èíä-ãðàññìàíèàíîì è îáîçíà÷àåòñÿ
G = G(∞).

Äëÿ ëèíåéíîãî èíä-ãðàññìàíèàíà G îïðåäåëèì
ïëþêêåðîâî âëîæåíèå G ↪→ P∞ êàê ïðÿìîé ïðåäåë
ïëþêêåðîâûõ âëîæåíèé ãðàññìàíèàíîâ G(km, nm). Íàêîíåö,
èíä-ãèïåðïîâåðõíîñòüþ ñòåïåíè d â P∞ íàçîâåì ïðÿìîé ïðåäåë
ãèïåðïîâåðõíîñòåé ñòåïåíåé d.

Ðàññìîòðèì ëèíåéíûé èíä-ãðàññìàíèàí G, âëîæåííûé
ïî Ïëþêêåðó â P∞. Ïóñòü Y1, ...,Yl - èíä-ãèïåðïîâåðõíîñòè
ñòåïåíåé d1, ..., dl â P∞. Ëèíåéíîå èíä-ìíîãîîáðàçèå

X = G ∩Y1 ∩ ... ∩Yl

íàçûâàåòñÿ ïîëíûì ïåðåñå÷åíèåì êîíå÷íîé êîðàçìåðíîñòè â G,
åñëè äëÿ âñÿêîãî m ≥ 1 ìíîãîîáðàçèå G(km, nm) ∩ Y1 ∩ ... ∩ Yl

ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì ïåðåñå÷åíèåì.
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Ïîä âåêòîðíûì ðàññëîåíèåì E ðàíãà r > 0 íàX ìû ïîíèìàåì
îáðàòíûé ïðåäåë E = lim←−Em öåïî÷êè âåêòîðíûõ ðàññëîåíèé

{Em}m≥1 ðàíãà r, ãäå Em - ðàññëîåíèå ðàíãà r íà Xm

ñ ôèêñèðîâàííûìè èçîìîðôèçìàìè Em ∼= φ∗mEm+1.

Â ïàðàãðàôå �2.2 ôîðìóëèðóåòñÿ ãëàâíàÿ òåîðåìà:

Òåîðåìà 1. Ëþáîå âåêòîðíîå ðàññëîåíèå E êîíå÷íîãî ðàíãà íà

ïîëíîì ïåðåñå÷åíèè X êîíå÷íîé êîðàçìåðíîñòè â ëèíåéíîì

èíä-ãðàññìàíèàíå G èçîìîðôíî ïðÿìîé ñóììå ëèíåéíûõ

ðàññëîåíèé.

Ïðèâîäèòñÿ êðàòêèé ïëàí åå äîêàçàòåëüñòâà.

Ãëàâà 3. Ñâÿçíîñòü è íåïóñòîòà ïðîñòðàíñòâà ïóòåé íà
ïîëíîì ïåðåñå÷åíèè â èíä-ãðàñìàíèàíå

Â ýòîé ãëàâå ìû ðàññìàòðèâàåì ïðîñòðàíñòâî ïóòåé
ôèêñèðîâàííîé äëèíû, ñîåäèíÿþùèõ äâå ïðîèçâîëüíî âûáðàííûå
òî÷êè ìíîãîîáðàçèÿ X, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì ïåðåñå÷åíèåì
ãðàññìàíèàíà G(n, V 2n) ñ ãèïåðïîâåðõíîñòÿìè ñòåïåíåé d1, ..., dl.

Ïóñòü X - ïðîåêòèâíîå ìíîãîîáðàçèå ñ îáèëüíûì ïó÷êîì OX(1).
Íàçîâåì ïðîåêòèâíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì â X òàêîå
ìíîãîîáðàçèå M ' Pr â X, ÷òî OX(1)|M ∼= OPr (1). Â ñëó÷àå, åñëè
M îäíîìåðíî, íàçîâåì åãî ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé â X, èëè ïðîñòî
ïðÿìîé â X.

Â ñëó÷àå êîãäà X = G(k, n), ïîä ïó÷êîì OX(1) ïîíèìàåòñÿ
îáèëüíûé ïó÷îê OG(k,n)(1), êëàññ èçîìîðôèçìà êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ
îáðàçóþùåé ãðóïïû PicG(k, n).

Ïóòü pn(x, y) äëèíû n íà ìíîãîîáðàçèè X, ñîåäèíÿþùèé òî÷êè
x, y, - ýòî íàáîð òî÷åê x = x0, x1, ..., xn = y â X è íàáîð ïðîåêòèâíûõ
ïðÿìûõ l0, ..., ln−1 â X, òàêèõ, ÷òî xi, xi+1 ∈ li.

Ìíîãîîáðàçèå âñåõ ïóòåé äëèíû n, ñîåäèíÿþùèõ òî÷êè x è y,
îáîçíà÷èì Pn(x, y).

Êàæäûé ïóòü èç ýòîãî ïðîñòðàíñòâà ñîñòîèò èç
ïîñëåäîâàòåëüíî ïåðåñåêàþùèõñÿ äðóã ñ äðóãîì ïðîåêòèâíûõ
ïðÿìûõ â X, ïîñðåäñòâîì êîòîðûõ îò îäíîé òî÷êè ìíîãîîáðàçèÿ
X ìîæíî äîéòè äî äðóãîé. Çäåñü îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ÿâëÿåòñÿ
ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü X - ïîëíîå ïåðåñå÷åíèå ãðàññìàíèàíà G(n, 2n),
âëîæåííîãî ïî Ïëþêêåðó, ñ íàáîðîì ãèïåðïîâåðõíîñòåé ñòåïåíåé

d1, ..., dl : X = G(n, 2n) ∩
⋂l
i=1 Yi. Åñëè 2

∑
i(di + 1) ≤ [n2 ], òî

ìíîãîîáðàçèå Pn(u, v) ïóòåé äëèíû n, ñîåäèíÿþùèõ ëþáûå äâå

òî÷êè u, v â X, íåïóñòî è ñâÿçíî.
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Âñïîìîãàòåëüíûå ðåçóëüòàòû, íåîáõîäèìûå äëÿ äîêàçàòåëüñòâà
òåîðåìû 2, ñîäåðæàòñÿ â ïàðàãðàôàõ �3.1 - 3.4. Â ïàðàãðàôå �3.5
ïðèâîäèòñÿ íåïîñðåäñòâåííî äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.

Òàê æå ïîëåçíûì ðåçóëüòàòîì ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèå èç ýòîé
òåîðåìû äëÿ ñëó÷àÿ ïîëíîãî ïåðåñå÷åíèÿ â ãðàññìàíèàíå G(k, n),
êîòîðîå ñîäåðæèòñÿ â ïàðàãðàôå �3.6. Çäåñü ìû ïîëàãàåì,
÷òî k ≤ [n2 ].

Ñëåäñòâèå 3. Ïóñòü X - ïîëíîå ïåðåñå÷åíèå ãðàññìàíèàíà

G(k, n), âëîæåííîãî ïî Ïëþêêåðó, ñ íàáîðîì ãèïåðïîâåðõíîñòåé

ñòåïåíåé d1, ..., dl : X = G(k, n)∩
⋂l
i=1 Yi. Åñëè 2

∑
i(di+1) ≤ k

2 ≤ [n4 ],
òî ìíîãîîáðàçèå Pk(u, v) ïóòåé äëèíû k, ñîåäèíÿþùèõ ëþáûå äâå

òî÷êè u, v â X, íåïóñòî è ñâÿçíî.

Ãëàâà 4. Ðàâíîìåðíîñòü âåêòîðíûõ ðàññëîåíèé
íà ïîëíîì ïåðåñå÷åíèè â èíä-ãðàññìàíèàíå

Äëÿ ôîðìóëèðîâêè ãëàâíîãî ðåçóëüòàòà ãëàâû 4 íàì
ïîòðåáóåòñÿ îïðåäåëåíèå ðàâíîìåðíîñòè ðàññëîåíèÿ E íà ëèíåéíîì
èíä-ìíîãîîáðàçèè X.

Ïóñòü E - ðàññëîåíèå ðàíãà r íà ëèíåéíîì èíä-ìíîãîîáðàçèè X.
Òèï ðàñùåïëåíèÿ ðàññëîåíèÿ E íà ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé
l ⊂ X - ýòî íàáîð ÷èñåë ri > 0 è ai ∈ Z, i = 1, ..., s, òàêîé, ÷òî

E|l ∼= r1OP1(a1)⊕ r2OP1(a2)⊕ . . . rsOP1(as),

a1 > a2 > ... > as,
∑s
i=1 ri = r.

Ðàññëîåíèå E íàçûâàåòñÿ ðàâíîìåðíûì, åñëè åãî îãðàíè÷åíèå
íà âñå ïðîåêòèâíûå ïðÿìûå èìååò îäèíàêîâûé òèï ðàñùåïëåíèÿ.

Íàçîâåì âåêòîðíîå ðàññëîåíèå E ëèíåéíî òðèâèàëüíûì, åñëè
îãðàíè÷åíèå E íà ëþáóþ ïðîåêòèâíóþ ïðÿìóþ èç X òðèâèàëüíî.

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ãëàâû 4 ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
Òåîðåìà 7. Âñÿêîå êîíå÷íîìåðíîå âåêòîðíîå ðàññëîåíèå E íà

ïîëíîì ïåðåñå÷åíèè X êîíå÷íîé êîðàçìåðíîñòè â ëèíåéíîì

èíä-ãðàññìàíèàíå G ðàâíîìåðíî.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû îïèðàåòñÿ íà ïîíÿòèÿ
1- è 2-ñâÿçíîñòè èíä-ìíîãîîáðàçèÿ X, êîòîðûå ïðèâåäåíû
â ïàðàãðàôå �4.1.

Ëèíåéíîå èíä-ìíîãîîáðàçèå X íàçûâàåòñÿ 1-ñâÿçíûì, åñëè äëÿ
ëþáûõ äâóõ òî÷åê x, y ∈ X ñóùåñòâóåò ñâÿçíàÿ öåïî÷êà ïðîåêòèâíûõ
ïðÿìûõ l1, ..., lk â X, ñîåäèíÿþùàÿ x ñ y.

Ëèíåéíîå èíä-ìíîãîîáðàçèå X íàçûâàåòñÿ 2-ñâÿçíûì, åñëè
ëþáûå äâå ïðîåêòèâíûå ïðÿìûå èç X ìîãóò áûòü ñâÿçàíû òàêîé
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öåïî÷êîé ïðîåêòèâíûõ ïðÿìûõ l1, ..., lk, ÷òî ëþáàÿ ïàðà (li, li+1)
ñîäåðæèòñÿ â ïëîñêîñòè P2, ïðèíàäëåæàùåé X.

Òåîðåìà 6 ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì ñëåäñòâèåì ñëåäóþùåãî ðåçóëüòàòà:
Òåîðåìà 8. Ïîëíîå ïåðåñå÷åíèå X êîíå÷íîé êîðàçìåðíîñòè â

ëèíåéíîì èíä-ãðàññìàíèàíå G 2-ñâÿçíî.
Òàê æå â �4.1 äàåòñÿ ïëàí äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 8.
Â ïàðàãðàôå �4.2 äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî X 1-ñâÿçíî.
Â ïàðàãðàôå �4.3 äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî X 2-ñâÿçíî.
Â ïàðàãðàôå �4.4 ìû äîêàçûâàåì òåîðåìó 3.

Ãëàâà 5. Ðàñùåïëåíèå âåêòîðíûõ ðàññëîåíèé êîíå÷íîãî
ðàíãà íà X

Â ãëàâå 5 ìû äàåì äîêàçàòåëüñòâî íåñêîëüêèõ âñïîìîãàòåëüíûõ
òåîðåì è ïðèâîäèì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1 â çàâåðøåíèè ãëàâû.
Ãëàâíûì ðåçóëüòàòîì ïàðàãðàôà �5.1 ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 13. Ïóñòü X - ïîëíîå ïåðåñå÷åíèå â ëèíåéíîì

èíä-ãðàññìàíèàíå G, E - ðàâíîìåðíîå ðàññëîåíèå íà X. Òîãäà

ñóùåñòâóåò öåïî÷êà ïîäðàññëîåíèé

0 = F0 ⊂ F1 ⊂ . . . ⊂ Fs = E

òàêèõ, ÷òî êàæäîå ôàêòîð-ðàññëîåíèå Fi/Fi−1 äëÿ 1 ≤ i ≤ s
ÿâëÿåòñÿ ïîäêðóòêîé ëèíåéíî òðèâèàëüíîãî ðàññëîåíèÿ.

Â ïàðàãðàôå �5.2 ìû äîêàçûâàåì ñëåäóþùóþ òåîðåìó.
Òåîðåìà 14. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî X íîðìàëüíî, è äëÿ

íåêîòîðîãî n > 0 è äëÿ íåêîòîðîé òî÷êè x ∈ X îòîáðàæåíèå

fx,n : Zn(x) → X äîìèíàíòíî è èìååò ñâÿçíûå ñëîè. Òîãäà ëþáîå

ëèíåéíî òðèâèàëüíîå âåêòîðíîå ðàññëîåíèå íà X òðèâèàëüíî.

Ýòà òåîðåìà íåîáõîäèìà äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîêàçàòü, ÷òî ëþáîå
êîíå÷íîìåðíîå ëèíåéíî òðèâèàëüíîå ðàññëîåíèå E íà X ÿâëÿåòñÿ
òðèâèàëüíûì.

Â ïàðàãðàôå �5.3, èñïîëüçóÿ òåîðåìó Êîäàèðû îá îáðàùåíèè â
íîëü, ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 17. Ïóñòü X - ïîëíîå ïåðåñå÷åíèå â ëèíåéíîì

èíä-ãðàññìàíèàíå G è E - âåêòîðíîå ðàññëîåíèå íà íåì. Ïóñòü

0 = F0 ⊂ F1 ⊂ ... ⊂ Fs = E - ôëàã ïîäðàññëîåíèé òàêèõ, ÷òî

ðàññëîåíèå Fi/Fi−1 ÿâëÿåòñÿ ïîäêðóòêîé ëèíåéíî òðèâèàëüíîãî

ðàññëîåíèÿ íà ëèíåéíîå ðàññëîåíèå äëÿ âñÿêîãî 1 ≤ i ≤ s. Òîãäà
E = ⊕iFi/Fi−1.

Â ïàðàãðàôå �5.4, èñïîëüçóÿ ðàâíîìåðíîñòü âåêòîðíîãî
ðàññëîåíèÿ E è 1-ñâÿçíîñòü èíä-ìíîãîîáðàçèÿ X, à òàê æå,

11



ïðèìåíÿÿ òåîðåìû 13, 14 è 17, ìû çàâåðøàåì äîêàçàòåëüñòâî
òåîðåìû 1.

Ãëàâà 6. Çàêëþ÷åíèå
Â ãëàâå 6 ïîäâîäÿòñÿ èòîãè äàííîãî äèññåðòàöèîííîãî

èññëåäîâàíèÿ è èçëàãàþòñÿ ïåðñïåêòèâû äàëüíåéøåé ðàçðàáîòêè
òåìû.
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Çàêëþ÷åíèå

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ
äîêàçàòåëüñòâî ðàñùåïèìîñòè ðàññëîåíèé êîíå÷íîãî ðàíãà
íà ïîëíûõ ïåðåñå÷åíèÿõ êîíå÷íîé êîðàçìåðíîñòè â G(∞). Äëÿ
äîêàçàòåëüñòâà äàííîãî ðåçóëüòàòà áûëî ââåäåíî è èññëåäîâàíî
ïðîñòðàíñòâî ïóòåé íà ïîëíûõ ïåðåñå÷åíèÿõ â ãðàññìàíèàíàõ. Ýòî
ïîçâîëèëî íàì ïîëó÷èòü êðèòåðèé òðèâèàëüíîñòè ëèíåéíî
òðèâèàëüíûõ ðàññëîåíèé íà òàêèõ ìíîãîîáðàçèÿõ.

Òåìàòèêà äàííîé ðàáîòû äîïóñêàåò ðàçâèòèå â äâóõ
ìíîãîîáåùàþùèõ íàïðàâëåíèÿõ.

1. Áûëî áû èíòåðåñíî îáîáùèòü òåîðåìó 2 î íåïóñòîòå è ñâÿçíîñòè
ïðîñòðàíñòâà ïóòåé â ïîëíûõ ïåðåñå÷åíèÿõ îáû÷íîãî
ãðàññìàíèàíà íà ïîëíûå ïåðåñå÷åíèÿ â èçîòðîïíûõ
ãðàññìàíèàíàõ. Òàêîé ðåçóëüòàò ïîçâîëèë áû äîêàçàòü, ÷òî
ðàâíîìåðíûå ðàññëîåíèÿ íà ïîëíûõ ïåðåñå÷åíèÿõ êîíå÷íîé
êîðàçìåðíîñòè â èçîòðîïíîì èíä-ãðàññìàíèàíå ðàñùåïëÿþòñÿ.

2. Òàêæå áûëî áû èíòåðåñíî äîêàçàòü àíàëîã ãèïîòåçû
Õàðòñõîðíà äëÿ G(∞): âñÿêîå ïîäìíîãîîáðàçèå êîíå÷íîé
êîðàçìåðíîñòè â G(∞) ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì ïåðåñå÷åíèåì. Ýòî
óñèëèëî áû îñíîâíîé ðåçóëüòàò íàñòîÿùåé ðàáîòû.
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